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1. fejezet

Bevezetés

Kvantumoptikanak a kvantumelektrodinamika azon részét szoktdk nevezni, amely az elektromagne-
ses mez6 kvantumos tulajdonsigait figyelembe veszi, de a vizsgdlt mezd frekvencidja a lathatd tarto-
manyba, vagy ahhoz kozeli tartomdnyokba esik, tehat a megfeleld fotonenergia sokkal kisebb mint az
elektron nyugalmi energidja. Ennek kovetkeztében a toltések mozgdsat elegendd a nemrelativisztikus
kvantummechanika segitségével leirni, nem sziikséges pl. az elektronokat is egy mezd kvantumainak
tekinteni, azaz nem haszndljuk az ugynevezett masodkvantélt formalizmust.

Vs
A\ Animécié:

Ezen a gif animécién a Young-féle kétréses kisérletet kovethetjiik
nyomon Gauss-alakd hulldimcsomag esetén. Tovabbi képeket az
alébbi linken talélunk: http://www.embd.be/quantummechanics/double_slit.html].
http://www.embd.be/quantummechanics/movies/qmb5.gif

- J

1.1. A fény kettos természetére vonatkozo elgondolas torténeti kiala-
kulasa

Az elektromégneses mezd, illetve a fény természetének problémadja a fizika egyik nagyon régi kérdé-
se. A 17. szdzadbol Newton és Huyghens egymadssal szemben all6 dllaspontjat emlitjiik, ahol Newtonra
mint a korpuszkularis elmélet képviselGjére szokds tekinteni, mig Huyghens — akinek a nevéhez a fény-
elhajlds ma is érvényes legegyszer(ibb magyarazata fiz6dik — a hullimtermészet mellett érvelt.

A hullamtermészet tovabbi erds bizonyitéka volt T. Young 1807-ben publikalt jol ismert kétréses in-
terferenciakisérlete, majd A.J. Fresnel kisérletei, amelyeket 1818-ban a Francia Akadémia palydzatara
benyujtott tanulmédnyéban ismertetett. Ezeket az elhajldsra és az interferenciara vonatkoz6 megfigyelése-
ket Fresnel részletes matematikai szdmitasokkal is aldtdmasztotta. Amint azt A. S. Eddington mér a 20.
szdzadban megjegyezte: Fresnel hullimelméleti modelljének mai szemmel egyediil az a hidnyossdg réha-
t6 fol, hogy nem tudta megnevezni a hulldmzani ige alanyat. Az akadémiai palyazat birdl6 bizottsaganak
egyik tagja S. D. Poisson — a fény részecske természetének hive — arra a kovetkeztetésre jutott, hogy ha

9
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Fresnel elmélete helyes, akkor egy korong alaku atlatszatlan ernyd mogott, az arnyék kozepén, az elhaj-
l4s kovetkeztében egy vildgos foltnak kellene l4tszani, amit lehetetlennek gondolt, és igy a palyamunkat
hibdsnak itélte. Am a bizottsig elndke, F. Arago ténylegesen is elvégezte a kisérletet, és megfigyelte
az azota Poisson foltnak (néha Arago foltnak is) nevezett vildgos foltot. Ennek a kisérletnek a nyoman
Fresnel elnyerte a palyadijat, és végérvényesnek latszott a fény hullimtermészetének bizonyitottsdga.
Ugyanebbdl az id6bdl szarmaznak Fresnel és Arago kisérletei a fény polarizacidjara vonatkozdan, ami
szintén a fény hullamtermészetét és azon beliil annak transzverzalis voltat bizonyitotta.

A 19. szdzad mésodik felében a hullamelméletet J. C. Maxwell elektrodinamikdja korondzta meg, aki
folismervén azt, hogy az elektromos mez6 id6beli valtozasa is egyfajta aramként €s ezdltal a magneses
mez0 forrasaként miikodik, tisztdn matematikai eszkozokkel levezette az elektromagneses hullamok 1éte-
z€sének sziikségességét, és a kisérletek szdmszer(i adataival vald dsszehasonlitasbol arra kovetkeztetett,
hogy a hulldmok sebessége megegyezik az akkor mér régéta megmért fénysebesség értékével. Kézenfek-
vl volt a kovetkeztetés: a fényhulldm valdjaban az elektromagneses mezd hulldmzdsa. Ennek megerd-
sitéseként szolgaltak H. Hertz kisérletei, aki egy elektromos dipdlus rezgéseivel keltett elektroméagneses
hullamokat, és megfigyelte azoknak a Maxwell elméletébdl kovetkez6 tulajdonsdgait. Vilagossa vlt,
hogy a l4that6é fény csupén frekvencidjaban (€s igy hullimhosszaban) kiilonbozik a Hertz-féle dipolus
altal keltett hullimokt6l. Ma mér tudjuk, hogy a lathaté tartomanybeli mez6t is rezg6 dipolusok keltik,
amelyek az atomban taldlhat6 pozitiv toltésti magok és a hozzdjuk képest mozg6 elektronok mozgasabol
szarmaznak.

A hullamtermészet mellett sz616 bizonyitékok egyértelmiinek latszottak egészen a 19. szdzad utolsé
évéig, amikor Berlinben két laboratériumban is megmérték egy folhevitett fémtest belsejében talalhat
iregbdl kibocsatott sugarzas spektrumdnak frekvencia szerinti eloszlasét, illetve ennek a hdmérséklettdl
valé fliggését. A kapott mérési gorbe elméleti értelmezésére tortént probdlkozasok eleinte nem vezettek
sikerre. W. Wien termodinamikai meggondoldsai csak a spektrum rovidhulldmu részét tudtdk magyariz-
ni, mig a Lord Rayleigh és J. Jeans altal levezetett képlet a hosszihulldmu részre adott a kisérletekkel
egyez6 eredményt. Rayleigh és Jeans az iiregben kialakul6 alléhulldmokat egy-egy oszcillatornak te-
kintette, majd foltételezték, hogy ezek az iireg faldval 7" hdmérsékleten termikus egyenstilyban vannak.
Mint ismert, egy sok klasszikus oszcillatorbdl 4116 rendszer esetén egy oszcilldtorra ekkor atlagosan kg1’
energia jut. Am az oszcilldtorok szdama nem korldtos, igy a szdmitott teljes energia divergdlni ltszott.
1900-ban azutan Planck elébb a Wien-féle és a Rayleigh-Jeans-féle képletek interpolacidjdnak probal-
gatdsaval egy olyan formulat taldlt, amely pontosan megadta a spektrum kisérletileg mért alakjat, majd
ezt kovetden egy teljesen j elv alapjan sikeriilt az el6zbleg probdlgatdssal megtalalt képletet korrektiil is
levezetnie.

Az uj elv szerint az oszcillatorok, a rezgési modusok, az iireg falatdl az energidt csak meghatarozott
adagokban, kvantumokban vehetik fol és adhatjdk le, ennek az energiakvantumnak a nagysiga az ¢ =
hv képletnek megfelelGen ardnyos a médus v frekvencidjaval, ahol az ardnyossagi tényezd a h Planck
allandd, melynek értékét Planck a kisérleti gorbével valé Osszehasonlitdssal meg tudta hatdrozni. Az
adagossagbodl az kovetkezik, hogy nagy frekvencia esetén, amikor a kvantum energidja 6sszemérhetové
valik a kpT termikus atlaggal, a klasszikus ekvipartici6 tétel érvényét veszti.

Erdekes médon ez nem viltoztatta meg Planck véleményét arrdl, hogy a mez8 szigordan véve hullam-
természetd, és sokdig vitatta Einstein 6t évvel kés6bbi kovetkeztetését, aki — mint ismert — a fotoeffektus
értelmezéséhez bevezette a fénykvantum fogalmat, és a v frekvencidju monokromatikus hulldmot fény-
kvantumok Osszességének tekintette, amelyek egyenként ¢ = hv = hw energidt és ennek egy nulla
nyugalmi tomeg esetén megfelel6 p = fiw/c = hk nagysdgid impulzust hordoznak. Ezeket a részecs-
kéket nevezziik ma fotonnak. (Az elnevezés joval kés6bbrdl 1926-bdl szdrmazik, és a névadé G. Lewis
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fiziko-kémikus nem is az Einstein-féle fénykvantumot értette a név kapcsan.)

Mint ismert, a mezd részecske-természete melletti tovabbi erds érvnek szokds tekinteni a Compton
effektust. Ennél az elektronon sz6r6do6 elektromédgneses hullam (rontgen-sugérzas) frekvenciavaltozasat
illetve annak kapcsolatdt a szordsi szoggel avval a foltételezéssel a legegyszerlibb magyardzni, hogy a
sugarzas hw energidjua és hk impulzusu "golydk" sokasdgaként viselkedik.

A fonti tapasztalatok nyomdn az a kép vélt elfogadottd a fizikusok kozott, hogy a fény illetve altald-
ban az elektromagneses mezd a szokdsos klasszikus fizikai fogalmakkal nem irhaté le, hanem egy sajatos
entitas, amelyrdl ha mégis mint klasszikusan megérthetd objektumrdl akarunk beszélni a legegyszertibb,
ha azt mondjuk, hogy kettds természetd, a terjedését hullamegyenletek megolddsaival lehet leirni, az
atomos anyaggal valé kolcsonhatdsakor viszont a részecske jellege 1€p eldtérbe. Ezt az dllaspontot még
inkdbb alatdmasztotta a L. de Broglie altal folvetett javaslat, hogy az olyan kicsiny, de nem nulla tomegl
objektumok, mint az elektron — amelynél eredetileg ilyen kett6sség f6l sem meriilt — a mozgasuk sordn
bizonyos értelemben maguk is hullimtulajdonsdgokat mutatnak. Minthogy ezt az elgondolést a kisér-
letek is bizonyitottdk, majd a Schrodinger-féle kvantummechanika egy pontos matematikai elmélettel
is aldtdmasztotta, az elektron kettds természetére vonatkozé elgondolds is teljesen elfogadotta valt, s ez
sokak szemében eltiintette a fény kettds természetével kapcsolatos kételyeket is.

A kett8s természet igazi matematikai megfogalmazdsa, a mez6t leird térmennyiségek "operatorosi-
tdsa" sem varatott magara sokdig. P. Dirac 1927-ben fogalmazta meg a mez6 kvantdldsanak modszerét,
amelyet késébb W. Heisenberg, W. Pauli, P. Jordan majd V. Weisskopf és Wigner Jen munkdi kovettek
az 1930-as évek koriil.

1.2. Problémak és konklazio

Joval kevésbé ismert, hogy a fonti meggydzének latszé tények ellenére a 20. szdzad sordn tobb
neves fizikus kifejezte azt a nézetét, hogy a foton 1étének illetve a mezd kvantdlasdnak sziikségessége
nincs eldontve. Emlitettiilk mar, hogy maga Planck is sokdig ellenezte Einstein fotonhipotézisét. Most
pedig néhdny olyan tovdbbi meggondoldsrdl ejtiink szot, amelyek a fontebb ismertetett szokdsos érveket
megkérddjelezték.

Tekintsiik el6szor magat a Planck torvényt. Az iireg sugarzasa az iireg faldban taldlhaté atomok ger-
jesztése nyoman keletkezik, igy a kvantdlds el6tt meg kell vizsgdlnunk magédnak a fénykibocsédtdsnak a
mechanizmusét. Ez azonban megtehet6 a félklasszikus elmélet segitségével is, csak annyit kell folten-
niink, hogy az atomban diszkrét nivok vannak, és ekkor a mezd kvantédldsa nélkiil is kiszdmithat6 két
atomi nivé kozott a mezd hatdsara 1étrejovo dtmenet, abszorpcid vagy indukalt emisszid iddegységre esd
valésziniisége, az Einstein-féle B egyiitthat6. Nemdegeneralt nivoparok esetén a kétfajta rita megegyezik
és értéke:

_ 7 Jdnf?
n 350 h? ’

ahol a A kizardlag az atomi allapotokra vonatkozé Schrodinger egyenlet kovetkeztében jelenik meg, €s
dsy az atmeneti dipélmétrixelem szintén csak az atomra jellemz$ adat. Ugyanakkor dgy tlinik, hogy
a szokésos félklasszikus elmélet nyilvanvaléan nem magyardzza a spontdn emisszidt, mert aszerint, ha
nincs mezd, akkor dtmenet sincs. Azaz aszerint az Einstein-féle A egyiitthaté szigordan O lenne, illetve
a spontdn emisszios tag nélkiil az ismert Einstein-féle levezetés nem adnd vissza a Planck torvényt. Ez-
zel szemben a kvantumoptika a spontidn emissziot tobbek kozott az elektromagneses vakuum kvantumos
fluktudcidival, azaz implicite a mezd kvantalt jellegével magyardzza, 4m a spontdn emisszid ténye még

(1.1)
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nem bizonyitja a fotonok létét. A spontdn emissziét ugyanis olyan mddon is ol lehet fogni, hogy az
egyszeriien az energidnak az egyetlen kitiintetett szabadsagi fokrél (atom) a sok szabadsagi fokkal ren-
delkez6 masik objektumra (mezd) valé dtaddsanak a kovetkezménye, ami mindennapos tapasztalat pl. a
surlodasos folyamatoknal, fiiggetleniil attol, hogy ez a kornyezet diszkrét adagokban vagy folytonosan
képes atvenni az energidt. A Planck-torvényhez vezet6 Einstein altal kovetett meggondoldsban ismét
csak az atomi nivok diszkrétsége jatszik szerepet a spontdn emisszié szempontjabol is.

A Compton effektust illetden — az elemi levezetésen til — ismert annak az O. Klein és Y. Nishina dltal
adott értelmezése is, amely szerint ott egy klasszikus elektromdgneses hulldm szérédik egy elektronon,
amely gyorsuldsa révén egy mdasodlagos hulldmot kelt. Ennek frekvenciaeltoldddsa 6sszhangban van
a "golyomodellel" kaphaté eredménnyel, de valdjdban ennél a levezetésnél sem kell foltétleniil a mezd
kvantumos szerkezetére hivatkozni.

Hasonl6 a helyzet a fotoeffektusnal is. A klasszikus mezd&t tartalmazé kolcsonhatési energidval sza-
molt id6fliggd perturbaciészamitis eredményeképpen az dtmeneti ratat (az idSegységre esd dtmeneti va-
16szintiséget) a wy; = (27 /R)| (f| Hine 1) |*0(2y — &; — hw) formula (Fermi-féle aranyszabdly) szolgél-
tatja, amely a ¢ > 1/w esetben érvényes. Optikai terek esetében viszont, ahol w = 10'°/s, ez utébbi
minden gyakorlati esetben teljesiil, azaz az elektronkibocsatds ezen elmélet szerint is 1ényegében kése-
delem nélkiil torténik. A ¢ fiiggvény argumentuma, amelyben € a végs6 szabad elektron dllapotnak a
folytonos spektrumba esé energidja, mig <; a kotott dllapoté, mutatja a fotoelektromos egyenlet érvé-
nyességét. Az dtmeneti matrixelemben H;,; a mez6 amplitiddjaval, igy a matrixelem négyzete a mezd
intenzitdsdval ardnyos. Tehdt a fotoelektromos jelenség minden 1ényeges tulajdonsdga "kiad6dik" a fél-
klasszikus elméletbdl is, ugy latszik tehat, hogy nincs foltétleniil sziikség a mez6 kvantildsara. Ennek az
allaspontnak nevezetes hive volt E. Jaynes, aki az 1960-as években részletes szamitdsokat végzett tobbek
kozott a spontdn emisszid valdszintiségére a mez6 kvantdldsa nélkiil.

Az optikai frekvencidval valtoz6 mezd vizsgalata mind kisérleti mind elméleti szempontbdl dj lendii-
letet kapott a 1ézerek folfedezésével 1960-ban. Azt nem sokkal késébb kovették R. Glaubernek az optikai
koherencia kvantumelméletére vonatkozé munkai 1963-ban, amelyet 2005-ben Nobel-dijjal ismertek el,
és szamos djabb szép kisérleti eredmény, amelyek alapjén a fotonok 1éte ma mar mégsem vonhat6 két-
ségbe. Emellett sz6lnak azok a még az 1950-es években Janossy Lajos éltal kezdeményezett és késébb
masok 4ltal (Clauser, Grangier) nagyon nagy pontossdggal megismételt kisérletek, amelyek a foton oszt-
hatatlansdgat mutattdk egy félig ateresztd tiikron valé dthaladdskor. Ugyancsak a mez6 kvantdldsanak a
sziikségességét bizonyitotta a megfeleld koriilmények kozott 1étrejovo tigynevezett fotonritkulds jelensé-
ge. Egy tovdbbi nagyon szép, a foton 1étezését igazold kisérleti eredmény (1996) az egymddusi liregen
athalado, azzal rezondns kolcsonhatdsba 1épd atomok két allapotanak betoltottségében jelentkezd Rabi
oszcillacidk frekvencidjanak diszkrét volta, amiért S. Haroche érdemelte ki a Nobel-dijat 2012-ben. Na-
gyon érdekes, hogy éppen ez volt az egyik pont, amelynél Jaynes €s munkatarsa Cummings 1963-ban
ramutattak a klasszikus illetve a kvantumos mez6 éltal szolgdltatott eredmények kiillonbozdségére €s az
akkoriban teljesen elképzelhetetlennek gondolt kisérletek elvégzésének sziikségességére. Mindezek az
elméleti és kisérleti eredmények tehdt megerdsitették a fény kettds természetének koncepcidjat, amit a
kvantumtérelmélet 6nt matematikai alakba.

1.3. A jegyzet folépitése

A kovetkez6kben a mez6 kvantdldsanak egyik lehetséges utjat jarva el6szor bevezetjiik a foton fo-
galmat elébb egyetlen modell médusra, majd egy tetszSleges sokmddusi mezdre. Attekintjiik a mezd
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néhany fontos specialis kvantuméllapotit és azok megaddsdnak kiilonbozé mddjait. Téargyaljuk az in-
terferencia jelenségének kvantumos értelmezését €s a kvantumoptikdban nagyon fontos eszkoznek bi-
zonyult nyaldbosztoval kapcsolatos tényeket. Ezutdn attériink az egyetlen atom és egyetlen kvantumos
moédus kolcsonhatdsanak alapvetd tulajdonsdgaira és az azokat bizonyité Nobel-dijjal jutalmazott kisér-
letek ismertetésére.

A mez6 dgynevezett vikuumenergidjanak kérdése hosszd id6n 4t sokat vitatott problémdja volt a
kvantumelektrodinamikdnak. A jegyzet végén harom olyan kisérletileg is megfigyelt jelenséget ismerte-
tiink, ami az elektromdgneses vdkuum 1étezésével, illetve annak az atomokra vagy akar makroszkdpikus
testekre kifejtett hatasdval magyardzhat6. Ezek: a spontdn emisszid, az ugynevezett Lamb-féle eltolodas
és a Casimir-effektus. A jegyzet befejezd fejezetében ezekrdl a problémakrol lesz sz6.

Ellenorzo kérdések

1. Milyen kisérleti bizonyitékok szdltak a fény hullimtermészete mellett?

2. Hogyan kovetkezett Maxwell elméletébdl a fény hullamtermészete, s milyen kisérlet bizonyitotta
ezt?

3. Milyen kisérleti eredmények szoltak a fény részecske-természete mellett?
4. Mik az elemi fotonképhez mint részecskéhez tartozo fizikai mennyiségek értékei?
5. Milyen kisérletek alapoztdk meg a foton mint oszthatatlan objektum fogalmat?

6. Fogalmazzuk meg roviden a fény kettds természetének mibenlétét.
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2. fejezet

Vid

Egymodusa mezo, allohullam kvantalasa

2.1. Bevezetés

A fejezetben a legelemibb rendszer, egyetlen elektromagneses dll6hulldm forma, vagy mas néven
modus kvantumos targyaldsara keriil sor. Ennek kapcsdan megismerkediink a foton fogalmdnak mate-
matikai hatterével, amely az elemi fotonfogalom egyszer( képe helyett, annak mélyebb értelmet ad, és
megfelel6 moédon ragadja meg annak fizikai lényegét. Az itt bemutatandé anyaghoz ismerni kell a har-
monikus oszcillator klasszikus mechanikai targyaldsat, a Lagrange fiiggvény segitségével, illetve nem art
foleleveniteni, amit a kvantummechanikdban a harmonikus oszcilldtor energia-sajatértékproblémadjanak
algebrai targyaldsdnal tanultunk, bar ez utébbi a kvantumoptikdban szokdsos beszédmoddal 1ényegében
teljes mértékben ismertetésre kertil.

2.2. Alléhullam mint oszcillator

Egy L hosszisdgu F' feliiletti LF' = V térfogatd liregben kvantdljuk az elektromdgneses mezd egy X
irdnyban linedrisan poldros hullimformaéjat, tehat modusat, amelynek alakja klasszikusan:

E =xq(t)Asink,z. (2.1)

Itt k, = nm/L, ahol n = 1,2..., azaz a pozitiv egész szamok valamelyike, ami biztositja az dllohulla-
mokra elSirt E(L) = 0 hatarfoltétel teljesiilését, mig az E(0) = 0 automatikusan teljesiil. (Itt X, y és Z
jeloli a szokdsos Descartes derékszogt: i, j és k bazisvektorokat.)

15
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2.1. abra. Az E és B mez0 az liregben.

Ez a mez transzverzalis, ami kozvetleniil latszik, de V - E = 0 is mutatja. ¢(¢) legyen dimenziétlan
id6fliggd fiiggvény, ekkor az A amplitidé elektromos térerdsség dimenzidju, a nagysaga egyeldre tetszo-
leges, a kvantdlds utdn azonban rogziteni fogjuk, ez az aldbbiakban deriil majd ki. A megfelelé magneses
mezb a Maxwell egyenletekbdl kovetkezik. Kivélasztva tehat egy médust, azaz valamelyik n-et,a k, = k
jeloléssel:

B=-VXxE=-— Oy Oy 0| = =¥ q(t)Akcoskz, (2.2)
q(t)Asinkz 0 0

amibdl
B = —y As(t)kcoskz, ahol $(t) = q. (2.3)

Itt foltettiik, hogy a mezd nem sztatikus €s transzverzélis, tehdt nincsenek dlland6 tagok. Ekkor

_ X vy 2z
E=cVxB=-st)Ak|0, 0, 0, (2.4)
0 coskz O
miatt
% §(t)Asinkz = —% c*s(t) Ak*sin kz (2.5)
q(t) = —2k*s(t) = —w?s(t).
Amibdl

G(t) + w?q(t) = 0. (2.6)
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Ez utébbi differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa, amint az j6l ismert

q(t) = qo cos(wt + ¢y), (2.7)

ahol w = ck.

Az (2.6) mozgasegyenletet a fiktiv M tomegii és w korfrekvencidju oszcillator

1. .
L= §M(q2 —w?¢?) (2.8)
Lagrange fiiggvényébdl lehet szdrmaztatni, ahol M egyeldre tetszSleges (energia x id6* dimenzi6jd)

allandé. A megfelel6 Hamilton fiiggvény:

H=pj—L—=+ ﬁw\m“ (2.9)
pq s\ 7 qa | .
ahol o7
pi=—— = Mj=—Muw?s(t). (2.10)
dq
Itt p hatds dimenzi6jd, az s valtozo pedig s = —p/Mw?. Ezzel a méagneses mezd alakja
B =y Ap(t) i k y Ap(t) L k (2.11)
= C Z = O Z. .
VAP 2 ©F VAP e ©°

Lathat6 tehdt, hogy mig oszcilldtorunk kanonikus koordinétdja az elektromos térerdsségben, a hoz-
zarendelt kanonikus impulzus a magneses térerdsségben szerepel.
A mez0 energidja az energiasiiriség integrdlja.:

L L L
1 1 w?
F/ <—€0E2—|—2—B2) dz = F2A2 qQ(t)ao/sm kzdz +s%( —w—Q/cos kzdz | =
0 Ho 0 i
—_—————
—L/2 fL/2
FL e VA2g, p?
_fhopfo e 22y YATE0 [ o 2.12
y Al ) = 5o T F 2.12)
ami az M-re nézve az VA
=0 = Mu? (2.13)

azonositassal éppen a fonti Hamilton fiiggvénnyel egyezik meg.

Egy adott médus id6beli dinamikdja tehat olyan mint egy harmonikus oszcillatoré. Ezt a gondolat-
menetet eldszor \Lord Rayleigh| illetve J. Jeans haszndlta az iiregsugdrzds spektrumdnak levezetésére a
19. szédzad végén, majd ugyanezt tételezte fol M. Planck is sugdrzasi torvényének levezetésekor, csak
el6irta, hogy az lireg modusai (amelyek koziil a fontiekben csak egyetlen adott hulldimhosszi és pola-
rizacioji modust tekintettiink) az iireg faldval vald kolcsonhatds révén az energiat egymds kozt csak a
(kor)frekvencidaval ardnyos hv = hw adagokban cserélhetik. A fotoeffektus Einstein féle magyardzata
majd Compton kisérletei azonban arra utaltak, hogy a kvantdltsdg a mez6 dltaldnos jellegzetessége, amely


http://hu.wikipedia.org/wiki/John_William_Strutt
http://en.wikipedia.org/wiki/James_Jeans
http://hu.wikipedia.org/wiki/Max_Planck
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nem csak az iiregsugdrzasban hanem univerzélisan jelentkezik valahdnyszor a mez6 atomos anyaggal 1ép
kolcsonhatdsba. Ennek a kiilonos kettds természetnek, miszerint az elektromagnes mez6 hullimszertien
terjed, de kolcsonhatdsaiban kvantumos tulajdonsdgokkal is rendelkezik a matematikai megfogalmazasa
a kvantumelektrodinamika. Az ehhez sziikséges kvantalasi eljarast az aldbbiakban tessziik meg, ebben a
fejezetben egyeldre csak egyetlen médus esetén.

(c)

2.2. dbra. (a) Béar6 John William Strutt, III. Lord Rayleigh (1842 — 1919), angol fizikus. (b) Sir James
Hopwood Jeans (1877 — 1946), angol fizikus, matematikus és asztronémus. (c¢) Max Karl Ernst Ludwig
Planck (1858 — 1947), Nobel-dijas német fizikus. FOrras: ncco://comons.wikinedia.org/wiki/File: sohn willian_strutt.
ipg FOI'I'éSZ http://en.wikipedia.org/wiki/File:James_Hopwood_Jeans. jpg FOI'I'éSZ http://www.sil.si.edu/digitalcollections/hst/

scientific-identity/fullsize/SIL14-P004-01la. jpg

2.1 Feladat: Az egyszerliség miatt dll6hullim mdédust kvantaltunk, de hasonlé megfontoldsokat
tehetiink halad6 hullam esetén is. Ebben az esetben az elektromos térer6sséget szokdsosan az

E=x%iA(a(t)e™ —a*(t)e ™). (2.14)

alakba irjuk. Szamoljuk ki a magneses indukciét a Maxwell egyenletek segitségével és hatdrozzuk
meg az a(t) komplex fiiggvény id6fiiggését.

2.3. Kvantalas

A szabad kolcsonhatdsmentes mezd egy modusa a fontiek szerint egy harmonikus oszcillatornak
tekinthetd, ezért kézenfekvd, hogy a mezd kvantumos tulajdonsagait ennek az oszcillatornak a kvantum-
mechanikai tdrgyaldsaval irjuk le. Mint ismeretes, ez ugy torténik, hogy az oszcillator dllapotat megado
koordinatét é€s impulzust, illetve az ebbdl f61épiild energiat egy alkalmas Hilbert téren értelmezett linedris
és onadjungélt operatoroknak tekintjiik, amelyek éltaliban nem folcserélhetdk.

Eszerint a fontiekben szerepld g és p valtozékat mostantdl a () és P onadjungdlt operdtorokkal he-
lyettesitjiik, €s el6irjuk a

@, P] =ih (2.15)


http://commons.wikimedia.org/wiki/File:John_William_Strutt.jpg
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:John_William_Strutt.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:James_Hopwood_Jeans.jpg
http://www.sil.si.edu/digitalcollections/hst/scientific-identity/fullsize/SIL14-P004-01a.jpg
http://www.sil.si.edu/digitalcollections/hst/scientific-identity/fullsize/SIL14-P004-01a.jpg
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folcserélési relaciot. @ itt dimenziétlan, mig P hatds dimenzi6jd, tehat a kommutatoruk is hatds dimen-
zi6jd. A kommutatorban szerepld i konstanst az aldbb roviden emlitendd mérési eredmények rogzitik.
Amint azt a szertedgazd tapasztalatok megerdsitik, a klasszikus "koordinata" €s "impulzus" helyett a fon-
ti operatorok bevezetésének matematikai 1épése valoban elvezet a mezd kisérletileg észlelt kvantumos
tulajdonsdgainak adekvat leirdsdhoz.

(2 és P operator volta arra vezet, hogy a mezé mdédusdnak energidja is az operdtornak tekintendd

2
H= % (PM + MW2Q2> (2.16)

Hamilton operatorba megy ét. Vezessiik be ezutin az

1 | Mw B Mw

P
Mw
o LMoy, P Y [ Me P
a—\/§ hQ z\/m = oh Q ZMw (2.18)

linedris de nem Onadjungalt operdtorokat. A kommutatorukra:

[a,al] = 2% ([Q, —iP] + [iP,Q]) = 1 (2.19)

a mezd modusdnak Hamilton operatorédra pedig ezekkel a
H = hw(ala +1/2) (2.20)

kifejezés adodik.

[ 2.2 Feladat: Bizonyitsuk be az (2.19) és (2.20) osszefiiggéseket. ]

Mint a harmonikus oszcillator kvantummechanikai elméletébdl jol ismert, (€s mint azt az aldbbiakban
le is vezetjiik majd) az a'a = 7 operitor sajatértékei csak az n = 0,1,2... nemnegativ egész szamok
lehetnek (vigydzat ez nem azonos a médust indexeld n szdmmal), ami azt jelenti, hogy a

H |¢n) = €n |on) (2.21)

sajatértékegyenlet megoldasaiként a sajatértékekre az
€n = hw(n +1/2) (2.22)

pozitiv valds szdmokat kapjuk. Ez azt jelzi, hogy az energiasajatértékek a modusban az n = 0-nak
megfeleld fw/2 nullponti energidhoz képest hw egész szamu tobbszoroseivel nagyobbak. A szokdsos
beszédmdd szerint a médus |p,,) dllapota azt jelenti, hogy a mdédusban n darab foton van. EbbSl az
is lathat6, hogy h értékét azok a tapasztalatok (a Planck féle sugarzasi torvény illetve a fotoeffektus)
rogzitik, amelyek szerint a mezd energidja valamilyen értelemben diszkrét, €s az energiaadagokra va-
I6ban a (kor)frekvencidval ardnyos mérési eredmények adédnak. A / mint ardnyossdgi tényezd értékét
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ennek alapjan szolgaltatja a kés6bb targyalandé iiregsugérzas spektrumara vonatkozo illesztés, illetve a
fotoeffektusra vonatkozo Millikan féle kisérlet (nem keverendd az elemi toltésre vonatkozé masik fontos
kisérletével) alapjan kiszamithat6 ismert érték. Mas szdval a fonti kommutatorbdl kovetkezd 6sszefiig-
gések akkor egyeznek a mérési eredményekkel, ha A-t éppen

h=1,05-10"*Js (2.23)

értékilinek vélasztjuk. h neve redukalt Planck dlland6, ami megfelel a kisérleti fizikdban inkdbb haszna-
latos Planck allandé
h=2mh=6,63-10"2*Js (2.24)

értékének.

2.4. A mezot jellemzo6 mennyiségek operatorai

Visszatérve most az elektromos és magneses tererosseg (2.1) és @2.11) kifejezéséhez, a ¢ — @,

p — P helyettesitéssel és az (2.13) szerinti 502‘/? M azonosuassal az elektromos és mdgneses
térerdsségek is operatornak tekintenddk. Igy
f h hw
E=xQ(t)Asinkz =% a\—;ﬁa M_wASin kz=x (a—l—aT)er—Vsink‘z, (2.25)
illetve a magneses térerGsség az s = —p/(Mw?) szerint
P Mhw 1
B=-3 AS(t)kcoskz =y o C;) =y A 5 MWQOJZ( a’ —a)coskz =
h 1 1 hw
=y A M Ei(aT —a)coskz=y Ei(aT —a)y/ v cos kz. (2.26)

Az E és B egymasra merdleges, de ezek a merSleges komponensek nem cserélhet6k fol, hanem

fuwo 1 fuww
[Ey, By = go—VEZi sinkz coskz = z'€0 .

aw Mo
=4/ — € — 2.28
& ”egv ésalBBy, = Hgol/c (2.28)

mennyiségeket, amelyeket egy fotonra juté térerdsségeknek szokds nevezni. (Ez a sz6hasznélat pontosi-
tasra szorul, ami majd az alabbiakbdl latszani fog.) Igy

sin 2k z. (2.27)

Vezessiik be az

E, = &(a+ a')sinkz, B, = iBy(a' — a)cos kz. (2.29)

Egy mdédus energidjat ebbdl ugy kapjuk, hogy a médus energiastiriségét kiintegraljuk az iireg térfo-
gatdra. Az integralds sordn a sin” és cos? integrdlja L /2 -et ad, ezt szorozzuk F -fel a feliilettel, igy V/2-t
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kapunk. Az energia ezzel:

1 V 1 Vv
H 25808025(& + CZT)Q — 2_/10835((“ — a)2 = (230)
V  hw V' pohw
zzéogo—v(az +a™ +aa’ + a'a) — 4_,uOMOT<a2 +a™ —ad" —a'a) = (2.31)
hew 1
:ZQ(aaT +a'a) = hw (aTa - 5) : (2.32)

A fontiek alapjan tehdt a mezot jellemz6 fizikai mennyiségek operdtorok, amelyek egy a linedris
harmonikus oszcilldtor elméletében szerepet jatszo térrel analdg és sziikségképpen végtelen dimenzids
Hilbert tér folott vannak értelmezve. A mez6 ezen mddusanak egy allapota ennek a vektortérnek va-
lamilyen eleme. Amint azt aldbb részletesen is megmutatjuk, a /' 6nadjungdlt operator sajatvektorai
ebben az esetben az n nemnegativ egész szamokkal indexelhetd |n) dgynevezett szamallapotok, melye-
ket |n)-nel szokds jelolni, és amelyek paronként ortogondlis és teljes rendszert alkotnak a jelzett Hilbert
térben. A modus tetszbleges kvantumadllapotai ezeknek az dllapotoknak a szuperpozicidiként adédnak,
azaz [¢) = > c,|n) =D, |n) (n|1). A fizikai mennyiségek mérésekor az aktudlis dllapottdl fiiggden
a megfeleld operdtor sajatértékeit kapjuk a kvantummechanikédban eldirt valdszintiséggel.

Megjegyezziik, hogy noha az irodalom egy részében a font latott konvencidkat €s jeloléseket hasznal-
jak, egy mdsik gyakran el6forduld véltozat a kovetkezS. A fontebb bevezetett a és a' operatorok helyett
be lehet vezetni a szintén nem 6nadjungalt @ és a' operatort amelyek definicidja

a = ia, al = —ial (2.33)
LathatSlag ezek folcserélési reldciéi azonosak azzal, amit az a -ra és a' -ra megismertiink:
[a,a'] = [a,a'] =1 (2.34)

az 1 = a'a operdtor pedig szintigy az
f=da=aa (2.35)

alakba frhat6. Az elektromos és a migneses térerdsség alakja ezekkel az operdtorokkal

E=i&(a—a'), B=DBya+a). (2.36)

2.5. Fotonszam-sajatallapotok
Ha toltések nincsenek jelen, akkor a mezd médusdnak staciondrius allapotai a
H = hw(a'a+1/2) (2.37)

sajatallapotai €s ezeket az allapotokat toltések jelenléte esetén is haszndlhatjuk bazisként egy tetszéleges
allapot kifejtéséhez. Az elmélet szempontjabdl ezek a sajitillapotok alapvetd fontossdguak, és megkere-
sésiik az

h=aa (2.38)
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operator sajatallapotainak meghatdrozdsaval ekvivalens. Az n operatort szdmoperatornak onadjungalt és
pozitiv operdtor, tehat sajatértékei csak nemnegativ valds szamok lehetnek. Ezek meghatdrozasa céljabol

szorozzuk az
aat —ala =1 (2.39)

folcserélési relaciot jobbrol a-val, illetve balrdl af-al. Atrendezés utdn:
na=a(h—1),  na =a(h+1). (2.40)
Teljes indukcidval beldthatd, hogy minden m > 0 egész szamra

na™ = a™(n —m), (2.41)

na'™ = a™(f 4+ m). (2.42)

7 7z

Vizsgaljuk ezutén az a™a™ operdtort. 7 definiciéjat (2.38)) és az el6z6 formulat folhasznalva kapjuk,
hogy
a™a™ = o™ tha™ ! = a"™ e A — (m — 1)), (2.43)

Ezt az Osszefiiggést ismételten alkalmazva a
a™a™ =n(h —1) (A —2)...(h — (m —1)) (2.44)

operatorazonossaghoz jutunk. Ebbdl a képletbdl kovetkezik, hogy n spektrumdnak nem lehet folytonos
része. Ha ugyanis lenne, akkor 1étezne olyan A nem egész szdm és olyan |¢) éllapot, amelyre 7|p) =
A|¢). Erre a |p) éllapotra az el6z6 Osszefiiggés szerint:

(pla™™a™|p) = XA =1)...(A = (m —1)). (2.45)

A bal oldal minden m > 1-re nemnegativ, mert barmely, az adott médust jellemzd | ) dllapotra
(plat™a™|p) = ||a™p|| > 0. A jobb oldal viszont negativ lenne egy olyan (értelemszertien egész) m-re,
amelyre A + 1 < m < X\ + 2 teljesiil. Ez az ellentmondds csak akkor nem 1ép fol, ha n sajatértékeire
kikotjiik, hogy csak nemnegativ egész szamok lehetnek, ekkor u.i. mind a jobb mind a baloldal O lesz ha
m egyenld vagy nagyobb mint A + 1 és ugyanakkor a™|¢) = 0.

Most posztuldljuk, hogy 1étezik legaldbb egy sajatvektor, amelyhez tartoz6 sajatérték (az el6bbiek
szerint sziikségképpen) valamilyen nemnegativ egész: n. Ezt a sajatvektort jeloljiik |n)-el:

n|n) = nin) (2.46)
Beldthat6, hogy a'|n) is sajatvektor (n + 1) sajatértékkel:
na'|n) = a'aa’n) = a'(a’a + 1)|n) = a' (72 + 1)|n) = (n + 1)a’|n) (2.47)

Hasonldan:
naln) = (n — 1)aln) (2.48)

tehét a|n) is sajatvektor (n — 1) sajatértékkel. Ez ut6bbi csak n > 1 esetén dllhat fenn, mert — mint lattuk
— n sajatértékei nemnegativak, amibdl az el6z8 szerint az is kovetkezik, hogy ha n = 0, akkor a|n) a
nulla vektor, mert masképpen a fonti (2.48) 6sszefiiggés nem teljesiilhet, azaz

al0) = 0. (2.49)
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(Itt, ahogyan az szokds, a tér nulla vektorat és a nulla szdmot nem kiilonboztetjiik meg, aminek az az oka,
hogy tetszSleges |¢) vektorra 0|¢) a nulla vektor.) Ilyen médon az |n) értelmezése szerint, amely az n
sajatértékhez tartozo sajatvektor, kovetkezik, hogy

a'ln) = cyojn + 1) aln) =c_|n—1) (2.50)

A sajdtvektorokat norméltnak vélasztva: (n|n) = (n + 1|n + 1) = 1 alapjén:

\c+\2((n +1n+1) = (n]aaT]n) = <n|aTa +1n) =n+1 (2.51)
Igy
a'ln) = vn + 1n + 1), (2.52)
és hasonldan
aln) = v/nn — 1). (2.53)

2.3 Feladat: A kelt6 és eltiintet6 operatorokra vonatkozo (2.53)) és (2.52)) 9sszefliggések segitségé-
vel mutassa meg, hogy érvényes az 7 = ala szdmoperdtorra vonatkozé (2.48) sajatértékegyenlet.

Az |n = 0) dllapotot vakuum dllapotnak nevezziik amelyet az a |0) = 0 dsszefiiggés definidl. Ebbdl
afn) __

vn+1 -

a tovabbi n sajatértékekhez tartozo6 dllapotokat az
képpen lehet generdlni, vagyis:

|n + 1) formuldnak megfelelGen a kovetkezd-

1) =a'|0), (2.54)
al ((IT)Q
12) = 7 1) = 7 0), (2.55)
_a o (a)’
3 = =12 = Z=10) 256

A normalt sajatvektorok ezek szerint elGallithatdk |0)-bdl az

) = —— (af)"|0) 2.57)

n!

alakban.

2.4 Feladat: Bizonyitsa be teljes indukcioval a fonti (2.57]) formulat.
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AT
A
| L 1)
| I 0)

2.3. dbra. Az a' és a operdtorok végiglépegetnek a szimdllapotokon.

Tegyiik fel, hogy pl. a |0) dllapot még elfajult, azaz valdjaban a |0,{) (I = 1,2,... L) éllapotok

mindegyike az n-nek a 0 sajatértékhez tartoz6 sajatvektora: n|0, ) = 0. Akkor az el6zGek szerint minden
n esetén ez lenne a helyzet, tehdt a sajatvektorok rendszere val6jaban az |n,l) = (aT)”\/LE |0, 1) vektorok

Osszessége lenne. Az a és a' operdtorok nem keverik kiilonbozs [-hez tartozo sajatvektorokat, ezért ha
feltessziik, hogy minden relevans operdtor az a és az a' fiiggvénye, akkor ilyen elfajulds nem lehetséges.
Egy mo6dus Hamilton operdtordnak sajatértékei ezek szerint az

en = hw(n +1/2) (2.58)

energidk, amelyek nemelfajultak, a médus megfelel allapotai pedig az |n) foton-szdmdllapotoknak vagy
roviden csak szdmadllapotoknak nevezett energiasajatallapotok. Ehhez a formalizmushoz a kovetkezd
beszédmddot fiizziik: ha a mezd valamelyik médusa az |n) dllapotban van, akkor a médusban n szdmii
foton van, ennek megfeleléen a médus energidja nfiiw. Az a' operdtor egy fotont kelt a médusban, mig
az a operator egy fotont tiintet el a médusbdl. A kiilonb6z6 |n)-ek ortogondlisak egymdsra, mert egy
onadjungélt operdtor, az 7 kiilonbozd sajatértékeihez tartoznak: (m|n) = 6,,. Az 7, al, a, operdtorok
matrixa az |n) dllapotok dltal kifeszitett bazisban a kovetkezd:

0 0 0 0
010 Vi 0 0
- 020 4t = V2 0 0 . a=adT. (2.59)
03 0 V3 0 0
0 0

Szamitsuk ki az elektromos ill. a mdgneses mezd varhato értékét egy ilyen allapotban. Az elektromos
mezore:
(n|En) =% &sinkz (n|a+a'|n) =0, (2.60)

és ugyanez adodik a magneses mezdre is, azaz nem felel meg a varakozasunknak az az intuitiv kép, hogy
minél tobb foton van a mdédusban, ott anndl nagyobb a mez6 értéke. A mezd négyzetének varhato értéke,
ami jelen esetben megegyezik a szords négyzetével is, azonban nem tlinik el:

(AEQ)W = (n| E? |n) = & sin kz (n| (a 4 a")? |n) = % sin? kz(2n + 1). (2.61)
0
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Miutdn megéllapitottuk a mezd Hamilton operatordnak sajatéllapotait, azaz a staciondrius dllapotokat,
most mér tetszdleges kezddallapotnak a médus oszcillator Hamilton operatordnak hatdsara bekovetkezo
valtozasat is folirhatjuk. Amint a kvantummechanikabdl ismert ennek altaldnos alakja:

Cne—i(n+1/2)wt |n> _ e—iwt/Z Z e inwt |TL> <7’L |\I/(0)> ’ (2.62)

n=0

NE

V() =

I
o

n

ahol |U(0)) tetszGleges kezdGallapot, és igy ¢, = (n|¥(0)).

A (2.62)) formula az id6fuggésre a Schrodinger-képnek felel meg. A kvantumoptikdban és altaldban
a kvantumtérelméletben gyakorta a Heisenberg-képet hasznaljuk az id6fejlodés megadasara. Ez esetben
az allapot id6ben dlland6, megegyezik a kezddallapottal, az id6fejlédést az operatorok hordozzdk. A
megfeleld mozgasegyenletekbdl a 1éptetd operatorokra az

a=a(0)e ™", a’ = a'(0)e™! (2.63)

idofiiggés adodik. A téroperatorok idofiiggése ezzel egyetlen alléhullim moédusra az

E = %(a(0)e ™" + a'(0)e™"), /E sin kz (2.64)
€0V

1 ) )
B = }A’\/ %Ei(aT(o)ezwt —a(0)e ™" cos kz

formuldkkal adhaté meg.

2.6. Kvadratuara operatorok és szemléltetésiik

Vezessiik be a () és P alabbi dimenzidtlan valtozatat az

T _af
_ata , _a-a (2.65)

X , y
2 )

definiciokkal, amelyek onadjungéltak és amelyeket kvadratiira operdtoroknak szoktunk nevezni. Ezek
folcserélési relacidja [a,al] = 1 alapjén egyszertien kaphat6:

l

X,Y] =3

(2.66)

A modus éllapotainak reprezentalasara illetve szemléltetésére ennek megfelelden hasznélhatjuk a me-
chanikai kvantumoszcillator szokdsos koordinéta- illetve impulzus-reprezentaciébeli hullimfiiggvényeit.
A médus egy |¢) éllapotét tehét jellemezhetjiik olyan komplex értéki fiiggvényekkel, amelyek megad-
jak, hogy mekkora (x |1)) =: 1(x) valészintiségi amplitidéval taldljuk az X operédtor x sajatértékével
jellemzett |z) dllapotdban a médust. Ezen ¢(x) fiiggvények terén az X operétornak a szokésos kvantum-
mechanikai szabédlyoknak megfelelGen az x-el val6 szorzas, az Y-nak pedig az 1/(2i)0, miivelet felel
meg. Minthogy az elektromos térerSsség nagysdga (2.25) szerint az X operdtorral aranyos, a | ()|
fiiggvény az elektromos térerdsség amplitiddjanak valdszintiségi stiriségfiiggvényét, mig a ¢(x) Fourier
transzformaltjaként kaphat6 &(y) a magneses mez6 valdszinlségi amplitidéjat adja meg. A fotonszam
sajatallapotokhoz tartoz6 amplitiddkat a harmonikus oszcillator elméletébdl jol ismerjiik, és az aldbbi
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anim4ci6 a fotonszdmsajatallapotok ilyen dbrazoldsat valdsitja meg. A 1ényeges kiilonbség a mechani-
kai oszcillatorhoz képest abban 4ll, hogy itt a vizszintes tengely mentén a térerdsség lehetséges értékeit
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mérjiik fol.

p
& Animécio:

Az interaktiv animacio6 segitségével az egydimenzids harmonikus
oszcillator energia-sajatdllapotainak szuperpozicidit hozhatjuk
létre, majd a normdlds utdn az igy létrehozott kvantumallapot
idobeli valtozasat vizsgalhatjuk. Ez megfeleltethetd a foton-
szdm sajatallapotokhoz tartozé elektromos térerdsség térfiiggd
valészintiségi amplitiddjanak. (lasd fentebb). Eldszor alaposan
figyeljiik meg az alapallapot fazisdnak 1ddbeli véltozasat.

http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/

HarmonikusOszcillatorIdofuggoSzuperpozicio.nbp

Ellenorzo kérdések

10.
11.
12.
13.
14.

. Mit jelent a médus fogalma?

. Milyen irdnyuak az E és B és mezok egy dllohullam médusban?

. Milyen klasszikus mechanikai rendszerrel egyenértékii egy elektromédgneses modus?
. Milyen matematikai 1épés vezet a kvantumelméleti leirdshoz?

. Mekkordk a staciondrius dllapotokhoz tartoz6 energiaértékek?

. Hogyan vezetjiik-be a 1éptetd operatorokat?

Hogyan fejezziik ki a térerésségeket a 1€ptetd operdtorokkal?

Onadjungiltak-e a 1éptetd operdtorok?

. Onadjungaltak-e a térerdsség operitorok?

Mik azok a kvadratira operatorok?

Milyen értelmet ad a foton fogalménak a kvantalasi eljaras?

Milyen métrixok irjék le a relevans fizikai mennyiségeket egy mddus esetén?
Hogyan véltozik id6ben a médus egy tetsz6leges allapota?

Mit mondhatunk a staciondrius allapotok elfajultsagardl?



http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/HarmonikusOszcillatorIdofuggoSzuperpozicio.nbp
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/HarmonikusOszcillatorIdofuggoSzuperpozicio.nbp
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/HarmonikusOszcillatorIdofuggoSzuperpozicio.nbp

3. fejezet

A sokmodusu mezo és a toltésrendszer
dinamikajanak egyiittes kvantalasa

3.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben dltaldnossdgban is megismerkediink a mez6 kvantalasaval, figyelembe véve, hogy
azt végtelen sok médus egyiittesének kell tekinteni. Ez néhdny kivételes esettdl eltekintve a valds kisér-
leti szituacid. A fejezet megértéséhez sziikség van a Fourier transzformaci6 tulajdonsagainak ismeretére
tovabba a klasszikus elektrodinamika alapvetd fogalmainak és egyenleteinek, a Maxwell-Lorentz egyen-
letek alapos ismeretére. Ezen tilmen&en fontos, hogy alaposan elsajétitsuk az el6z6 fejezetben targyalt
kvantélasi eljarast.

3.2. Klasszikus elektrodinamika reciprok térben

A mez0 kvantumos tulajdonsdgainak matematikai megfogalmazasa tobbféle médon is torténhet. Itt
mi azt a hagyomanyos utat kovetjiik, hogy a mez6 térbeli valtozasat folbontjuk normal médusokra, és az
egyes modusokat mint harmonikus oszcilldtorokat kvantaljuk a kvantummechanikdabdl megismert mo-
don. Egy madsik eljards, amelyet gyakran haszndlnak mds kvantumtérelméletekben is a kovetkezd. A
potencidlok mint dinamikai valtozok segitségével posztulaljuk a mezd Lagrange stirliségét, majd az eb-
bdl kaphat6é kanonikus valtozoparokra — amelyek ilyenkor az id6 és térkoordindtdk fiiggvényei — irunk
el6 folcserélési relaciokat. Ez utébbi targyalasmod is megtaldlhat6 pl. a [3] konyvben. A kvantumopti-
kaban azért elényosebb a médusokra bontds, mert a kisérletek sordn nagyon gyakran csak néhany médus
jatszik szerepet a folyamatokban.

A moédusokra valé bontds azt jelenti, hogy a mezdk térbeli fliggését egy kifejtés segitségével vessziik
figyelembe. A kifejtés ugynevezett médusfiiggvények szerint torténik, amelyek biztositjak, hogy a me-
z0k teljesitsék a vizsgdlt problémahoz illeszkedd térbeli peremfoltételeket. Tekintsiik elészor azt az
esetet, amikor az elektromdgneses mezot jellemz6 E elektromos és B magneses térerdsségekre olyan
hatarfoltételt frunk eld, hogy ezek a végtelenben elegendben gyorsan eltlinjenek. Ebben az esetben a
Maxwell-Lorentz egyenletekben szerepld valamennyi mennyiségnek, a térerdsségeknek és a toltéseknek
illetve d&ramoknak tovabba az elektrodinamikdban nagyon fontos szerepet jatsz6 potencidloknak létezik a
térbeli Fourier transzformaltja. A megfeleld reciprok tér valtozéjat a szokdsos mdédon k-val jeloljiik, mig
ezek fliggvényeit frott betiikkel. Példaként az elektromos térerdsséget véve, a Fourier transzformaltakra

27
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vonatkoz6 dsszefliggések szerint

Ek,t) = ! . /d3r E(r,t) e 7, (3.1)
(2m)2

E(r,t) = ! . / " Pk E(k,t) T, (3.2)
(2m)2 oo

Itt az utébbi képlet mutatja, hogy jelen esetben a mdédusfiiggvények éppen az e¢’** sikhulldm "bdzis"
elemei, a kifejtési egyiitthatok pedig a € (k,t) Fourier amplitdidék. Aldbb a Fourier-transzformacids
hozzarendelést egy kétvégl nyillal fogjuk jeldlni, s igy:

E « & A <« A (3.3)
B <« B U & U (3.4)
o < p J & (3.5)
Az elektrodinamikdban el6fordulé mennyiségek valos fiiggvények, ezért
E(r,t) = E*(r,t) (3.6)
stb., amibdl kovetkezik, hogy
Ek,t) =& (k1) (3.7)
vagy £"(k,t) = £(—k, ), ugyanis:
d’k : d°k .
E=E = / - EX(k, t)e kT = / - EX(—k, t)e’*T. (3.8)
(2m)3 (2m)3

A tovédbbiakban gyakran hasznéljuk a Fourier transzformaltakra vonatkoz6 Plancherel — Parseval té-
telt, mely szerint:

/ d*r F*(r)G(r) = / d’k F*(k)G(k). (3.9)
Ervényes tovabbd az tgynevezett konvoliiciés tétel:
1
f(r) = . /dBr’ F(rG(r—r) <+ F(k)G(k), (3.10)
(2m)2
azaz .
5 / d’r f(r)e ™ = F(k)G(k). (3.11)
(2m)3
Egyszerd integréldssal vagy tablazatok segitségével meggy6zddhetiink arrdl, hogy
1 1 1
— —— 3.12
O (QW)% k2’ (-12)
1 —ik
- . (3.13)

[RR— H N —
47rp3 (27)% k2’
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1

or—r, — ¢ ikTa, (3.14)
( ) (27r)%
A fontiek alapjan a Maxwell-Lorentz egyenleteket reciprok térben a kovetkez6 alakba irhatjuk:
1
1k-&=—p, 1k-B=0, (3.15)
€o
: : : 1 4 I
1kx&=-B, tkxB=—=E+—j. (3.16)
c? €0C?
A kontinuitasi egyenlet:
tk-j+p=0. (3.17)
A potencidlok és a térer6sségek kapcsolata pedig:
B=ikx A, E=—-A—-ikU, (3.18)

ahol A és U a vektor- illetve a skaldrpotencidl Fourier transzformaltjat jelenti. A reciprok térben folirt
Osszefiiggések az r térben tekintett egyenletekkel szemben kozonséges, csak iddderivéltakat tartalmazé
differencidlegyenletek, mds széval az elektrodinamika a k térben lokadlis.

3.3. Longitudinalis és transzverzalis vektormezok

Egy V||(r) vektormez6t longitudinalisnak neveziink, ha

V xV(r) =0, (3.19)
azaz reciprok térben

ik x Vj(k) = 0. (3.20)
Egy V| (r) vektormezd pedig transzverzdlis, ha

V-V.(r)=0, (3.21)
azaz

ik-V,(k)=0. (3.22)

Ezen feltételeknek természetesen minden r illetve k helyen érvényesnek kell lennie. Ezek alapjan a
reciprok térben barmely V (k) vektormezd természetes és egyszerti médon folbonthaté longitudindlis és
transzverzélis komponensre. Bevezetve a

k
K= T (3.23)
egységvektort,
V() =V)k)+Vi(k), (3.24)
ahol
Vik)=k(k-V) (3.25)
és

Vik)=Vk) —k(k-V)=—-Kk X (kXV). (3.26)



30 3. FEJEZET. A SOKMODUSU MEZO0

V| (r) és V| (r) ezekbdl Fourier transzformaciéval kaphatok meg.
A (3.15) “divergencids” Maxwell egyenletek szerint

B= BL, B” = 0, (327)
illetve 1
Z'k(SH + 8L) =ik 5” = E—p. (3.28)
0
Ez utébbibdl , i
i
Ey=——pk) —. 3.29
H 8Op( )2 (3.29)
Mivel az itt szerepld Fourier transzformaltakra fenndll, hogy
—i k ors T
= — 3.30
go k2 4reg 13 ( )
és
pk) < or), (3.31)
ezért a (3.10) konvolicios tétel szerint:
Ey(rt) = —— [ dr'o( ) S5 (3.32)
|| ) 47T50 ) |r_r/|3' .

A mez06t keltd toltésekre mint pontszer( toltések dsszességére gondolunk, ilyenkor a toltésstirtiség és
az aramslirliség kifejezése:

o(r’ 1) =) gad(r’ —ra(t)) (3.33)
I/ t) = gavad(r’ —ra(t)) (3.34)
ahol az « a pontszeriinek feltételezett toltéseket indexeli. Ennek megfelelSen (3.32) alakja
1 r —r,(t)
E(r,t) = . : 3.35
”( ) 47T€02a:q |I‘—I‘a(t>|3 ( )

A longitudindlis elektromos mez§ egy t idGpillanatban olyan, mintha a o(r,t) toltéseloszlds sztatikus
lenne, ugyanis az E; ennek instantdn €rt€kétdl fiigg, azaz nincs késleltetve. Ez azonban nem jelenti
azt, hogy létezik a fénysebességnél gyorsabb jel, mert fizikai jelentése csak az E = E; + E_ teljes
térer6sségnek van, amelyrdl viszont kimutathat6é hogy retardalt.

Levezetésiinkbdl lathato, hogy Ey (r, t) fenti kifejezése fiiggetlen a mértéktdl (bar néhany konyvben
a Coulomb-mérték segitségével vezetik be), hiszen a potencidlokat nem is hasznéltuk. Az E és a poten-
cidlok kapcsolatara a kovetkez6 érvényes:

E, =-A,, Ej=-4A -Vl (3.36)
mivel V x VU = 0. Ladthat6, hogy Coulomb-mértékben, (ahol V - A = 0, azaz A = 0) E; = —VU,

amibdl kovetkezik, hogy
1 o(r',t)
Ur,t) = — [ &®v =12, 3.37
(x1) 471'60/ ' lr — /| (3-37)
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Ezért is nevezik egyébként a V - A = 0 foltételt Coulomb- mértéknek, mert ekkor a skaldris potencidl
id6ben véltozo toltések esetén is a Coulomb-torvénynek megfelels alaku.

A fontiekbol egyébként az is egyszerien lathatd, hogy A | mértékinvaridns, a mértéktranszformacio
csak A -t véltoztatja.

3.4. A toltések és a mezo energiaja, impulzusa

3.4.1. Energia

Az elektrodinamikdbdl ismeretes, hogy a toltések €s a mez0 teljes energidja:
1
H=%" Smavi(t) + % / &r (B2 + *B?), (3.38)

A Maxwell egyenletek és a toltésekre vonatkoz6 mozgéasegyenletek segitségével kimutathatd, hogy H
dlland6, amennyiben egy végtelenben kiterjesztett feliileten az S := £yc?(E x B) Poynting-vektor integ-
rdlja nulla.

A energiabdl a Plancherel-tétel segitségével levélaszthat6 az E|-hoz tartozé rész:

% dr E? = %/d?’k € (k)] + %/ P’k |E (k)% (3.39)

mert £ - £, = 0. Bevezetve a

& &
How =5 [ @klE0F =2 [ @r B (3.40)
ésa
Hypans = % / &’r (E7 + B?) (3.41)

mennyiségeket, a mezd teljes energidja a longitudindlis és transzverzdlis rész dsszegeként all eld:

H= Hlong + Htrans' (342)
Mivel az (3.29) Gauss torvény szerint £ (k) = —%p (,i;)k, a longitudinalis energia a
1 “(k)p(k 1 !
Hlong - /d3k p ( )p( ) — / d3r d3rlg(r)g(r ) (3.43)
2 k2 87eo r —r/|

alakba frhatd, azaz Hq,, €éppen a toltések Coulomb-féle elektrosztatikus energidja, melyet a tovabbiakban
Veou-bal jeloliink. Igy:

1
H = Hyans + Voo + ), 51aVe. (3.44)
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3.4.2. Impulzus

Az elektrodinamika szerint a toltések €s a mez0 egyiittes impulzusa:
P=> muvs+eo / PrExB (3.45)

amelyrdl kimutathatd, hogy éllando, ha a Maxwell féle fesziiltségi tenzor feliileti integrdlja egy elegen-
dben nagy feliileten eltlinik. A mez6 impulzusa a kovetkezd két tag Osszegére bonthato:

P ans = €0 / dPrE; xB=¢ / &’k €% (k) x B(k), (3.46)
Plong = €0 / PrE| x B = ¢ / &’k E;(k) x B(k). (3.47)
) = —289% ¢s B = ik x Akihaszndldsval:
Piong = 50/d3k (Z%) x (ik x A) = /d?’kp*(k) (A-k(k-A)) = (3.48)
_ / P p* (k)AL (K).

gy Ping = [d®roA; = 3 quAL(r,). Megjegyezziik, hogy Pio,, mértékfiiggetlen, mert A is
mértékfiiggetlen.
A teljes impulzus tehat:

P = Z(mo&i.a + chAJ_ (ra)) + Ptrans- (349)

[0}

Bevezetve az egyes részecskékre a

Pa = mai‘a + QaAJ_ (roz) (350)
mennyiséget a teljes impulzus alakja:
P = Z Pa + Ptrans- (351)
A teljes energia pedig igy a
1
0= Z Qma (pa o qul(ra))Q + VCoul + Htrans (352)

alakba is frhat6. Err6l a H-rél kimutathatd, hogy az a mezd és a részecskék egyiittes rendszerének Ha-
milton fiiggvénye Coulomb mértékben (amikor A = A ), azaz a bel6le szarmazo6 kanonikus egyenletek
éppen a mezd és a toltések mozgdsegyenleteit adjak.
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3.5. A mez6 mozgasegyenletei, normalkoordinatak

A korabbiak szerint a (3.16) “rotaciés” Maxwell egyenletek alakja a k térben

B=—ikxE=—ikxE&,, (3.53)
. 1

8J_=Z‘C2k><B—€—jJ_, (3.54)
0

ahol (3.54) a (3.16) masodik egyenleténeka j-t mdr nem tartalmazé transzverzalis része. Az (3.53)
Osszefiiggést k-val val6 vektori szorzdssal ugy is irhatjuk, hogy

k x B=ik€,. (3.55)

Ezen els6rendi differencidlegyenletek megolddsat az egyes mennyiségek ¢ = 0-ban vett értékei teljesen
meghatdrozzdk, ezért a a mezd €s a toltések allapotat £y-ban a

{€1(k,t0), B(k,to), ra(to), Falto)} (3.56)

mennyiségek adjdk meg. Vegyiik észre, hogy a mez6nek csak a transzverzdlis része éllapothatarozo, a
longitudinalis részt (csak E-nek van) ugyanis (3.35) szerint a toltések helye mér egyértelmiien meghaté-
rozza.

A k = k/k jeloléssel a fonti (3.54) és (3.55) egyenleteket atirhatjuk a kovetkez6 médon:

kxB=ikE,, (3.57)

. 1
El =itk xB——j,. (3.58)
€0
Az elsé egyenletet c-vel szorozva és a két egyenletet kivonva illetve 0sszeadva a kovetkezd egyenletet
nyerjik:

1

%(£L$cnx8) =Fiw(€ Fer x B) — —j, (3.59)
€0

ahol az

w:=ck (3.60)

jeloléssel bevezettiik a k-val jellemzett médus korfrekvencidjat vdkuumban. w csak k abszolut értékétdl
fligg, w megaddsa tehdt nem jelenti a médus egyértelmi jellemzését.

Most a )

i

2

definiciéval bevezetjiik a mez6 (k) normélkoordindtdit, melyek az id§ fiiggvényei. Az N (k) itt egy-

7z 2

eldre egy szabadon vélasztott valds dllandd, melynek értékét késdbb alkalmas médon hatdrozzuk meg.
A térer6sségek valds voltabdl (3.7) alapjan egyszerlien kovetkezik, hogy

(€L —ck x B) = N(k)a(k) (3.61)

o' (k) = #@(51@{) — ok x B (K)) = — (£ (k) + ¢(—r) x B(—K)). (3.62)

Azaz )
N(k)a* (—k) = %(sL(m +ew x B(k)). (3.63)
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Igy elsbbi (3.61)) definiciéink alakja:
i

_—QN(k)(gL—can):a(k,t), _L(SL—FCHXB):—a*(—k,t), (3.64)

ON ()

Az & és B idGderiviltjaira vonatkozé (3.54] [3.53)) egyenletekbdl pedig a kovetkezd mozgédsegyenletet
nyerjiik:
i

o 3 ) (3.65)

a+iwo =

Lathat6, hogy « is transzverzilis:
ak)-k=0. (3.66)

Ennek alapjan a k térben a k-ra merSlegesen bevezethetiink egy derékszogi bazist € és €’ egységvekto-
rokkal:
e-k=€"k=€-€¢'=0 (3.67)

3.1. dbra. A k = k k-ra merSleges vektorok félbontdsa polarizaciés komponensekre.

Igy az frasmédot egyszerisithetjiik:

ak,t) =ea. + €'ay = Z ea.(k,t) ahol a.=¢€-a. (3.68)

Eszerint

—_— € - —_—
280 N(/f) I 280 N(/{Z)
Az a(k) definiciéjabdl kifejezhetjiik £ | -et és B-t

Gie 4+ i wa, = €] (3.69)

iN (k)

Cc

El=iNEk)(a—-ar), B= (kX a+kKkxa), (3.70)
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ahol o = a(—k, t). Valasszuk most a normalasi tényez6t a kovetkezSképpen:

[hkc | hw

Ez a vélasztas lesz a kovetkezdben targyalandd kvantumos formalizmussal 6sszhangban. Ekkor az ener-
gia:

hw
Hirans = €0 / d3k N2<a*a + a—ai) = /d3k 7((1*04 + a_a*_), (3.72)
amely a mdsodik tagban egy k — —k helyettesitéssel a
hw
Hians = / d3k T(Q*a + aa*) (3.73)

alakba is irhat6. A két tagot igy Ossze is lehetne vonni, azonban ezt itt, alabb targyalandé okok miatt,
még nem tessziik meg. Az elektromos térer6sség alakja ezzel a norméldssal

E (r)= z'/d3k Z E, € (a e™™ — a7, (3.74)

ahol gw = %

3.6. Diszkrét valtozok

Mind elméleti, mind kisérleti szempontbdl fontos a mezd normdl médusokra valé folbontdsdnak az
a véltozata, amikor az elektromdgneses teret egy liregben vizsgaljuk. Most az egyszeriliség kedvéért az
tireget egy L oldalhosszusagu kockdnak tekintjiik, de itt — a 2. fejezettel szemben — periodikus perem-
foltételeket irunk eld. Ebben az esetben a térer6sséget Fourier integral helyett Fourier sorba fejthetjiik,
vagyis a k vektorra vonatkoz¢ integrélok helyett a

k, = %(nxﬂy, n,), aholn; =0,1,2... (3.75)
diszkrét indexekre valé sorokat haszndlunk, ahol az ¢ mindhdrom irdnyd diszkrét k-kat indexeli. Mas-
képpen ez azt jelenti, hogy a itt az e™~*/L3/? diszkrét és valédi ortonormalt rendszert hasznaljuk mé-
dusfiiggvényként. Az a.(k,t) valtozokat ekkor az oy, (t) diszkrét mennyiségek helyettesitik, amelyeket
még tdmorebben «;-vel jelolhetiink, ahol az 7 index a (k; ¢;) indexek helyett 4ll, és ahol a kordbbiakhoz
hasonldan ¢; a k;-re mer6leges . A folytonos és diszkrét eldallitas kozott a kapcesolat a kovetkezd:

/dsk > flke) Z (%)3 f(ki, €). (3.76)

Az egyes fizikai mennyiségek alakja a diszkrét véltozat esetén a kovetkezd:

hw;
Hiyons = Z 5 (o a; + ), (3.77)

)
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Pans = Z h;(i (af oy + ayaf), (3.78)
A = Z Ay €i(ae™T +afe T, (3.79)
E, = @Z Eu; ei(aieiki'r - ozz-*e_ik"'r), (3.80)
B=1iY B,(akix €™ —ajk; x e ™), (3.81)
ahol Z .
Euy = (Qf;dm) B, = bu A, = ‘Z“ (3.82)

Az N (k) normalasi tényezd (3.71) szerinti vélasztdsa igy annak felel meg, hogy az i-edik médusban
az elektromagneses energiaslrliség egy periddusra vett atlaga

1 A

1
550(51 + B2 )|ai]? = i g ||, (3.83)
vagyis az L? térfogatban |;|? = 1 amplitidé esetén éppen f’% energia van.

Az a;-re vonatkozo6 differencidlegyenlet:

1 / 5 1
—— [ d’r €;
vV 250hwi vV L3
Megjegyezzikk még, hogy az «; diszkrét véltozok dimenzibtlanok, tehdt dimenzidjuk mds, mint az a (k)

folytonos véltozoké:
o\ 32

- J(r) ek (3.84)

di + iwiai =

3.7. A mezo6 kvantalasa és a fotonkép

Az eldzbek szerint a toltések €s a mezd egyiittesét ugy tekintjiilk mint pontszerl részecskékbdl és
harmonikus oszcilldtorokbdl allé kolcsonhaté rendszert. Ezen rendszer kvantdldsdnak legegyszeriibb
modja az, hogy arészecskék r,; hely- illetve p,; impulzuskomponenseit a szokdsos médon operdtoroknak
tekintjiik, és ugyanezt tessziik az oszcilldtorok «; és o normal valtoz6i helyett bevezetett

o; — aj, af — a;-r (3.86)
operatorokkal is, az aldbbi folcserélési relaciokat irva eld rajuk:

[Tais 735] =0, [Dai» P8jl =0, [Twis Dpj] = 1hapdij, (3.87)

la;, aj] =0, [ag, a}] =0, [ai, a}] = 0jj. (3.88)

Ez az eljards megalapozhaté a mezd €s a toltések rendszerére alkalmazott kanonikus formalizmussal
is. Az igy nyerhet$ teljes Hamilton fiiggvény Coulomb-mérték esetén azonos azzal a mennyiséggel,
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amit kordbban a teljes energidra kaptunk. Az eljarast leroviditve itt most egyszerien posztulédljuk, hogy
a Hamilton fiiggvény éppen a teljes energidnak megfeleld kifejezés. Ezek utdn a kanonikus kvantélds
szokdsos szabdlyait kovetve a H-ban szerepld6 mennyiségeket operatoroknak tekintjiik, és az eddig a
klasszikus Hamilton-fiiggvényre hasznalt /' a tovabbiakban a Hamilton operatort fogja jelolni. Ezek

v

szerint a mez0 és a toltések teljes Hamilton operatora:

1
H = g o (Pa — 4o AL (ra))” + Veou + Hians, (3.89)
ahol o
Htrans = Z 9 . (CLZCLi + aiaj»). (390)

7

(Itt és a tovabbiakban az pontban bevezetett diszkrét valtozokat hasznédljuk.) Az ebben a H-ban
szerepld mennyiségekre a fonti folcserélési relaciok éppen a szokdsos kanonikus kvantaldsi szabélyok.
Eljardsunkat az indokolja, hogy ha ezzel a H operatorral folirjuk az r,, p, mennyiségekre vonatko-
z6 kvantumdinamikai mozgasegyenleteket (Heisenberg-képben), akkor a toltések mozgasegyenleteinek
kvantumos valtozatat nyerjiik, ha pedig az a; illetve aj operatorok idéderivaltjat szamitjuk ki, akkor a
mez3 dinamikdjat leir6 Mawell- egyenletek kvantumos megfelelsit kapjuk a és egyenle-
tekben megadott elektromos és magneses téroperdtorokra. Ha az egyes modusok édllapotait kiilon-kiilon
targyaljuk, akkor egyetlen médusra vonatkozéan pontosan az el6z6 fejezetben megismert eredményeket
kapjuk, mivel azok mind az a és a ittenivel megegyez folcserélési relaci6jabol kovetkeznek. gy pl. az
n; = ajai operator sajatértékei csak nemnegativ egész szamok lehetnek, amelyeket a i-edik médusban
mérhetd fotonok szdmaként interpretalunk.

Megjegyezziik azonban a kovetkez6t. Az ebben a fejezetben szerepld médusok koziil egyet kivalaszt-
va, az nem azonos az 1. fejezetben vizsgalt sin(27wz /L) tipusd dlléhulldm mddussal, mert itt periodikus
hatarfoltételeket irtunk elS, ami halado hulldmoknak felel meg. Ezért az itt szerepld a; illetve aj» sem azo-
nos azokkal az operatorokkal amelyeket az 2. fejezetben ugyanigy jeloltiink, noha dnmagukban nézve az
azonos folcserélési reldcidik miatt a matematikai tulajdonsagaik teljesen megegyeznek. Az itteni 1éptetd
operatorok a megfeleld halad6 hullimban "keltenek illetve tiintetnek el" egy fotont, mig az 2. fejezetben
szerepld megfelel operatorok egy alléhullim mdédus dllapotait valtoztatjak.

H ans fonti kifejezése a tradiciondlis alak, amelyet az [a;, a}] = ¢;; folcserélési relcié segitségével a

Hyans = Y _ hwi(ala; +1/2) (3.91)

formdba is irhatunk. Ezen pont kiemelése miatt nem vontuk 0ssze kordbban a klasszikusan megegyezd
ooy és oo tagokat. Ha a hagyomannyal ellentétben a forditott eljarast kovetjiik, és a kvantélas és az
Osszevonds sorrendjét folcseréljiik, akkor a

Htrans = Z hwiajai (392)

operatort nyerjiik. Ez esetben a vikuum energidja eltlinik s ez egyszer(ibbnek latszik mint a hagyoményos
madszer, ahol a szimmetrizalds miatt follép6 tovabbi fuw /2 tagot még kiilon kezelni kell. Az utolsé feje-
zetben azonban latni fogjuk, hogy az elmélet a vakuum energidjanak fizikai kovetkezményeket tulajdonit,

ezért altaldban nem hagyhat6 el.
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3.8. A teljes mezo allapottere

Most mér vizsgalhatjuk a teljes mezd, azaz az dsszes modus egyiittes dllapotterét. A mez6 allapottere
az egyes modusokhoz tartozé dllapotterek tenzorszorzata:

Hmer = H1 QHa @ ... (3.93)

ezt szokds Fock térnek nevezni. Egy lehetséges ortonormdlt bazis minden #;-ben a szdmallapotok rend-
szere. 1gy Hume, €gy lehetséges bazisa:

{In1)|na) .. |ni) ... } == |ng,na, om0, (3.94)

Ez nevezziik fotonszdm bézisnak. A mezd vdkuuméllapota definicié szerint az a |0)-val jelolt dllapot,
amelyben minden médusra n; = 0, ekkor azt mondhatjuk, hogy a mez&ben nincs foton. A fotonszdm
bazisvektorok a vakuumbél az a! operatorok ismételt alkalmazdsaval nyerhetdk:

ni Fyni
|n1,n2,nl>:(alT) (alT)
Az |ny,...n;...) dllapot, amely a teljes fotonszdm operdtor N = Y. N; = >_. a;a; sajétédllapota Y, n;
sajatértékkel, olyan allapot ahol az i-edik médusban n; foton van. A mezs tetszbleges dllapota ezen
bazisvektorok linedris kombindcidja. Ebben az dllapotban a mez6 energidja pontosan ) _, fuw;(n; + 1/2),
impulzusa ), ik;(n; + 1/2).
A mezd egy éltalanos éllapota, ahol a fotonszam nincs foltétleniil meghatdrozva:

0). (3.95)

(o e o] [e.e]

) =D ") ) rmen P n ). (3.96)

n1=0n2=0 n;=0

Ezek a Fock tér altalnos elemei.

3.8.1. Altalanos egyfotonos allapotok

Ha egyetlen médusban pl. az /-edikben van egy foton, akkor annak alakja |0,0,...0,n, = 1,0,...).
Azonban vildgos, hogy tekinthetjiik ilyen dllapotok tetsz6leges szuperpozicidjat, amelynek alakja

1) =3 cl0,0,...0me=1,0,...0 = ¢ Ly), (3.97)
0

¢
ahol Y |c,|* = 1. Ezek az éllapotok 1 sajatértékkel sajdtdllapotai az
¢

N=> ajag=)» (3.98)
¢ ¢
operatornak, ezért ezeket altaldnos egyfotonos allapotoknak nevezziik. Ezek nem sajatallapotai az egyes

n operdtoroknak, mivel 7, [1) = ¢|0,0,...0,n, = 1,0,...), azaz nem kapjuk vissza az eredeti > _ ¢, |1,)
¢

allapot szaimszorosat, csak annak vetiiletét a /-edik médusra. A kiilonb6zé médusok altaldban kiilonb6zo
frekvencidjuak, s igy az Osszegben minden tag a sajat w, korfrekvencidjaval véltozik idében, igy ezek
Osszege nem staciondrius. Egy sokmddust mez0 dltalanos egyfotonos dllapotanak idofiiggése tehat:

() =) ee*0,0,...0,n, = 1,0,...) (3.99)
l

alakd. Hasonl6an definidlhatjuk az dltalanos kétfotonos stb. allapotokat is.
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Ellenorzo kérdések

1.

10.
1.
12.

Milyen matematikai eljarassal vezetjiik be a reciprok tér fogalméat?
Mit mond ki a Parseval-Plancherel tétel?
Két Fourier-transzformalt szorzatanak mi az inverz transzforméaltja?

Mi a Coulomb-torvény alakja a reciprok térben?

. Mi a Faraday-féle indukcids torvény alakja a reciprok térben?

. Hogyan bontunk 6l egy vektormez&t transzverzélis és longitudindlis részre?

7 2

. Milyen tagokbdl tevddik ossze a mezd és a toltések egyiittes energidja?

vy

. Milyen adatok hatarozzdk meg a mezé €s a toltések egyiittes dllapotat?

. Mik a mez6 normdlkoordindtdi és milyen mozgdsegyenletnek tesznek eleget?

Hogyan tériink at diszkrét valtozokra?
A kvantélés utan hogyan adhaték meg a szabad mezd staciondrius allapotai?

Hogyan definidljuk az 4ltalanos egyfotonos dllapotokat?
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4. fejezet

Koherens allapotok

4.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben eldszor is rimutatunk arra, hogy a médusok staciondrius allapotai, azaz a fotonszdm-
sajatdllapotok tulajdonsdgai lényegesen kiillonboznek attdl, amit egy klasszikus mezdnek tulajdonitunk.
Ebbdl kiindulva megkeressiik azokat a kvantumallapotokat, amelyekben a 1éptetd operdtoroktdl linedri-
san fliggd térmennyiségek illetve az azoktol négyzetesen fiiggd energia kifejezésének varhato értékei a
megfeleld klasszikus kifejezéseket adjak. Ezutdn megvizsgaljuk ezeknek az ugynevezett kvaziklasszi-
kus vagy mds néven koherens dllapotoknak a tulajdonsdgait, kifejtésiiket a szaméllapotok szerint stb. A
koherens allapotok tulajdonséagait szemléltetjiik is egy mddus fazisterén, ami nagymértékben segiti a ko-
herens éllapotok tulajdonsidgainak megértését. A fejezet megértéséhez sziikséges eldismeretek a 2. és
3. fejezetben taldlhatéak, és nagyon hasznos ha itt is folidézziik kvantummechanikabdl a harmonikus
oszcillatorrdl tanultakat.

4.2. A szamallapotok nem mutatjak a klasszikus mezo tulajdonsa-
gait

Az elektromdgneses mezd azon dllapotai, amelyekkel dltaldban a fizikai kisérletek sordn taldlkozunk,

csak egészen kivételes esetben fotonszdm-sajitdllapotok. Ezen allapotok nem sajatallapotai az elektro-

mos térerdsség operdtordnak, €s azt is azonnal lathatjuk, hogy ha példaul az elektromos térerésséget egy
fotonszdm-sajatallapotban mérjiik, akkor annak varhaté értéke 0. Valoban az

. . T
B(e) =i Y e —afe ), g, = [ @)

operator varhat6 értéke nem csak a vakuum éllapotban, de minden fotonszdm-sajatallapotban O:

(0]E(r)[0) =0, (n[E(r)[n) = 0. (4.2)

Ez kovetkezik abbdl, hogy a keltd és eltiintetd operdtoroknak a szamadllapotokon vett diagondlis matrix-
elemei eltlinnek.
Szamitsuk ki most a térer6sség operdtoranak

AE*(r) = (E%) — (B)* (4.3)

41
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szoOraséat a vakuumallapotban. A madsodik tag, mint lattuk, eltlinik. Az els6 tag kiszamitdsahoz vegyiik
figyelembe, hogy

(0asa4]0) = 0, (0la;Ta;T|0) =0, (4.4)
(0la;*a;]0) = 0, (0la;a;"|0) = 6. (4.5)
Igy
(O[E*10) =) "E2, =) i (4.6)
- : - 2e0L3

Ez az 0sszeg végtelen, mert a médusok szama végtelen, és az dsszegben tetszélegesen nagy frekvencidk
is megjelennek. Ha 4ttériink a doboz kvantdlds helyett a végtelen térre, akkor ez a kdvetkez&képpen is

lathato:
Fuw; 1 1
L= — | &k hek =
Z 2e0L3 (27T)3 2 / ‘

dhe [ he [
:#/ dk k* = 02/ dk K = oo, 4.7)
(2m)"2e0 Jo 2e0m% Jo

Szamaéllapotban tehat az E(r) varhaté értéke minden pontban 0, szérdsa viszont végtelen. Ez utdbbi
annak a kovetkezménye, hogy a mezd értékét egy ,,geometriai pontban” vizsgéltuk. A szingularitds oka
hasonlé ahhoz, ahogyan pl. egy pontszer( toltés energidja is végtelen nagynak adédik.

Ezt a divergenciat kikiiszobolhetjiik ha a fonti egyszerd eljards helyett az E(r) vektornak az r-hez kozeli
pontokban vett atlagat tekintjilk. Az atlagolast a kvetkez6képpen végezhetjiik:

E= /d3r’ FOE(r+1) (4.8)

ahol f(r") egy gombszimmetrikus simité fiiggvény ( 7/ = |r| ) , amely csak egy 7o sugart tartomédnyon beliil

kiilonbozik 1ényegesen 0-t6l, azon kiviil exponenciélisan nulldhoz tart. ElSirjuk még hogy f(r') legyen normalt,
azaz

/d3r’ f(r') =1. (4.9)
Ekkor ‘ A
E= ZZ Ew; € g(k;) (aieZki'r — aﬁe_’k""r), (4.10)
ahol g(k) az f(r’) Fourier transzforméltja:
g(k) = /d3r’ S () 4.11)

Lathato, hogy g(0) = 1, és hogy g(k) csak |k|-t6l fiigg, és nulldhoz tart, ha k| > 1/r
Ez azt jelenti, hogy csak azok a médusok adnak hozzdjarulést a szérdshoz, amelyek hullimvektorainak hossza
kisebb mint 1/ry. Azt szokds mondani, hogy egy levdgast vezettiink be a k térben. Ekkor a szérdsra a

AB (r) = < /Oo dk kg% (|k|) (4.12)
2507‘( 2 0
eredmény adddik, amely véges.
Szamallapotban a varhat6 érték egy hasonld atlagolds utdn azonban tovébbra is eltlinik akdrmilyen
nagy is a fotonok szdma. Ez viszont azt jelenti, hogy a klasszikus elektromos mez6r6l alkotott fogalom-
nak nem felelnek meg a szamallapotok, hiszen ha a laboratériumban eléallitott fényhullamban a fotonok

szdma nagy, akkor a térer6sségek is rendszerint nagyok.
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4.3. A koherens allapotok bevezetése

A mez0 staciondrius dllapotain azaz a szamadllapotokon tehdt a mezd operdtorok vérhat6 értéke el-
tlinik, akdrmilyen nagy a kvantumok szdma. Ezzel a problémaval szembesiilve azt a kérdést vetjiik fol,
hogy melyek a mezdnek azon kvantumallapotai, amelyek leginkdbb megfelelnek egy klasszikus elekt-
romdgneses hullamrél alkotott képnek, azaz pl. a térerdsség operdtor varhat6 értéke a klasszikus mez6t
adja vissza.

Tekintsiik ezért ismét a klasszikus mezdt toltésektd]l mentes térben. A mezd allapotait az a; normal
véaltozok jelentik. Ha az ay-ket ismerjiik, ismert a mez$ energidja, impulzusa, térerdssége stb. mint az
{«;} halmaz fiiggvénye:

His = Y hwiafaq = Hiy({ai)), (4.13)
Pi(rlans = Z hkiaj@i: (414)
E¥ = ZZ B, ei(oe™™ — qfe ki), (4.15)

Kiséreljilk meg megtaldlni azt a |[{«; })-vel jelolendd kvantumallapotot, amely a lehetS legjobban vissza-
adja a klasszikus dllapot, {«;} tulajdonségait, olyan médon, hogy minden mennyiség: H, P, E |, B, stb
operdtordnak varhaté értéke az |{a;}) dllapotban éppen a megfelelS klasszikus mennyiség. Azaz olyan
allapotokat keresiink, amelyre

({0} Huans[{ti}) = Higno ({0 }). (4.16)
ahol a vakuum energiat eleve levontuk, mert minden energiat ahhoz viszonyitunk.
({ai} Prans|{ai}) = P¥, (4.17)
({ai} B [{a:}) = ET. (4.18)
Ha ide behelyettesitjiik a megfelel operatorokat akkor a fenti kovetelmények szerint az:
({aitail{ai}) = o (4.19)
{aitlalail{ai}) = afey (4.20)

osszefiiggéseknek minden i-re teljesiilnie kell. Egy médus esetén ez azt jelenti, hogy a médus olyan |«)
allapotban van, amelyre:
(afala) = a, (4.21)

(alata|a) = o*a. (4.22)

Legyen b = a — «all, ahol 1 az egységoperitor, akkor ezen b operdtor véarhaté értéke a keresett |«)
allapotban 0:
(albla) = (ala — ala) =0 (4.23)

Vizsgaljuk most a b'b operator varhato értékét.
(a|b'bla) = (ala’a — a’a — aa* + a*ala) =
= (ala'ala) — alala’|a) — a*{ala|a) + a*a =0 (4.24)
—_—— —— ——

a*fa a* [
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Mivel :
(alb'b|a) =0 & bla) =0 (4.25)

ezért:
ala) = ala). (4.26)

A médus azon |«) 4 a) = ala), azaz amely az eltiintetd operator sajatallapota, teljesiti
az adott médus esetén a fent kir6tt kritériumot. Itt a ket el6tt 4116 o sajatérték egy komplex szdm, hiszen a
nem Onadjungélt, és magét a sajatallapotot is ezzel a komplex szdmmal szokds jelolni. (Vigyézat, ha az o
véletleniil pozitiv egész, azért |a) nem azonos egy szamallapottal, ez a jelolésrendszer inkonzisztencidja!)
Egyszeriien bel4thatd, hogy altaldban, sok médus esetén pedig az

|{Oéz}> = |Ozl>|O[2> e (427)

allapot teljesiti feltételiinket, ahol a;|c;;) = «y|ay). |a) vagy |{a;}) neve kvdziklasszikus, masnéven
koherens dllapot. Ebben az dllapotban H, P, E, B varhat6 értékei megegyeznek a megfeleld klasszikus
kifejezésekkel. Vegyiik észre, hogy specidlis esetként a vdkuum is koherens dllapot, ekkor o = 0. Ez az
egyetlen kivétel a fonti zardjeles megjegyzés alol.

4.4. A koherens allapotok Kifejtése a szamallapotok szerint

Vizsgéljuk most meg, hogy tényleg léteznek-e ilyen allapotok. Mivel a szdmadllapotok bazist alkotnak
a médushoz tartozé Hilbert téren, ezért a font definialt koherens allapotoknak kifejthetdknek kell lennie
a szamallapotok szerint. Ismét csak egyetlen médusra korldtozva szamitdsainkat:

la) = ch|n Z|n (n|a) (4.28)

Keressiik meg a ¢, = {(a|n) kifejtési egyiitthatokat! Ehhez az |n) szdmaéllapotokat az a' n-edik hatva-

nydval el64llitjuk a vakuumbol, majd kihasznaljuk, hogy a' adjungéltja a:

(nfa) = (aln) =<a!m\0> = (0] m\@é): \/H(O!oz% (4.29)

azaz a ¢, = (n|a) kifejtési egyiitthatékra érvényes a kovetkezd:

(nfa) = - -(0]a). (4.30)
n:

Eszerint:

-3 <= 0la)in) = (Ol > ). (43D

(0|cr)-t a norm4lasbél hatdrozhatjuk meg. Irjuk eld, hogy legyen (aa) = 1. Akkor:

1= (ala) = [{0le)[" er m|n) = Z'a| (Ol = (0la) 2 el (4.32)

mn
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Ebbdl (0|a) = e~ 2, ahol a fazistényez6t konvencid szerint 1-nek vdlasztottuk. A keresett kifejtés tehat:

o) = F 3 %W‘ 4.33)

azaz |a) = ) c,|n), ahol

cn = (nla) =e 2 Nk (4.34)
A of
a n

[enl* = {nla)? = e7?F = (4.35)

szdmok egy ||? paraméterli Poisson-eloszldsnak felelnek meg, és a kvantummechanika szokdsos in-
terpretacidja szerint, (amelyet axidomaként is meg szokds fogalmazni) megadjdk annak a val6szintsé-
gét, hogy az adott médusban (itt most egy médusrdl van sz6) az |«) dllapot esetén n darab fotont mér
egy fotonszdmldl6 berendezés, hiszen az |n) dllapotok a fotonszdm operdtor sajdtdllapotai. Lathat6lag
>, lenl? = 1. Ezek szerint az |«) éllapotok tetszGleges komplex « esetén normalhatok, szokatlan vi-
szont, hogy szdmossdguk a kontinuuméval megegyezd. (Ne felejtsiik el, hogy az |«) szimbdlum itt azt
jelzi, hogy az adott koherens éllapot az a eltiintetd operatornak milyen komplex sajatértékéhez tartozik.)
Vizsgéljuk meg mennyi a fotonszam (n),, varhat6 értéke az |«) koherens dllapotban.

(M) = (a|n|a) = (a\aTa\&) = |a/? (4.36)

Ugyanez a valdszinliségszamitds szokdsos médszerével kissé hosszadalmasabb:

(Yo=Y nl(na)? Zn " ela? (4.37)

n

Haszndljuk a A = |a|? jel6lést. Ekkor az utébbi dsszeget dtirhatjuk a kovetkez8 médon:

A" 8
-A _ 2
e En noy= 8>\ E n' = )\e =\=|al. (4.38)

Azaz a fotonszdm viérhat6 értéke az el6zd (4.36) szamitassal sszhangban (), = |a>.
A fotonszdm sz6rdsét az |a) koherens dllapotban a kvantummechanika szerint a

(Ah)q = (A%)a — (R2)q (4.39)
szérasnégyzet négyzetgyoke adja. Az n = ala segitségével:
(An)2 = (a|(a'a)?|a) — (a|a’ala)? = (a|a’(aTa + 1)ala) — |af* = |af? (4.40)
Vagyis koherens dllapotban szdrds négyzete éppen megegyezik a varhat6 értékkel:
(An)e = laf* = () (4.41)

Ugyanez a szokdsos valésziniiségszamitasi technikdval, az afa nélkiil:

Zn2] (n]a)|? AZn - (4.42)
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Az 6sszegben szerepld n? szorzét az eredeti 6sszeg mdsodik derivaltjaval lehet dsszefiiggésbe hozni:

_ 0? A" _ A"
A =e AA?W > = A n(n— o = (n?) — (n) = (n?) — \. (4.43)
Azaz
(A%)a = X+ A =lal' + |af® = (R)q + (A)a, (4.44)
ami ismét a fonti (@¢.41) (An)? = |a|? = (7). eredményt adja.
A
AR 2
(Ba)7_ (4.45)

()
kapcsolat a szords €s a vérhato érték kozott a Poisson-eloszldsra jellemzd. Ezért ha valamilyen egyéb
(nem koherens) allapotban:

(An)?
()
akkor szub-Poisson allapotrdl beszéliink. Példdul ilyen az |n) szamallapot, amelyre (n),, = n és An
1évén ez az n operator sajatdllapota. Forditva, ha

(An)?
()
akkor szuper-Poisson allapoti a modus. Lasd részletesebben az|/| fejezetben szereld [/.5]dbréan.

Megjegyezziik még, hogy egy tetszéleges mdduséllapotnak a Poisson elosztlastdl vald eltérését a
fonti arany helyett szokds az un. Mandel féle (), paraméterrel is jellemezni. Ennek definiciéja:

(An)?
()
Egy Poisson eloszlds esetén, tehdt egy koherens allapotban is (), lathatéan eltlinik. Szuper-Poisson

esetben a Mandel paraméter pozitiv, mig szub-Poisson esetben negativ. (), minimadlis értéke —1, amelyet
szamallapotok esetén kapunk, kivéve az [n = 0) vakuumadllapotot, amelyre (), nincs értelmezve.

<1 (4.46)

>1 (4.47)

Qu = —1. (4.48)

Koherens allapot: |a| = /8.4

0.15| (A#)? B
=1

5 0.10 (n) |

0.05} |

000 hd I i i -0-0-0-0-0-0

0 5 10 15 20 25

4.1. abra. Koherens allapotban a fotonszdm eloszl4sfiiggvénye Poisson-eloszlast mutat
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p
& Animécio:
oo )

oo [ 100 s

Valdszintiségelméleti szempontb6l tanulhatunk a Poisson-
eloszlas és a Poisson-folyamat kapcsolatarl ezen magyarra
leforditott interaktiv oktaté animacio segitségével.

http://nagysandor.eu/AsimovIeka/PoissonProcess/index.html

4.5. Koherens allapotok belso szorzata, és (til)teljessége

Tekintsiik két koherens éllapot belsd szorzatat:

n o
A\ 21812 v —la2—182
:Z(aﬁ) Gl ope el (4.49)
w4/ (n))?
Tehat
|<5\0¢)|2 — Partapt—la’=[p? _ —la—B? (4.50)

Lathatd, hogy a koherens allapotok nem ortogonalisak, de ha a két komplex szdm, az « és 3 a komplex
sikon elég messze esik egymadstol, akkor a belsé szorzat j6 kozelitéssel 0.

Most megmutatjuk, hogy az |«) dllapotok tdlteljes (overcomplete) rendszert alkotnak. Ez azt jelenti,
hogy barmely allapot kifejthets egy az |«) dllapotok szerinti ,,folytonos osszegzéssel" , azaz integréaldssal
(teljesség), de minthogy az |«)-k szdmossdga nagyobb mint az egész szamoké, (ezért is nem lehetnek
ortogonalisak) egy tuilsdgosan teljes rendszert alkotnak.

Az, hogy példdul az |n) dllapotok rendszere teljes, azt jelenti, hogy tetszGleges |p) éllapotra vannak
olyan ¢, egyiitthatok, hogy |p) = > c,|n). Ebbdl (m| -el valé szorzdssal (m|yp) = ¢y, és

) = Im)nlp) azaz Y |n)(n| =1, (4.51)

ahol 1 az egységoperator. A teljesség egy masik megfogalmazasa tehét az, hogy a megfelel6 egydimen-
zi6s projektorok Gsszege a teljes térre vetitd operator, azaz az egységoperator. Az |«) dllapotok folytonos
halmazara a teljesség analog médon azt jelenti, hogy

1
- / / a){a]d(Rea) d(Ima) = 1. (4.52)

Ezt az 6sszefiiggést olyan médon 1atjuk be, hogy visszavezetjiik a szdméllapotok teljességére, €s a fonti
komplex sikra torténd integralban az |«) dllapotokat kifejtjiik szdméallapotokon:

L[ et @ @ d(Rea) d(Im a
w// ;WV# )(m|d(Re a) d(Im ). (4.53)
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Attérve az |a| = p, o = pe'¥ viltozdkra az integril igy irhaté:

1 /oo /2# 792 N ( B ) 1
— e % odp oM e\ T In) (m d (4.54)
N > ) | —=— d

Most az )
/ e "M do = 26 m (4.55)
0

1 o
- / e~ o*"t 21 do = n! (4.56)
0

™

osszefiiggéseket és a szdmallapotok teljességét haszndlva, a koherens dllapotok teljességét kifejezs (4.52)
Osszefliggést nyerjiik.

4.6. A koherens allapotok idofejlodése szabad térben

Az |«) édllapotok az alapdllapottdl eltekintve nem sajatéallapotai a toltésektSl mentes mez8, azaz osz-
cillator Hamilton operatordnak, ezért a trividlistdl kiillonb6z6 mdédon fiiggenek az id6t6l. Fejtsiik ki a
koherens dllapotokat egy adott id6pillanatban a szdméllapotok szerint:

o) =) " caln). (4.57)
Abbdl, hogy minden éllapot az id6fiiggd Schrodinger egyenlet szerint fejlddik, kovetkezik, hogy

a)e = cn(0)[nye ™, (4.58)

n

|o)o =t ao) = Y _caln). (4.59)

n

Kihaszndlva most a kifejtési egyiitthatok kordbban nyert alakjat irhatjuk, hogy

ol? n . a(®)|? t n
)y = Ze_% \(jm]n) e~ Wt — Z e (a\ﬁnl') In), (4.60)

n

ahol a(t) = apge™™!. Ez viszont, azt jelenti, hogy

) = |age™"). (4.61)

4.7. Egy Kklasszikus forras koherens allapoti mezot kelt

Most megmutatjuk, hogy ha a médus eltiintet operdtordra vonatkozé mozgédsegyenletben, a [3] feje-
zet (3.84) osszefiiggésének kvantumos véltozatdban a mez6 forrdsaként szerepld dramot klasszikusnak
tekintjiik, akkor a keltett mdéduséllapot éppen egy koherens éllapot. A mez6 egy mdédusdnak eltiintetd
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operatordra az emlitett formuldbo6l Heisenberg képben a kovetkez6 mozgasegyenlet adodik (a képet jelzd
p indexet nem frjuk ki):

a+iwa = ce™® B, (4.62)

1 .
—— [i(r,?)
vV 26()th

Itt most foltessziik, hogy a forras klasszikus, az azt leiré j(r, t) mennyiség nem operator, és hogy azt
egy kiilso forras tartosan, a kisugérzott energidt pétolva tapldlja. A mezét viszont kvantumosan kezeljiik,
ennek megfelGen azt az a eltiintetd operdtor reprezentélja. Legyen kezdetben a mezd mdédusanak allapota
a vdkuum, s ez — mint tudjuk — Heisenberg képben minden idSpillanatban azonos a kezdéallapottal:

[¥(0)) = [(t)) g = 10) - (4.63)

A mez06 késdbbi allapotat végiil majd Schrodinger képben adjuk meg, de a direkt eljarasndl joval egysze-
rtibb, ha az (4.62) egyenletet el6bb Heisenberg képben oldjuk meg, majd ezutdn tériink 4t Schrodinger
képbe, és tigy hatdrozzuk meg a |1)(t)) ¢ llapotot.
Egyenletiink alakja tehat
a+iwa = s, (4.64)

ahol a médushoz tartozo klasszikus forrdstagra, tehat (4.62) jobb oldaldra itt roviden az s jelolést hasz-
naltuk. (4.64) megolddsa

t
a(t) = a(0)e ™" + / dt's(t') et (4.65)
0
Itt az elsd tag jelenti a kvantumos mez6nek a forrdstdl fiiggetlen id6beli valtozasat, a masodik pedig a
klasszikus forrds 4ltal sugdrzott mez6t, amely az egységoperdtorral ardnyos. A fonti (4.64) differencial-

egyenlet teljesen klasszikus
&+ twa = s (4.66)

véltozatanak az « klasszikus amplitidéra vonatkoz6 megolddsa viszont

t

at) = / dt's(t")e @), (4.67)

0

hiszen azt tettiik fol, hogy ¢ = 0-kor a mez$ vdkuumallapotban van, azaz klasszikus mez6 nem lehet
jelen, s igy «(0) = 0. A megoldast a (4.65)-val Osszevetve azt latjuk, hogy az ottani masodik tag
éppen ez az a(t), azaz

a(t) = a(0)e™™" + a(t). (4.68)

Alkalmazzuk ezt az a(t) operatort a [1/(0)) = |0) kezdGéllapotra, ez utébbi a rendszer dllapota a Hei-
senberg képben tetszGleges idGpontban. Mivel az eltiintet$ operator a vakuumot kinulldzza, a(0) |0) = 0,
kapjuk, hogy

a(t) [$(0)) = a(t) [¢(0)) . (4.69)

Térjiink most 4t a Schrodinger képbe. Alkalmazzuk a fonti egyenlet mindkét oldaldra az U (¢,0) = U
evolicids operdtort, tovdbba szirjuk be az U U egységoperatort a baloldalon. Kapjuk, hogy

Ua(t)UTU [1(0)) = at)U [1(0)) . (4.70)
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Itt U |¢(0)) = [¢(t))q illetve Ua(t)UT = ag, azaz Schrodinger képben

as [Y(t))s = at)s |[¥(1))s - 4.71)

Eszerint a mezd kvantumallapota tetszGleges idopontban az eltiinteté operator sajatvektora az «o(t) =
t

/ dt's(t")e~(=) komplex fiiggvénynek megfelels aktualis sajatértékkel. Ez azt jelenti, hogy a klasszi-
0
kus forras dltal keltett mez6 dllapota a ¢ idGpillanatban egy ilyen «(t) paraméterti koherens éllapot:

t

at) = /dt’s(t’)e‘iw(t_t/)> : (4.72)
0

7 2

Megmutattuk tehdt, hogy egy klasszikusnak tekinthetd dram koherens allapotd mez6t kelt, melynek
a(t) paraméterét a (4.72) formula adja meg, ahol az s(t) fiiggvény az (4.62) egyenlet jobb oldaldval
egyezik meg. Ilyen mez6t varhatunk egy stabil folytonos iizemd kis sdvszélességen miikodo gazlézertdl.

4.8. A koherens allapotok mint a vikuum eltolasai

Most a koherens allapotok egy madsik lehetséges definicidjat adjuk meg. Vezessiik be az igynevezett
eltolasi (displacement) operdtort a

D(a) := e ~"e, (4.73)
definiciéval. A D(«) operator unitér:
D'(a)D(a) = D(a)D' () = 1, (4.74)
ami abbdl lathato, hogy
D'(a) = D(—a) = D7'(a). (4.75)
Az operator neve arra utal, hogy hatdsdra az | = 0) = |0) vdkuumadllapot eltolédik az |a) koherens
allapotba:
D(a)]0) = |av). (4.76)

A fonti (4.76) egyenlség igazolasara tekintsiik a Baker-Campbell-Haussdorff azonossagot (1. aldbb a
[4.10] szakaszban a (4.104)) tételt), mely szerint, ha [A, [4, B]] = [B, [A, B]] = 0, akkor:

pATB _ A B ,—3[AB] @4.77)
Legyen:
A=ad, B=-ada (4.78)
[A, B] = ~|af’la’, a] = |a/? (4.79)
1
igy

D(a) = e ¢~ g=3lol’ (4.80)
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* \2
D(a)|0) = ezl o (1 —afa+ (0‘2?) + .. ) 10) = e zloPeeal|0) = (4.81)
=72 [ 010) + af1) + a—2\/ﬁ|2> 4. ) =eall i O‘—n|n>. (4.82)
2! — \/nl

ahol a kelt$ operatorokra vonatkozé (a*)*|0) = v/n!|n) formulat hasznaltuk.
Egy tovédbbi érdekes tulajdonsag, hogy a D operdtor az a operdtorokon is eltoldsként hat a kdvetkez6
értelemben:

D'(a)aD(a) = a + a. (4.83)

Ennek kimutatdsdra haszndljuk a szintén a fejezet végén bizonyitand6 (4.93) e*Be=4 = B + [A, B]
operatorazonossagot az
A=a%a—aa, B=ua (4.84)

operatorokkal, melyek kommutitora az egységoperdtorral aranyos. Igy kapjuk, hogy
Di(a)aD(a) = a+ [a*a — aal,a] = a + « (4.85)

Hasonléan:
Di(a)a'D(a) = a' +a* (4.86)

g
Olvasnivalo:

A koherens éllapotok hasznalatat Roy Glauber vezette be a foto-
nok leirdsara. Az alabbi linken megtaldlhaté R. Glauber el6addsa
angol nyelven, amelyet a 2005-0s Nobel dij dtaddson tartott, One
Hundred Years of Light Quanta cimmel.

http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/2005/glauber-lecture.html

4.9. A koherens allapotok szemléltetése a fazistéren
Tekintsiik ismét a dimenzidtlan X €s Y Onadjungalt kvadratdra operatorokat az

a+at a—al
X = Y = 4.87
2 21 ( )

definicioval. Az egyetlen szinuszos dll6hullim mdédus kvantédldsandl az X éppen az elektromos mezd
Y pedig a migneses mezd operdtordval ardnyos, mig ha megtartjuk ugyanezt a definiciét, de a halad6
hulldmokra vonatkozé konvencidt haszndljuk, akkor az X és Y kapcsolata a mezé elektromos illetve
mégneses részével a {.1)) formuldbdl lathatéan fiigg a helytdl.


http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/2005/glauber-lecture.html
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4.1 Feladat: A ¢y(r,t) = wt —k-r — /2 =: ¢;(r,t) definiciéval vezessiikk be a médus fa-
zisat. Mutassuk meg hogy ekkor halad6 hullimid kvantdldsnél az elektromos mezd E(r,t) =
0> Eu€i(a;(0)e Tt — q,7(0)e~*iTHiwt) operdtora az

E(r,t) = Z 28,,,€;(X; cos p; + Y;sin ¢;)

alakba irhato.

Egyetlen médus esetén az X és Y folcserélési reldcidja az [a, a'] = 1 kommutétorbdl kivetkezben:

i

XY) =

(4.88)

A szérasaikra vonatkozdan a mezé tetszbleges v dllapotdban igy fonndll a Heisenberg egyenl6tlenség:

(AX)y(AY ), > % (4.89)
Legyen az |a) koherens éllapotot indexelS o komplex szdm alakja:
o =1+ iy. (4.90)
Ha kiszamitjuk az X és Y varhat6 értékét egy |«v) dllapotban az eredmény egyszeriien lathatéan
(@ Xa) =z, (a]Y]a) =y (4.91)
mig a szérdsnégyzetiikre o t6l fiiggetleniil a
(AX)2 = (ol (X = 2)Ja) = 3, (AY)2 = {al (¥ —9)?|a) = | 4.92)

értékek adodnak. A szordsok értéke mindkét kvadratirdra egyforman %, és ebbdl is lathatéan a kohe-
rens dllapotok minimalizédljdk a Heisenberg egyenlStlenséget, amely ezeken az dllapotokon egyenldségbe
megy at. A koherens édllapotok tehdt az X és Y szempontjabdl dgynevezett intelligens dllapotok Emiatt
az |«) dllapotot szokds gy szemléltetni a komplex « szdmok sikjan, hogy pontként jeloljilk meg az «
sikon az x val6s €s y képzetes részli szamot, majd ekoré egy % sugaru kort rajzolunk. Ez arra utal, hogy
ebben az éllapotban mérve az X illetve az Y operatort, a mérési eredmények az z illetve az y koriil
szOorddnak €s a mért eredmények eloszldsat az 1/2 szorés jellemzi.
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Im

e

Re

4.2. dbra. A koherens dllapot szemléltetése a komplex szamsikon.

Im

Re

C D(@)[0)=a)

4.3. abra. A D(«) eltolasi (displacement) operator hatdsanak szemléltetése a komplex szamsikon vakuum
allapotra

4.2 Feladat: A koherens éllapot id6fejlédésének a(t) = ape ™" képlete alapjan mutassuk meg
hogy a koherens éllapot id6fejlodése sordn az |a| modulusi komplex szdmot jelzG vektor w szog-
sebességgel forog az origd koriil a komplex szamsikon, mig a szérast jellemz6 kor mérete valto-
zatlan, és koveti a kor kozéppontjdnak mozgdsat.

A kovetkez0 fejezetben latni fogjuk, hogy ez az intuitiv kép egzakttd tehetd az allapothoz tartozé
ugynevezett Wigner-fiiggvény segitségével.

s ~

4.3 Feladat: A 2. fejezet végén jeleztilk a modus allapotdnak jellemzését a (x [¢)) =: (z) vald-
szintiségi amplitddéval (hullimfiiggvénnyel). Mutassuk meg, hogy egy |ag = x¢ + iyo) koherens
allapot esetén ez a hullimfiggvény 1, (x) = Cle~(@=0)*¢ivoz ahol C' ugyanaz a normalasi allando,
ami az xg = 0, yo = 0 alapallapothoz is tartozik.




54 4. FEJEZET. KOHERENS ALLAPOTOK

Az alabbi animédcidkon koherens allapotokat szemléltetd hullamfiiggvények idobeli valtozasat mutat-
juk, ez megfelel az elektromos mez§ iddbeli valtozdsanak a geometriai tér egy pontjdban. Emlékeztetiink
arra, hogy az |zg + iyo) allapot id8ben a |(zg + iyo)e ') formula szerint valtozik.

P
A\ Animécié:
Az animdcion a médus |o = 1) koherens éllpotit szemléltetd
hullamfiiggvény id6fejlédése lathatd. A fiiggvény az elektromos
térerOosség nagysaginak fliggvényében annak valdszinliségi
amplitadéjat abrazolja. A fiiggvény abszolut értékének alakja
A ; azonos az |n = 0) vdkumdllapothoz tartozé hullimfiiggvény
alakjdval (lasd [2] fejezet végén), de w korfrekvencidval rezeg
az egyensulyi helyzet koriil. A szin a komplex valészintségi
amplitudo fazisat kédolja.
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/Harmonikus_oszcillator_koherens_

allapota_1.flv

P
A\ Animécié:
Az animécién a médus |a = 2) koherens dllpotit szemléltetd
hulldmfiiggvény id6fejlédése lathatd. A fiiggvény az elektromos
térerdosség nagysaginak fliggvényében annak valdszinliségi
amplitidéjat dbrdzolja. A fiiggvény abszolut értékének alakja
A Tk azonos az |n = 0) vdkuméllapothoz tartozé hullimfiiggvény
alakjdval (lasd [2] fejezet végén), de w korfrekvencidval rezeg

B az egyensulyi helyzet koriil. A szin a komplex valdszintiségi
amplitado fazisat kédolja.
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/Harmonikus_oszcillator_koherens_
allapota_2.flv

& J
( )

[\ Animécié:
- \ / Az interaktiv animacié segitségével a modus kohres éllapotait

vizsgalhatjuk.

http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/

HarmonikusOszcillatorKoherensAllapot .nbp

4.10. Két operatorazonossag

Ebben a fiiggeléknek szant szakaszban két olyan — operdtorokra vonatkoz6 — hasznos matematikai
azonossagot mutatunk meg, amelyeket ebben a fejezetben hasznéltunk, és amelyekre a késébbiekben is
hivatkozni fogunk.


http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/Harmonikus_oszcillator_koherens_allapota_1.flv
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/Harmonikus_oszcillator_koherens_allapota_1.flv
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/Harmonikus_oszcillator_koherens_allapota_1.flv
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/Harmonikus_oszcillator_koherens_allapota_2.flv
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/Harmonikus_oszcillator_koherens_allapota_2.flv
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/Harmonikus_oszcillator_koherens_allapota_2.flv
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/HarmonikusOszcillatorKoherensAllapot.nbp
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/HarmonikusOszcillatorKoherensAllapot.nbp
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/HarmonikusOszcillatorKoherensAllapot.nbp
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1. azonossag:

e’Be ™ = B+ [A,B] + %[A, [A, B]] + 5[A, [A,[A, B]]] + ... (4.93)

Bizonyitas:

Tekintsiik az F(t) = e?*Be~4! operitort, ahol t egy valés paraméter. Fejtsiik F()-t MacLaurin
sorba:

d*F(t)]  t*
(1) 7| FO=5 (4.94)
. -
F F
W gp_pa—ar t—0. | _un, (4.95)
dt dt |,_,
d*F d*F
Igy )
t
F(t) =B+ [A, BJt+ E[A’ [A,B]|+ ..., (4.97)
amibdl ¢t = 1-re kapjuk a bizonyitand6 osszefiiggést.
Specidlis esetben, ha [A, [A, B]] = 0 akkor,
e“Be ™ = B+ [A, B]. (4.98)
2. A Baker-Campbell-Hausdorff azonossag:
eAtB — eAeBe3[AB] — oBeAg—3(B.A (4.99)
ha
[A,[A, B]] = [B,[B, A]] = 0. (4.100)
Bizonyitas:

Tekintsiik a G(t) = eeP! fiiggvényt, és derivaljuk ¢ szerint:
d

@

= AG + GB = AG + eMeP'B = AG + e Be MeAteBt = (4.101)

5|
~

= AG 4 ¢"Be G = (A+ B+ [A,BJt)G (4.102)

Ahol az utolsé egyenldségnél hasznaltuk az el6z6 (4.93) azonossagot, és kihasznaltuk a kettds kommu-
tatorok eltlinését. Ezt integrélva:

G(t) = e(A+B)t+%t2[A,B}G(O)_ (4.103)

Figyelembe véve, hogy G(0) = 1, at = 1 helyen véve a fenti egyenlGséget kapjuk a bizonyitandé
képletet:
edeB = eATBT3lAB] (4.104)
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Ellenorzo kérdések

1.

10.
1.
12.

Mennyi a mez8-operatorok varhato értéke a fotonszdm édllapotokban?

. Hogyan regularizdlhatjuk a mezd-operdtorok szérasét a szdmaéllapotokban?

. Milyen el&irdsok vezetnek a koherens allapot fogalmahoz?

Hogyan fejthet6k ki a koherens allapotok a szdmadllapotok bazisan?

. Milyen eloszlast kovet a fotonszam mérése koherens dllapotban?

. Mennyi a fotonszdm varhat6 értéke és szordsa koherens allapotban?
. Ortogondlisak-e a kiilonb6z6 koherens allapotok?

. Mit jelent a koherens allapotok tilteljessége?

. Hogyan fejlédnek id6ben a koherens dllapotok szabad térben?

Hogyan definiéljuk az eltolasi operatort?
Mit jelent a fazistér egy optikai médus esetén?

Hogyan szemléltetiink egy koherens dllapotot a fazistéren?



3. fejezet

A mezo keverék allapotai

Ha a mez$ egy vagy tobb mddusa a kornyezetével termikus egyensilyban van, akkor — mint 4ltala-
ban egy nyilt kvantumrendszer — mar nem jellemezhetd egyetlen dllapotvektorral, azaz dllapota nem egy
tiszta dllapot. A kvantumrendszer tiszta dllapota — amelyet egyetlen |p) Hilbert térbeli vektorral adunk
meg — tudniillik azt jelenti, hogy a kvantummechanika 4ltal egydltaldan hozzaférhet6vé tett minden in-
formacionk megvan az dllapotrdl, azaz elvégeztiik rajta folcserélhetd operatorok egy teljes rendszerének
megfeleld Osszes fizikai mennyiség mérését. Mindazondltal a megfelel Hilbert térbeli vektor ekkor még
mindig csak egy szdmmal vald szorzds erejéig van meghatarozva, (amely normdlt dllapot esetén egy-
ségnyi abszolut értékii), mert egy ilyen szorzds nem véltoztat azon, hogy ez az dllapot mely operdtorok
sajatallapota. Eszerint tehét a |¢) és az ¢ |p) vektor, valds 3-val, ugyanazt a normdlt 4llapotot adja meg.
Azoknak vektoroknak a halmazit, amelyek csak egy ilyen e’ szorzéban kiilonboznek egymadstdl — és igy
a hosszuktdl eltekintve val6jaban egy egydimenzids alteret jelentenek — a H tér egy “sugardnak™ szokds
nevezni. Vildgos, hogy egy sugar és a neki megfelel6 altérre vetitd projekcids operdtor egyértelmiien
meghatdrozza egymast, igy egy tiszta dllapotot valdjdban egy |©)¢| egydimenziés projekcidval, illetve
az ennek megfeleld sugarral adunk meg.

5.1. A siirtiségoperator
Van olyan eset azonban, amikor nem tudjuk pontosan, hogy milyen vektor jellemzi az allapotot, azt

mégis matematikailag jellemezni akarjuk. Ez egy ugynevezett keverék allapot, amelyet a tiszta esetet
jellemzd

0= |oX¢l (5.1)

projekcid helyett az ennél dltalanosabb
o= wilp)eil (5:2)

operdtorral adunk meg, ahol |p;)-k egy H Hilbert tér elemei, amelyek nem foltétleniil ortogondlisak, de
normdltaknak valasztjuk 6ket, és

0<w; <1, > wi=1 (5.3)

57
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5.1. dbra. Neumann Janos (1903 - 1957) és Lev Davidovics Landau (1908 - 1968). Tovabbi érdekes
képek és olvasnivalok a BME OMIKK Tudomany- és technikatorténeti archivumaban: |ucep: //ww. omixi.
bme.hu/archivum/neumann/htm/neumannindex.htm llletve a Természetvlléga archivuméban: http://www.termeszetvilaga.hu/szamok/

tv2008/tv0805/solt.html

Az ilyen Wi szémokkal képzett (5-2) tl’pusﬁ formulat a |goz)(g0,| egydimenziés projekciok konvex lineéris
| i) tiszta dllapotban van. Ha csak egyetlen w nem nulla, akkor az szuksegkeppen 1, és akkor (5.2)) éppen
egy tiszta allapotot ad meg, ellenkezd esteben az dllapotot keveréknek, vagy kevert dllapotnak nevezziik.
A ¢ neve siiriiségoperdtor, néha WW-vel jelolik, Neumann Jdnos illetve Lev Landau vezették be ezt a
fogalmat. Létni fogjuk, hogy tipikusan akkor hasznaljuk, ha egy rendszer egy masik, nagyobb rendszer
részrendszere.

A 0 6nadjungalt operétor, ez l4that6 a definiciébol. Egy tovabbi tulajdonsdga o-nak az, hogy pozitiv
(nemnegativ) operdtor, ami azt jelenti, hogy tetszSleges |1)) esetén ¢ varhat6 értéke nemnegativ:

(Wl|ov) >0 (5.4)

hiszen

(¥ lov) = sz (W lpi)wi [) = sz W@l * > 0. (5.5)

Ebbdl lathatd hogy ¢ véarhat6 értéke akkor és csak akkor 0, ha 1 valamennyi el6fordul6 ¢;-re ortogonélis.
Szamitsuk ki valamely diszkrét ortonormdlt |vy) bdzisban a ¢ nyomat (spur, trace):

Tr@—zzwz vk [@idps [ox) = ZZI vl [P =1. (5.6)

0 tehat egy un. trace-class operdtor (trace-osztdlyu operator), mert a nyoma véges, és a nyom értéke
éppen 1. Megmutathaté 1d. Neumann J. konyvét [1]], hogy ekkor a spur fiiggetlen a bazistdl, és g-nak
pontspektruma van. Ekkor pedig a véges dimenzids esethez hasonldan 1étezik olyan diszkrét, ortonormalt
|u;) bézis, amely ¢ sajatvektoraibdl 4ll, amelyben tehat a strtiségoperdtor diagonalis, tehét szigordan
érvényes rd a spektraltétel:

0= Zpi | ;] - 5.7

Az |u;) bazis nem foltétleniil egyértelmd, mert a p; sajatértékek éltaldban degenerdltak is lehetnek. Fi-
gyeljiik meg, hogy a diagonalizélt alak hasonlé ahhoz, ami a (5.2 definiciéban szerepel, de itt az |u;)


http://www.omikk.bme.hu/archivum/neumann/htm/neumannindex.htm
http://www.omikk.bme.hu/archivum/neumann/htm/neumannindex.htm
http://www.termeszetvilaga.hu/szamok/tv2008/tv0805/solt.html
http://www.termeszetvilaga.hu/szamok/tv2008/tv0805/solt.html
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allapotok 4ltaldban masok mint az ott szerepld és nem foltétleniil ortogondlis |p;)-k, és igy a p;-k sem
azonosak a w; szamokkal. A 0 pozitiv volta miatt a p; sajatértékek is mind nemnegativak. Mivel a spur,
ha 1étezik, akkor fiiggetlen a az ortonormalt bazist6l amiben kiszdmitjuk, azaz invaridns, igy ha éppen a
sajatbazisban szamitjuk ki, akkor lathatéan

Zpi =1 (5.8)

addédik. Ebbdl és a p;-k nemnegativ voltabdl kovetkezik, hogy 0 < p; < 1. Ha az allapot tiszta, akkor
nyilvan csak egyetlen p; nem nulla, és akkor az sziikségképpen 1, mig a tobbi sajatvektor a 0 sajatér-
tékhez tartozik, amely a kétdimenzids eset kivételével ilyenkor degenerdlt, és az 1 sajatértékhez tartoz6
sajatvektorra ortogondlis altérben elvben tetsz6legesen vélaszthat6. Valdjdban ilyenkor, tiszta dllapotrdl
1évén sz6, nincs is sziikség a slirliségoperatorra. Ez utdbbi esetben a o projekcid, s igy nyilvanvaléan
idempotens, hiszen 9? = 9, ami miatt:

tiszta allapotban Trp® = Trp, azaz Tro® =1 (5.9

Ez utébbi egyenldséget azért irtuk fol, mert a ¢ ismeretében éppen ezen tulajdonsdg alapjan donthetjiik
el egyszeriien, hogy az egy tiszta vagy kevert dllapotot ad-e meg. Ugyanis dltalaban

Tre? < 1, (5.10)

és egyenl6ség akkor és csak akkor van, ha ¢ tiszta dllapotot jellemez. Ez a kdvetkezSléppen lathaté be.
A négyzetreemelést és a spurt a ¢ sajatbazisaban szdmolva

Trg” = Y p} (5.11)

ugyanakkor
. 2 .
L= (Tro)” = (O _pi)" =D ol + ) 2pip; = > _p} = Trd?, (5.12)
i i i<j i

mert a p;p; szorzatok nemnegativak (és egynél kisebbek). Vildgos, hogy egyenl6ség csak akkor van, ha
csak egyetlen pozitiv (nem nulla) sajatérték van, ami ilyenkor sziikségképpen 1. Ha egynél tobb pozitiv
p; sajatérték van, akkor a kétszeres szorzatok kozott lesz olyan, amelyik nem nulla, igy annak elhagyasa
csokkenti az Osszeget, azaz ha Tro? = 1. Osszefoglalva tehat az dllapot akkor és csak akkor tiszta, ha
Tro? = 1, a Trp? < 1 esetben viszont keverék.

5.2. Varhato érték keverék allapotban, redukalt stirtiségmatrix
Egy |p) tiszta dllapotban az A operdtorral megadott fizikai mennyiség varhaté értékét a (p| A |p)

képlettel szamitjuk ki. A 6 = >, w; |¢;)¢;| dllapotban a megfelelS silyokkal képezziik az egyes |¢;)
allapotokban vett varhaté értékeket és ezzel azonositjuk az A varhato értékét, azaz:

(A), =Y w; (i Algi) . (5.13)
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Ez utébbi formuldt egy masik fontos alakba frhatjuk, ha a |¢;) vektorokat kifejtjiik egy tetszéleges |vy)
ortonormalt bazisban |¢;) = >, |vk)vk| ;) , amib6l

Zwi (pilviXvj| A lveXvr| i) = Z (g sz‘ lpiXpil viXvi| Alvg) = (5.14)
= Z Orj i, = Tr(0A) = Tr(Ap).

jk

Legyen egy nagy rendszer a |¥) tiszta dllapotban és tegyiik fol, hogy ennek egy kis részrendszere
érdekel minket, amely a kornyezetével egyiitt adja a teljes zart rendszert. Ekkor a teljes rendszer allapota
a két részrendszer tenzori szorzatterében van, és kifejthetd a részrendszer (S) valamely [1);) és a kornyezet
(€) |v;) ortonormdlt bazisdban, azaz

) =D ey [a) o) (5.15)
]
A normaltsdg miatt itt |cij|* = 1. ElSfordulhat, hogy |¥) a két részrendszer S és £ egy-egy tisz-
ta dllapotdnak tenzori szorzata: |¥) = |1)¢ |¢)., azaz egy tgynevezett szorzat dllapot. De altaldban
nem ez a helyzet, olyankor 6sszefonddott allapotrdl beszéliink. A teljes zart rendszer tiszta dllapotanak
stiriségoperéatora:
(UXE] =D ey ) [o3) D (el (uil (5.16)
ij kl
De tegyiik fol, hogy a kdrnyezet nem érdekel minket részleteiben, ekkor nincs mas lehet6ség mint, hogy
kidtlagolunk a kérnyezet dllapotaira, olymédon hogy képezziik a | U )(\W| projekcié parcidlis spurjdt (rész-
leges nyomét) az aldbbi médon:

Tre(|UXY]) = Z(Un (WX vy) = ZZZCU Cht Onj Ot [iXb| = (5.17)

n o ij

= chm Crn [Vi)(Wk| = 0Os. (5.18)

Bevezetve az S-beli
(5.19)

|§0n Cin ’wz
Z \/Z |Cin?
=5 Jeunl? (5.20)

normalt dllapotokat (5.18) a

jeloléssel a
ds =Y wnlen) (onl (5.21)

formulat eredményezi. Ez a ggs lathat6lag mar csak az S részrendszerre jellemz6 tigynevezett redukdlt
siiriiségoperdtor, amely altaldban nem frhat6 |¢)(¢| alakba, mert ehhez az kellene, hogy |¢) = > . a; [1/;)
miatt |p)¢| = >, aiaf [Vi)k|-ban a;af = > cinc,, teljesiiljon minden i-re és k-ra, ami n? db foltétel
teljesiilését kivanja az n db ismeretlenre az a;-kre, és ezeket nem lehet egyszerre teljesiteni. Igy 4ltaldban
redukalt stirtiségmatrix keverék.
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5.1 Feladat: Mutassuk meg, hogy a redukdlt stiriségmatrix akkor és csak akkor jellemez tiszta
allapotot, ha a kiindulé allapot nem 6sszefonddott.

Eppen ezért a rendszer és kornyezet egy dsszefonddottsdgi mértékének egyik lehetséges jellemzGje
a redukalt stiriségmatrixbél megkaphat6: S;, = 1 — Trg% mennyiség, amelyet a részrendszer linedris
entrdpidjanak neveziink. Egy madsik lehetség az Sy = —Tr(gslogos) = — ). pi logp; Neumann-
entropia (Shannon-entrépia), ahol p;-k a gs sajatértékei, és amely szintén 0, ha a ogs tiszta 4llapotnak

felel meg, egyébként viszont pozitiv.

5.3. Idofejlodés

Foltessziik, hogy a rendszer egyes |p;) tiszta dllapotai valamely H Hamilton operétor hatdsdra a
Schrodinger egyenletnek megfelelden fejlodnek idSben, azaz minden j-re ih% lp;) = Hlpj), a w;
stlyok viszont nem valtoznak, ekkor ih2 (|¢;)(¢;]) = H |0 )X;] — l0j)Xej| H, s igy

0P
S _H. b 2
ﬁiat [H, 0], (5.22)

amit Neumann- (von-Neumann-) egyenletnek szokds hivni. A Neumann-egyenlet ebben a formdban a

Schrodinger-képben érvényes, Heisenberg-képben az allapotot leird stris€égoperator nem fiigg az id6tdl,
viszont a fizikai mennyiségeket jellemz6 operatorok id6fiiggdek lesznek.

5.4. Kétallapota rendszer

A legegyszerlibb nemtrividlis példa a siiriségoperdtorra a mar a klasszikus optikdbdl is ismert — és
alabb részletesen targyalando — polarizdlatlan vagy csak részben polarizalt fény esete, ahol nincs teljesen
meghatarozott polarizdcids allapot. A kvantumos jelleg itt abban nyilvanul meg, hogy most polarizalt
fotonrdl beszéliink, azaz a polarizéicids dllapotot egyetlen részecskére vonatkoztatjuk. Els6é példaként
ezt a viszonylag egyszer(i, de az alkalmazasok pl. a kvantuminformatika szempontjabol nagyon fontos
kétallapotd rendszert targyaljuk, amely egy specidlis reprezentdnsa az tigynevezett kvantumbitnek, azaz
egy olyan fizikai objektumnak, amelynek tiszta dllapotai egy kétdimeneziés komplex Hilbert-tér eleme-
ivel — pontosabban sugaraival egyeznek meg. Valasszunk a kétdimenzos Hilbert-térben két bazisvektort
legyenek ezek |+) és |—).
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5.2. abra. Fotonok polarizacidjat vizsgalva az (1) izz6lampa (2) teljesen véletlen polarizacidval bocsat ki
fotonokat, amelyek siirtiség operdtordt p = 1/2 |ny)}ny| + 1/2 |n_)}n_| médon reprezentilhatjuk. Egy
fliggblegesen beillitott (3) polarizdtoron dthaladva a foton fiiggdlegesen polarizalt tiszta allapotba keriil,
melynek allapotdt a p = |n }(n | stirliségoperdtor irja le. Itt |ny) a vizszintes és fiiggbleges polarizacios
irényhoz tartozo béZlSt]elOll Forras: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Vertical_polarization.svg

Fotonok polarizdcidja esetén bazisdllapotoknak rendszerint a pozitiv illetve negativ helicitast foton-
allapotokat vélasztjuk, de lehetnek ezek pl. a fiiggbleges €s a vizszintes polarizacids irdnyok is. Feles
spin, mint kétallapoti rendszer esetén pedig valamely fizikai mennyiség (pl. magneses mezd) altal kije-
161t irdnyba mutaté impulzusnyomaték vetiilet |+) illetve |—) sajatallapotai, rendszerint ezt valasztjuk z

7 7

irdnynak, azaz S, |+£) = £2 |+). A siiriségoperdtor dltaldnos alakja ebben a kétdimenzids térben:

0= Ot [HNF+ 0 [N=[+ 04— [+N=[+ o1 [=X+], (5.23)
ahol az 6nadjungdltsdg miatt a kovetkezOknek kell teljesiilnie: o, €s o__ valds, o, = o, s ezen
tilmenden o, + o = 1 a spurra vonatkozd kikotés miatt. Vezessiik be a

014 —0-— =853, 04 +0 =51, i(o-—04)=5 (5.24)

jeloléseket, akkor egyszertien lathatéan a ¢ matrixa a |+), |—) bdzisban

_1 1—|—83 81—1'82
Q_E(SIH.SQ ) (5.25)

Ezt masképp frva ¢ = 1(1l + S - o), ahol o a hdrom Pauli métrixot jelenti. Magét a ¢ operdtort pedig
frhatjuk a 9 = (1. + & - (') alakba is, ahol & a Pauli matrixoknak megfelel8 operdtorokat jeldli, vagyis

o1 =[+N=+ [N+, o= =i (HN=[ =[N+, 3= [N+ = [N (5.26)
Lathat6an a spur valoban 1, mig Tro? = (1 + s + s3 + s3) = £(1 + s?), ahol

s* =57 +s5+s5<1 (5.27)
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z=|n_) z=|n_)

5.3. dbra. Kétallapoti rendszer esetén a g keverék dllapot egy egységsugard gomb (Bloch-gomb) segit-
ségével szemléltethets. Az elsG dbran a gomb felszinét elérd (piros) Sp polarizacié fok vektor egy op
teljesen polarizalt (tiszta) dllapotot ir le. A masodik dbran az S (kék) polarizaci6 fok vektor mar nem éri
el a gomb felszinét, ez egy o0 keverék éllapotot ir le. A harmadik dbrén az origéban 1év6 (z6ld) pont a
teljesen kevert py; = % 1 allapotot szemlélteti.

mig det 0 =3(1 — s?) amibdl ldthatd, hogy Tro* = (1 + 1 — 4detp) = 1 — 2det o és ez a bdzis
véalasztdsatol fiiggetlen invaridns mennyiség. Az egyes s;-k a megfeleld irdnyokban mért polarizicid
fokok, ezek lényegében a klasszikus optikdbdl is ismert Stokes-paraméterek, itt azonban ezek egyetlen
fotonra vannak vonatkoztatva, igy itt sp = 1. Az

\/si+si+si=s (5.28)

invaridans mennyiség pedig a polarizicié foka. p-t diagonalizalva a két sajatérték éppen %(1 + s)és
1(1— s). A megfeleld két sajatvektor [n.) és |n_) adja meg azt a 6, = |ny)(n| — |n_)n_| operétort
illetve a neki megfeleld polarizacids irdnyokat, amelynél a polarizdcié mértéke €ppen s. Az s = () esetben
a foton teljesen polarizdlatlan, az dllapot a polarizacié szempontjabdl maximalisan kevert, mig az s = 1

tiszta dllapotot jelent, a foton teljesen polarizélt. p-t diagonalizdlva a sajitértékek éppen %(1 + s) és
%(1 — s), amibdl kovetkezik, hogy a stiriségoperator bazistol fiiggetleniil

o0=s0p+ (1 —3s)om (5.29)

alakba irhatd, ahol g); = %]l a teljesen kevert dllapot stiriségoperdtora, op pedig olyan, amelyiknek a
determindnsa 0, azaz teljesen polarizilt.

5.5. Termikus allapot

Térjiink most 4t egy bonyolultabb esetre, ahol az allapottér végtelen dimenzids. A kordbban targyalt
|n) szamaéllapotok éltal kifeszitett egyetlen mez6mddus dllapotterét tekintjiik. Az dllapotok koziil a gya-
korlatban nagyon sokszor az tigynevezett termikus dllapotok fordulnak el8, amelyek egy a kornyezetével
termikus egyensilyban 1évé médusban alakulnak ki. Mivel a termikus rendszer — definiciéja szerint —
energiat cserélhet a kornyezetével, s igy nem lehet zart, ezért a kvantumaéllapota csak strtiségoperatorral
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irhat6 le. A termikus adllapotrdl a statisztikus fizikdban levezetik, hogy ebben a rendszer energiadllapota-
inak betoltési valoszinliségeit a Boltzmann-faktor adja meg, ritkdbban pedig még azt is, hogy a ebben az
allapotban a stiriségoperator nemdiagondlis elemei altal reprezentalt koherencidk az egyensuly elérése
sordn eltinnek. Eszerint, ha a rendszer most az elektromigneses mez6 egy médusa, amely a kornye-
zetével (beleértve ebbe a tobbi modust is) 7" homérsékleten termikus egyensulyban van, akkor a médus

7

allapotat leird stiriségoperator alakja definicié szerint:

0= paln)n (5.30)
n=0
ahol s12))
o—hw(n+1/2)/kT >
_ _ —hw(n+1/2)/kT
Pn = ~ , Z_n; e . (5.31)
Masképpen ezt tigy is irhatjuk, hogy
efhw(afa+1/2)/kT
H = 5.32
0 7 (5.32)
Az éllapotdsszeget a mértani sor 6sszegképpletébdl ki tudjuk szdmitani
7 — Z e—fw(n+1/2)/kT — e—ﬁw/QkTL, ahol T = e—hw/kT < 1. (533)
o 11—z
Igy
pn = (1—z)z". (5.34)

A fotonszam varato értéke:
oo o d o
ny ="Tr(on) = = (1—x nz" =(1—-z)r— 5.35
(1) (0n) ; p ( ) ; e ; (5.35)

d 1 1 x e~ /KT 1
:(1—x):c%< ) :95(1—95)(1_$)2 = = 1ot = gwliT 1 (5.36)

Ez egy specialis Bose-Einstein eloszlds, ahol ;1 = 0. Ennek kovetkezménye a Planck-torvény: Egy foton
energidja hw: tehat az atlagos energia termikus dllapot esetén egy médusban %M A médusok szdma

térfogategységben w?-el ardnyos, a statisztikus fizikdban vagy a s211ardtestﬁ21kaban tanult allapotstirtiség
szamitashoz hasonlé meggondolds szerint a médussiirtiség g(w)dw = CJﬂQ dw, azaz

. Fiw? dw
wr(w) dw = hw (n) g(w) = B3 gl T (5.37)
A fontiek alapjan a termikus 4llapot siiriségoperétora a
@ _ (1 . e—hw/k:T)e—fuuaTa/kT (538)

alakba is irhato.
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Koherens éllapot (n) = 2 Termikus éllapot (n) = 2 Szamallapot (n) = 2
17 I T T = 1FT I T T = 1FT T T =
0.8} i 0.8} i 0.8} i
L 06] 1L 06] 1L 06] .
S04f 1 =o04] 1 =04 |
0.2} Dm | o.2ﬂ | 0.2f |
Um Dmlih:‘:—o—+++ O Dmmﬂﬁ 8 8- -0 -9 O—\ L L I s
0 2 4 6 8 10 2 4 8 10 0 2 4 6 8 10

n n n

5.4. abra. A koherens, a termikus és a szamdllapotok fotonszdm eloszlasdnak 6sszehasonlitdsa. Mind a
harom éallapot esetén a fotonszam vdrhato6 értéke 2.

5.2 Feladat: Mutassuk meg, hogy a termikus dllapot siirliségoperdtora valéban az (5.38) alakban
irhato.

A p, = (1 — x)a" valészintiségekben szerepls © = e~ "“/*T_t ki szokds fejezni az (n) = z/(1 — x)
osszefiiggésbdl. Ez utébbi szerint x = (n) /(1 + (1)), s igy
1 (n)" ()"

b= (1= = Ty W Gy~ O 5.39)

A fotonszam szorasanak kiszamitasa:

(n*) = Tr(on?) ann =(1—-x) Zn " —Z n(n—1)+n|z" = (5.40)
n=0
d2 d\
_ _ 2 7 Il n
=(1—2) (x yie +xdx) ;x . (5.41)
Itt mint lattuk £ 3™ 2" = ﬁ és % " = % = ﬁ Eszerint
2 212
(2) = (1 — z)z T 2 T o). (5.42)

(1 —z)3 (1—-2) ({1-22 (1—-=x)
fey 2 2 2
(AR)* = ()" — (1)” = ()" + (n). (5.43)
Mint l4ttuk a koherens éllapot esetén (An)? = (7), ami a Poisson-eloszldsra jellemz3. Mivel a termikus
allapotra a fotonszdm szérasnégyzete nagyobb mint a varhato értéke:

(An)?
()

a termikus dllapot fotonszdmeloszldsa a (d)) fejezetben tanultak szerint szuper-Poisson jellegd.

> 1 (5.44)

[ 5.3 Feladat: Szamitssuk ki a (), Mandel paramétert egy termikus dllapotd mddusra.
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Ellenorzo kérdések

10.

Pl

. Milyen éllapotokat kell stiriségoperatorral megadni?
. Mi a stirliségoperéator 4ltalanos definicija?

. Mik a stirtiségoperator tulajdonsagai?

Hogyan szamitjuk ki egy operator varhat6 értékét a stris€égoperatorral?

. Mi a redukdlt stirliségoperator fogalma és mikor haszndljuk?

. Hogyan jellemezziik egy foton éltalanos polarizicios dllapotat?
. Mi egy médus termikus allapotanak stiriségoperatora?

. Milyen eloszlast kovet a fotonszam termikus dllapotban?

. Mennyi a fotonszdm varhat6 értéke €s szordsa termikus allapotban?

Mit értiink azon, hogy a termikus allapot szuper-Poisson tipusu allapot?



6. fejezet

Az allapotok szemléltetése a fazistéren,
Wigner-fiiggvény és mas kvazivalosziniiségek

Ebben a fejezetben el6szor megismerkediink a kvantummechanikai allapot egy specidlis leirdsi mod-
javal, amelyet Wigner Jend vezetett be 1932-ben. Ez a mddszer jol mutatja, hogy a kvantummechanika
inkdbb a klasszikus statisztikus mechanika altaldnositdsa, mint egyszeriien a klasszikus mechanikaé. Az
itt mutatott bevezetés az irodalomban altalaban ad-hoc médon megadott definiciénal mélyebben indokol-
ja a Wigner-fliggvény meghatarozdsanak médjat. A kvantummechanikai targyalds utdn a kvantumoptikai
alkalmazasra tériink at, hiszen a mddszer ismertetésének f6 indoka, hogy éppen ezen a teriileten hasz-
ndljak legelterjedtebben ezt az un. fazisteres leirdst. A fejezet elsd részének megértéséhez a klasszikus
és statisztikus mechanika ismerete sziikséges. Az ezt kovetd kvantumoptikai részhez, pedig az el6z6
fejezetekben tanultakra hivatkozunk.

6.1. Klasszikus mechanika a fazistéren

Tekintsiink eloszor az egyszeriiség kedvéért egy egyetlen szabadsdgi foku klasszikus mechanikai
rendszert, amelynek Hamilton fiiggvénye H(z, p). A kanonikus mozgédsegyenletek alakja

. OH . OH

Ezek megolddsa valamilyen {x, po} kezdeti érték esetén kijelolik a fazispont mozgdsat mint az id6
fiiggvényét a fazistérben, ez az {xg, po} — {xz(t), p(t)} fazistrajektoria.

Egyszerl példaként tekinthetjiik a szabad tomegpont, vagy a harmonikus oszcillator egydimenzids
mozgdsat, ahol a fazistér csak kétdimenzios.

Jeloljiik a fazispont sebességét a fazistéren u-val: u = {&(t), p(t)}. A mozgdsegyenletek miatt az u
vektor divergencidja a tényleges mozgdshoz tartozo trajektoria mentén eltlinik, mert

0. O0H 0 oH
+ = +—(——%) =0 (6.2)
ox op Oor Op  Op
Tegyiik f6l most azonban, hogy a részecske helyzetét a fazistérben nem ismerjiik pontosan mar a kez-
deti id6pillanatban sem, ehelyett azt egy val6szinlségi valtozonak tekintjiik. Ez esetben foltessziik, hogy
megadhaté egy f(z,p) valészinliségsirtiség a fazistéren — ezt szoktuk fazisvaldszintiségnek nevezni —
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ami megadja, hogy mekkora valészintiséggel tartézkodik a fazispont a dxdp fazistérbeli térfogatelem-
ben. (Ez a konstrukci6 elsésorban a klasszikus statisztikus fizikai targyaldsandl bizonyult hasznosnak,
ahol éppen a részecskék nagy szdma miatt nem tudjuk pontosan megadni a fazispont helyzetét. Emlé-
keztetiink arra, hogy a rendszer pontos allapota nagyszamu részecske esetén is csak egyetlen pont az
altaldban bonyolult szerkezet( fazistéren). Tovabbra is egyetlen részecske egydimenzids mozgasat vizs-
gdlva, rendszer dllapotvéltozasat most az f(x, p, t) id6fiiggd fazisvaldszintiség adja meg. Elvarjuk, hogy
az

f(z,p,t) >0, és /f(fv,p, t)dxdp = 1. (6.3)

Osszefliggések minden id6pillanatban teljesiiljenek. Az utébbi kovetelménybdl kovetkezik a kontinuitdsi
egyenlet:
of

T v = 0. 6.4
5tV (fu) (6.4)
Ervényes tovabba Liouville tétele, amely szerint a tényleges palya mentén:
df (z,p, t)

= 0. (6.5)

dt

6.1. dbra. Joseph Liouville francia matematikus (1809-1882) |ncto://en.wikivedia.org/uixi/soseph_Liouville

Val6ban

af of of. of. Of of
- = 4 == —p=—= -Vf=—+V_ —fV.-u=0 6.6
i o Tar Tl T TV sy VSV ©.6)
azért mert az els6 két tag osszege a (6.4) kontinuitdsi egyenlet miatt, a harmadik tag pedig a mozgas-
egyenletekbdl kévetkezd V - u = 0 (6.2)) miatt ttinik el.
A (6.6) 6sszefuggés a Liouville-egyenlet:
of  OfOH Of OH

ot = oz dp opox’ ©.7)

ami egy H =p?/2m + V (z) alakd Hamilton-fiiggvény esetén f-re az
of  pof N ov of

ot mox Oz dp ©.8)


http://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Liouville
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mozgdasegyenletre vezet. Harmonikus-oszcillatorra ennek alakja:

of __p9f + mwzaz:ﬁ

= 6.9
ot m Ox op ©.9)
és ebben az esetben az explicit megoldast is fol tudjuk irni:
flx,p,t) = fo(xcoswt — L in wt, p coswt + mwx sin wt) (6.10)
mw

ahol fo(x,p) at = 0-hoz tartozé kezdeti foltétel.

Ez a megoldas azt mutatja, hogy egy oszcillator esetén az f(x,p,t) fiiggvény idSben w szogsebes-
séggel forog a fazistér folott, mikozben alakjat nem valtoztatja.

6.1 Feladat: Igazoljuk, hogy valéban megoldasa az oszcilldtor Liouville-egyenletének.

6.2. Fazisvalosziniiség a kvantummechanikaban

A klasszikus Liouville-egyenlet az impulzus és a koordindta egyiittes eloszldsanak id6fiiggésére vo-
natkozik. Nincs olyan klasszikus egyenlet, amely csak a koordinata- w(x,t) vagy csak az impulzus-
eloszlas w(p,t) valoszinliségi stiriségét adnd meg, ilyen egyenlet csak az egyiittes eloszlast jellemzé
f(z,p,t)-re 1étezik. Ezért nem varunk ilyen mozgdsegyenletet a megfelel kvantummechanikai stir(-
ségfiiggvényekre sem. Valdban nincs is ilyen egyenlet [¢)(x, t)|*-re, amely a részecske koordinatdjdnak
valdszintiségi stirliségét adja meg. De nincs ilyen a ¢(z, t) amplitdd6 (inverz) Fourier-transzformaltjaként
ad6dé 1) (p, t) impulzus-amplitddbl szamithaté |1 (p, t)|? impulzus valészintiségi stirtiségre sem.

A kvantummechanikdban dinamikai egyenlet a ¢)(x, t)-re vagy a Fourier-transzformaltjara, 12(]9, t)-re
adhaté meg, ez a Schrodinger egyenlet, és a két szoban forgd fiiggvény koziil barmelyik egyszerre kodol-
ja akar az x akdr a p szerinti eloszlést. Ettdl fiiggetleniil folvethetd a kérdés, hogy van-e olyan fiiggvény a
kvantummechanikdban, amely egyszerre az x és a p fiiggvényeként, azaz a Fourier-transzforméci6 nélkiil
is tartalmazza a mindkét valtozo szerinti valdszintiségeloszldst. A vdlasz igen, €s ilyen kvantummechani-

kai fliggvényt el6szor Wigner Jend adott meg 1932-ben. Kés6bb tovabbi ilyen fiiggvényeket definidltak,
de legelterjedtebben ma is a Wigner altal megadott konstrukciot hasznéljuk.
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£\

6.2. dbra. Wigner Jend (1902-1995). Tovébbi érdekes képek és olvasnivalok a BME OMIKK
Tudomény- és technikatorténeti archivumaban: http://www.omikk.bme.hu/archivum/wigner/
htm/wignerindex.htm

Az aldbbiakban egy részecske egydimenzios mozgasdra szoritkozunk, az eljards egyszertien kiter-
jeszthetd haromdimenzids mozgasra, vagy arra az esetre ha sokrészecske-rendszeriink van. Az itteni
targyaldsban kikotjiik, hogy a klasszikus fazistér legyen sik.

Kvantummechanikdban egy A(x, p) fizikai mennyiségnek 6nadjungélt operdtorok felelnek meg. Az
ehhez hozzarendelt operdtor azonban nincs egyértelmtien meghatdrozva, mivel az fiigghet attdl, hogy az
X és P operatorokat azok szorzatat is tartalmazo tag jelenléte esetén azokat milyen sorrendben helyette-
sitjiik az A(x, p) megfeleld véltozdi helyére. Az az eljaras bizonyult helyesnek, ha az dgynevezett szim-
metrizdlt valtozatot hasznéljuk, amelynél pl. a legegyszer(ibb nemtrivialis esetben az xp szorzat helyére
az (X P + PX)/2 operatort helyettesitjiik. Az ennek megfelel6 szimmetrizdlt operatort itt Ay (X, P)-
vel fogjuk jeldlni, ahol a I index H. Weyl nevére utal, aki a szimmetriazdldsra az aldbb ismertetend6
altalanos eljarast adta.

Tekintsiik a klasszikus A(z, p) fiiggvény (inverz) Fourier-transzformaltjat:

1 .
a(d,p) = W // dxdp A(x,p)e_z()‘“ﬂp)/h (6.11)

A follépd integralok a kozonséges értelemben dltaldban divergensek, pl. az A(z,p) = 1 figgvénynek,
amelyet szintén tekinthetiink fizikai mennyiségnek, az a(\, ) = 6(\)d () ketts Dirac-delta felel meg,
az A(z,p) = x Fourier-transzformaltja pedig az a(\, ) = hd' (N)d(u) ,,disztribicié”, tekintettel a
Dirac-delta derivaltjanak a [ 0'(A)g(A)dA = —g' (A = 0) értelmezésére. A transzformacio inverze
segitségével kapjuk az A(z, p) klasszikus fizikai mennyiség Fourier-elallitasat:

Az, p) = // dXdp o(\, p)etOetip)/h, (6.12)

Helyettesitsiik az utébbi formuldban az exponencidlisban szerepld klasszikus x és p mennyiségek helyett
az X és P operdtorokat, ekkor az integrdlds eredménye az X és P operdtorok fiiggvénye lesz:

Aw (X, P) := / / dhdp o( X, p)e!OX PR (6.13)

Ezt nevezziik az A operdtor Weyl szimmetrizdltjdnak.


http://www.omikk.bme.hu/archivum/wigner/htm/wignerindex.htm
http://www.omikk.bme.hu/archivum/wigner/htm/wignerindex.htm
http://hu.wikipedia.org/wiki/Hermann_Weyl
http://hu.wikipedia.org/wiki/Dirac-delta
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6.2 Feladat: Igazoljuk, hogy a (6.13) definiciébdl az xp = px klasszikus szorzatnak valéban
az (XP + PX)/2 operitor felel meg. Utmutatds: haszniljuk a Baker—Campbell-Haussdorff-
azonossagot és a 0’'(\) fontebb emlitett tulajdonsagat.

Mint tudjuk, az Ay, operétor vérhaté értéke egy [¢) (tiszta) dllapotban az
(Aw(X, P)),, = (Y| Aw (X, P)|¢) (6.14)

formulaval, szdmithato ki. (A késdbbiekben ezen a ponton nem tiszta, azaz keverék allapotokat is meg
fogunk engedni.)

Most azt kérdezziik, hogy van-e olyan a |1)) dllapothoz tartozé W, (x,p) fiiggvény a fazistéren,
amellyel mint val6szintiségi stirliségfiiggvénnyel az atlag kiszdmitdsdra szolgdl6 klasszikus valdszintiség-
szamitasi szabdlyt haszndlva éppen a kvantummechanikai atlaggal megegyezd eredményt kapjuk, azaz
érvényes a

[[ dado Wita. A ) = 0] 4w (X, P) ) (6.15)

formula. (A bal oldalon alkalmazott klasszikus szabdly szerint u.i. tetsz8leges a valészintiségi véltoz6tol
fliggd mennyiség varhat6 értéke a stirliségfiiggvény €s a kérdéses mennyiség szorzatanak teljes térre vett
integralja.) A viélasz az, hogy 1étezik ilyen fiiggvény, ez a |¢) allapot Wigner-fiiggvénye, amelynek
kifejezését alabb tobb formédban is megadjuk.

A megkovetelt egyenl&ség jobb oldala (6.13)) szerint:

W Aw (X P) ) = (0] [ [ drduwaO e 0 = [ [ g atsaun. 6.16

ahol bevezettiik a |1)) dllapothoz tatozd X (A, p) karakterisztikus fiiggvényt, amely az operatorokat tar-
talmazé e X +1P)/" Fourier operatorbazis varhaté értéke:
(@] XD ) =2y (A, ). (6.17)

Tekintsiik most (6.15) baloldaldt, ahol a klasszikus A(z, p) varhat6 értéke szerepel a keresett W (z, p) sii-
rliségfiiggvénnyel a klasszikus szabdly szerint szamolva. A(z, p) helyére beirva annak Fourier-elGallitasat
az a(\, p)-vel, kapjuk, hogy:

//dxdewxp (x,p) //dxdewxp//d/\dua)\u Az tpp)/
// dAdp a( )\ p // dxdp Wy(x,p)e i(Az-+pp) /1 (6.18)

Az el6irni kivant (6.15]) egyenl6ség kovetkezik a (6.16) és (6.18)) egyenldségébdl, azaz (6.15)) teljesiil, ha
// dxdp W¢(a:,p)ei(’\x+“p)/h’ = Xy (A, 1), (6.19)

amibdl
Wy(z,p) / / Xo (N, p)e Ot/ axdy,. (6.20)

Azaz a Wy (x, p)-tdl elvart tulajdonsag teljesul, ha az a (6.17) alatt definidlt (), 1) karakterisztikus
fliggvény inverz Fourier-transzformaltja, vagy az allapottal kézvetleniil:

1 . _
Wy(z,p) = 2rhy // (| OXFHEVI ) =1 OTHD g, (6.21)
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6.3. A Wigner fiiggvény kiszamitasa koordinata-reprezentacioban

Az alabbiakban kovetkezd atalakitdsok alapjdn a v allapot ismeretében IWy,-t kdzvetleniil, a karakte-
risztikus fiiggvény kiszdmitdsa nélkiil is meg lehet hatdrozni. Pl. ha a ¢)(x) koordinéta hulldmfiiggvény
adott, akkor (6.17)) szerint

newn / O () e MXFD Ry (1) da. (6.22)
Hasznaljuk itt a Baker—Campbell-Hausdorff-formulat a most kovetkez6 alakban:
B _ A/2HBHA _ 8 Boh (6.23)

amely fonnall, ha [A, B] az egységoperdtorral ardnyos. Ezért

Xw()\”u> :/¢*(:L,)ez‘,uP/QheMX/hei,uP/thj(x)dx _

= /(e_i“Pm%(x))*eiAX/hei“P/zhzﬂ(x) dx :/¢*(x — u/2)e? My (x4 p/2) da. (6.24)

(Itt az ismert e/ (x) = +p(x + p/2) Osszefliggést hasznaltuk, ami azt fejezi ki, hogy az impulzus
operdtora a térbeli eltoldst generdlja, és az infinitezimalisan kis 1/2 esetén érvényes (14+ipP/2h)Y(x) =
(14 50,)¢(x) = v(z + &) iterdldsa alapjdn bizonyithat6 véges ju/2-re is.) Tgy xu(\, 1) Fourier-
transzformaltj ara vagyis a ngner—fuggvenyre

Wy (a, / / ( / U (y — 1/2)e™ "y + p1/2) dy) e~ et dxdp (6.25)
adddik, s minthogy itt
/ M=\ = 2rhd(y — ) (6.26)
kapjuk, hogy
1 4
Wole.p) = 5 - / O (2 — 1/ 2)ib(x + 1) 2)e I dp, 6.27)

Ez a kivant formula tiszta dllapotra, amelybdl a Wigner-fiiggvény egy masik gyakran haszndlt alakjat
kapjuk az y = —p/2, du = —2dy helyettesitéssel, amibdl az integracids hatdrok elgjelvaltozasat azok
folcserélésével kompenzélva kapjuk, hogy

p) = iﬁ / U@+ y(e —y)e ! dy. (6.28)

6.3 Feladat: Adjuk meg a Wigner-fiiggvényt kozvetleniil a @/;(p) impuzus-amplitido fliggvénnyel.
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6.3.1. Keverék allapot Wigner-fiiggvénye

Mint lattuk, tiszta allapotokon a Wigner-fiiggvény a e?AX+1P)/h eltoldsi operator varhat6 értéké-

nek, azaz a y karakterisztikus fiiggvénynek a Fourier-transzformaltja. Keverék allapot esetén a definicid
ugyanez, csak a varhato értéket a keverék esetén haszniland6

Xo(A, ) = Tr (9 OX TP/ (6.29)

képlettel kell kiszdmitani, majd itt is a (6.20) formulat kell alkalmazni. Ennek nyomdn a Wigner-
figgvényre koordindta-reprezentacidban az el6z6 alszakaszban végrehajtott dtalakitdsok megfelelé mo-
dositdsdval a

1 .
W(z,p) = s / o(x + p,x — p)eX e/ qy, (6.30)

eredmény adodik, ahol o(z', ) a o = >, w; |1;)(¢;] stirliségoperdtornak megfeleld o(2', x) = (2'| 6 |z) =
Yo wihr (x);(«") “métrix”, (valojaban kétvéltozos fliggvény) koordindta-reprezenticiban valamilyen
1;(x)-ekkel, ahol ), w; = 1.

6.4. A Wigner-fiiggvény tulajdonsagai

(i) A Wigner-fiiggvény val6s.

Bizonyitas: képezziik a komplex konjugaltjat, majd utdna egy egyszerid valtozéhelyettesitéssel meg-
mutathatd, hogy W*(z,p) = W(x, p).

(ii) A helyes margindlis siiriségeket adja.

A W (z,p)-tintegrdlva p szerint kapjuk, hogy
1 ,
/W(x,p) dp =5~ [ oz —p/2,2+p/2) /6““’/’1 dpdp =
m

— [ Sweta = w22+ 12) di = ol ) = (o) (631)

A Wigner-fiiggvény x szerint integrélja:

/W(x,p) dx = ﬂlh // O (x — ) 2)0(x + p)2)e M dy d, (6.32)

amiben viszont a 4 = y — z és x = (y + z)/2 valtozétranszformdcidval attérhetiink az y és z szerin-
ti integralokra, ahol az integral két (inverz) Fourier-transzformalt szorzataként irhat6. Mivel a Jacobi-
determindns 1 kapjuk, hogy,

1 ‘ , ~
/W(:U,p)dx = %/w*(z)e”pz/hdz/w(y)e”/p/hdy = [(p)|*. (6.33)

A [6.31] és [6.33] formuldk szerint a margindlis siriségek éppen a megfeleld koordindta és impulzus-
reprezentdciobeli valddi valdszintiségstirliségek. A fontiekbdl az is latszik, hogy tiszta dllapotra:

// W (z,p)dxdp = 1. (6.34)
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[ 6.4 Feladat: Bizonyitsuk be ugyanezt a (6.34) normdltsdgi tulajdonségot kevert dllapotra. ]

(7ii) A Wigner-fliggvény bizonyos tartomdnyokon negativ értékd is lehet.

Tekintsiik példaként a harmonikus oszcillator staciondrius u, (x) dllapotaihoz tartozé Wigner fiiggvé-
nyek értékét a fazistér (x = 0, p = 0) origéjdban. A definiciébdl és az u,, normaltsagabdl kovetkezben

W, 0,0) = — [z w)un(-9)de = (-1 639

u,(0,0) = — [ u, (y)un(—y)de = —(—1)", .

" mh 4 Y mh

mivel az u,, allapotok az n kvantumszadm paritdsatdl fiiggd sajatértékkel a paritds sajatallapotai, azaz
un(—y) = (—1)"u,(y). Lthat6, hogy a pdratlan n-hez tartozé dllapotok Wigner fiiggvénye az origéban
negativ, mig paros n esetén ez pozitiv.

Igy a Wigner-fiiggvény bizonyos tartomanyokon altaldban negativ értékii is lehet. Mivel egy szokdsos
klasszikus valdszintiségi stirliségfiiggvény mindig nemnegativ, ezért a W fliggvényt kvdzivalosziniiségi-
striségfiiggvénynek nevezziik.

(iv) Két éllapot atfedésének mértéke a megfeleld Wigner-fliggvények szorzatdnak integraljaval aranyos.

Két Wigner-fiiggvény szorzatintegrdlja a kovetkez6képpen szdmolhato ki. El6szor a p szerinti integ-

rélast hajtjuk végre és hasznaljuk, hogy / eI/ My — 97k (1 — 1), amibdl

/dxdp Wy (z, p)Wo(x, p) = ﬁ/dwdp [/Wx — /20" (x + p/2)e M dp | x
X U o (x —v/2)p(x +v/2)e /" dy} -
= % / dx / (= /20" (@ + 1/2)" (x — v/2)p(x + v/2)6 (1 — v) dvdp = (6.36)

N % d / U@ — /29 (@ + p/2)¢" (@ — p/2)e(@ + 1/2) dp.

Itt attériink az z— /2 = y, x+pu/2 = 2z véltoz6kra, és hasznaljuk, hogy a Jacobi determinans J(242) = 1.

. 8rZ
Kapjuk, hogy

[ stz Weten) = 5 [ o) dy [0 @) de = 5 wIAE, 637

azaz a két Wigner-fiiggvény szorzatdnak integrdlja a megfeleld két dllapot belsd szorzatdnak abszolut
érték négyzetét adja az 1/2wh = 1/h tényez6tdl eltekintve.
Minthogy a 1) dllapotok éltaldban fiiggenek az id6tdl, a Wigner-fiiggvény is véltozik id6ben a:

Wiept) = = [0+ yt)ule .0 dy (©38)

képletnek megfelelen. A W (x, p, t)-re potencidlos (konzervativ) erStérben mozgé részecske esetén egy
olyan mozgdasegyenlet is folirhatd, amely W id6derivéltjat a W x és p véltozoi szerint vett parcidlis deri-
valtjaival hatdrozza meg. Altaldnos esetben azonban ez egy rendkiviil bonyolult alaku parciélis egyenlet,
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ezért azt a legritkdbb esetben hasznéljuk. Ehelyett inkabb a ¢/-re vonatoz6 szokdsos Schrodinger egyenlet
megolddsat irjuk be minden id6pillanatban a W definicigjat adé integrélba.

Abban a szdmunkra fontos specialis esetben azonban, amikor a potencidlis energia x2-el ardnyos,
azaz egy szabad harmonikus oszcilldtor esetében, meg lehet mutatni, hogy a Wigner-fiiggvény egysze-
rien az oszcillator w frekvencidjaval megegyezd szogsebességgel forog korbe a fazistér folott mikozben
alakja valtozatlan. Ez ugyanaz a tulajdonsag, amit a klasszikus Liouville egyenletbdl is kaptunk, ami a
harmonikus oszcillator kitiintetten egyszerli kvantummechanikdjanak a kovetkezménye.

6.5. A Wigner-fiiggvény a kvantumoptikaban

A kvantumoptikdban kiilonosen kiterjedten hasznaljak az dllapotok jellemzésére a Wigner-fiiggvényt.
Ennek egyik oka, hogy egy mddus esetén a két kvadratira az X €s az Y ugyanolyan folcserélési relacio-
nak tesz eleget mint a mechanikai rendszer koordinata és az impulzus operdtora. Ezen foliil a kvantum-
optikai esetben a két operator teljesen egyenrangu, igy a fazisteres leirds, amely ezt az egyenranguisagot
a maga természetes modjan hangsilyozza, teljesen kézenfekvs. A kovetkezdkben attekintjiik a legfon-
tosabb moéduséllapotok Wigner-fiiggvényeit és rdmutatunk arra, hogyan tiikroz6dnek tulajdonsdgaik a
Wigner-fiiggvényiikben.

Az X és Y kvadratira operatorokkal jellemzett kvantumoptikai médus esetén egy tiszta [¢)) dllapot
karakterisztikus fliggvényét a definicionak megfelelden a

Xo(A ) = ([ (6.39)
kifejezéssel, dltaldnosabban pedig p a strliségoperatorral megadott keverékekre is érvényes
Xo(A ) = Tr (pe’O¥H)) (6.40)

formuldval adjuk meg. Itt az X +#Y)

allapotok bevezetésénél megismert

operdtor az X = (a+a')/2,Y = (a — a')/2i alapjan a koherens

D(B) = exp(Ba’ — f*a) (6.41)

eltoldsi operatorként is irhatd, a 5 = (—u + i\) /2 azonositdssal. A karakterisztikus fiiggvény ebben a [
komplex valtozéban

. ~ Bat—p*a
X3(B) =Tr (pD(B)) = Tr(pe™ ~77). (6.42)
Ezutdn a Wigner-fiiggvény az el6z6ek szerint, az o = x + iy valtozéban

Wila,y) = Wyla) = % / / Tr(p D(B)) e~ @ = (6.43)

_ % / / Tr (/3 eﬁa*—ﬁ*a) ¢~(Ba"=5"0) (Re3)d(Imf)

ahol a h hidnya az [X,Y] = i/2 kommutdtor kdvetkezménye, az 1/2? prefaktort pedig a (u, \) —
(Ref3, Imf3) véltozé-helyettesitéskor follépd Jacobi determindns tiinteti el.
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6.5.1. Koherens allapot Wigner-fiiggvénye
Az |ap) koherens éllapot egy tiszta dllapot, amelynek stiriségoperatora
Pay = o) - (6.44)
Szamitsuk ki elSszor a x;(8) =Tr(pa,D(5)) = (| D(B) |aw) karakterisztikus fuggvényt. A BCH
azonossagot haszndlva:
at—B*a
Xao = {a0] D(B) o) = (v e ag) =
= e IBP/2 (| P e P |ay) = e 181*/2e 06 ~0 0 (6.45)

Ebbdl a Wigner-fiiggvényre (az integralok alatt kettSs integralt értve):

1 . 1 . .1 g
Woy (@) = / Xeo(B)e™ B> )g2p = = / e PP en b Py = (6.46)

2 T

Az ilyen tipusu integralok kiszdmitdsahoz hasznaljuk az
1 _ 2 * * 1 _ 2
- e NI Bra—Ba dQﬁ — Zelel*/y (6.47)
™ v

integralformulét, ami tulajdonképpen az e8I kétvéltoz6s Gauss stirliség kett6s Fourier-transzforméltja,
s errdl tudjuk, hogy az maga is egy Gauss fiiggvény.

6.5 Feladat: Bizonyitsuk a (6.47) integralképletet a 5 és az o valds €s képzetes részre val6 bonta-
saval.

A fonti formuldval a (6.46)-bol a koherens allapot Wigner-fiiggvényére a

Wao(a) = %e“%'z (6.48)
eredményt nyerjiik. Lathato, hogy ez a fiiggvény sehol sem negativ, és be lehet bizonyitani, hogy a tiszta
dllapotok koziil ez a nemnegativitas csak az oszcilldtor intelligens dllapotaira érvényes, azaz azokra, ame-
lyek minimalizaljak a két kvadratira szorzatdra vonatkoz6 bizonytalansagi relaciot, tehat az intelligens
allapotok részhalmazat képezd koherens allapotokra is. Ez utébbiakat neveztiik kvaziklasszikus allapo-
toknak. Megjegyezziik, hogy a kovetkezdkben targyalandd préselt koherens éllapotokat, amelyekre a
Wigner-fiiggvény még szintén mindeniitt pozitiv, mar nemklasszikus allapotoknak szokds nevezni. A
préselt allapotok szemléltetésére a Wigner-fiiggvény egyébként kiilondsen alkalmasnak bizonyul majd.
Azokat az allapotokat viszont, amelyeken a Wigner-fiiggvény negativ értéket is folvesz itt er6sen nem-
klasszikus dllapotoknak fogjuk nevezni.

6.5.2. Fotonszam sajatallapotok Wigner-fiiggvénye

Er6sen nemklasszikus dllapotokra példa egy fotonszdm sajatallapot (a vakuumot kivéve), amelynek
Wigner-fiiggvényét itt részletes levezetés nélkiil kozoljiik. A karakterisztikus fiiggvény alakja

Ximy(B) = (n] D(B) |n) = (n|? =7 |n) = &7 1F/2 (| ePa’e =57 |n) (6.49)




6.5. A WIGNER-FUGGVENY A KVANTUMOPTIKABAN 77

6.3. dbra. Néhany szamallapot Wigner-fiiggvénye. a) Vakuum éllapot, b) Az |1) szamallapot. c¢) Az |5)
szamallapot

ami az a és a' operétorok |n)-re val6 hatdsabdl kiértékelhetS. Az eredménybdl Fourier-transzformacidval
kiszdmithat6 a szamallapot Wigner-fiiggvénye:

W (a) = (_Tl)ne2la|2Ln(4|a]2), 6.50)

ahol L,, az n-edik Laguerre polinom. Lathat6, hogy W, («) fiiggvény csak |«|?-t6l fiigg, tehat (6.50)
az « sikon egy hengerszimmetrikus fiiggvényt hatiroz meg. Mivel a polinomnak n zéréhelye van, és
az azt szorz6 exponencidlis mindig pozitiv, ez a Wigner-fiiggvény n-szer metszi az « sikot, csucsa az
a = 0 helyen van, értéke pedig ott n paritdsdnak megfeleléen pozitiv vagy negativ, amint azt mdr lénye-
gében kordbban is lattuk. Meg lehet mutatni, hogy a W, («) fiiggvény legkiilsé inflexis pontja éppen
||? = n-nél van, azaz ott, ahol a fiiggvény értéke a fotonszdm varhato értékével egyezik meg. Ennek a
fliggvénynek az o sitkon megjelend hengerszimmetridja azt jelzi, hogy a szamallapotban az allapot fazisa
teljesen hatdrozatlan mivel az eloszlds az arg « szerint teljesen egyenletes.

p
A Animécié:
Az alabbi linkrdl elérhetd animécidban az egyes szamdllapotok
Wigner-fiiggvényét dbrazoltuk. A forgathaté 3D dbrdkon figyel-
. jik meg, hogy mely n-ekre vesz fel a Wigner-fiiggvény negativ
“ y f értékeket.
S . http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demcs/WignerkFunctionOfHarmonicOscillator—dp.

html

6.5.3. Termikus allapot Wigner-fiiggvénye

A termikus dllapot Wigner-fiiggvényéhez a Tr(or D(«)) karakterisztikus fiiggvényt kell Fourier-
transzformalni. Szamitsuk a spurt a szdmallapotok bazisan.

o]

Tr(or D(a) = Y (1 — ) (n|2" D(a)|n). (6.51)

n=0


http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/WignerFunctionOfHarmonicOscillator-dp.html
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/WignerFunctionOfHarmonicOscillator-dp.html
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/WignerFunctionOfHarmonicOscillator-dp.html
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Az eredmény:

2 hw 2
_ = h —2|a|? tanh(hw/2kT) 52
Wr(a) - tan <_2/<:T) e (6.52)

ami a T = 0 helyen visszaadja az |n = 0) alapallapot, illetve ami ugyanaz, az |« = 0) koherens allapot
Wigner-fiiggvényét.

6.4. abra. Termikus allapot Wigner-fiiggvénye

6.6. Tovabbi kvazivaloszintiségi stirtiségfiiggvények

A teljesség és az irodalmi tdjékozddas kedvéért megjegyezziik még, hogy a Wigner-fiiggvényen ki-
viil mds kvazival6szintségi stirliségfiiggvények is haszndlatosak. Ezek koziil megemlitjiik a Wigner-
fliggvényen kiviil leggyakrabban hasznalt un. Husimi (vagy a japdn nevet helyesebben atirva Fusimi)

téle ;() stirtiségfiiggvényt, amely definici6 szerint a kérdéses allapot stirtiségoperatoranak varhat6
értéke az |«v) koherens dllapotokon mint az o paraméter fiiggvénye:

Qsla) = — (al pla) 6.5

ahol az 1/7 faktor az [ Q;(a) d*av = 1 normaldst biztositja.

Minthogy a p nemnegativ operétor, a (;(«) a Wigner-fiiggvénnyel ellentétben sehol sem negativ.
Egy |¢) tiszta dllapotban, amikor p = |1))(¢)| ez a fiiggvény a

Quur(@) = = (alo)vl a) = —| (o) P (654

alakot olti.

6.6 Feladat: Mutassuk meg a fonti [6.54] @) fiiggvény normdltsagi tulajdonsdgit.
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Egy tovabbi kvazivaloszintségi slirliségfiiggvény a R. Glauber és E. Sudarshan dltal bevezetett G4gy-
nevezett P fiiggvény. Mint tudjuk, egy normélhaté p stirségoperitor (Trp = 1) egy |uy) tetszSleges
valédi ortonormalt bazisban dltalaban nem diagonalis:

p=> prlu)ul, (6.55)
k,l

de szigoriian diagonaliz4lhaté. Erdekes médon azonban a koherens dllapotok tilteljes rendszerén minden
p stirliségoperdtor formdlisan diagonalis alakiva tehet$ egy alkalmasan valasztott P;(«) “fiiggvénnyel”,
ami azt jelenti, hogy teljesiil a

p= /Pf,(a) la)a| d*a (6.56)

s e

egyenlGség. A fuggvény sz6 idézGjelét az indokolja, hogy a P;(«) dltaldban ersen szinguldris kifejezés.
Egy |ap) koherens dllapotra lathat6lag

Py () = 8*(a — ap), (6.57)

azaz mér a legklasszikusabbnak tekinthetd tiszta allapotokra, tehat a koherens allapotokra sem egy valddi
fliggvény. Még inkdbb igy van ez pl. egy szdmallapot esetén, ahol a megfeleld P fiiggvény a Dirac-delta
derivaltjaival adhaté meg. (A részleteket illeten az irodalomra utalunk.) A P fiiggvény csak bizonyos
keverék allapotok esetén valik a szokdsos értelemben fliggvénnyé, pl. termikus dllapotok esetén, ezért
haszndlata is leginkdbb azok leirdsandl hasznos.

|Pnn’]
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. ]
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O -
o N
=
o -
]
*
=0

8 8 s 8 8 8
4 4 n 4 4 n 4 4 4 4 4 4
F 08 08 06 05
g ‘ 08 : ‘ , A ‘M,
p "
S
2 00 0.0 0.0 0.0 0.0
=5
bl oy vypv v
ol
s 08 - P 2 - - _,,;_().3 S ) ,2 06 g 2 0.5 LG P 2
< T '," — ‘a\\ ’_" — T = =
—\2\\-1.\ 0 gy 0 -2 ~g <0 2 = 0 2 g o
0,72 Im@ 0,72 Ima) 0,72 Img) 0,72 Im@) 0,72 Imfa)
Rela) Re{a) Re(a) Re(a) Re(a)

6.5. dbra. Az alsé dbrasoron az S. Haroche (Parizs) csoportja éltal végzett kisérletek sordn el6allitott
szamallapotok mérési eredmények alapjan rekonstrudlt Wigner-fiiggvénye lathaté. Mig a fels6 dbran az

allapot redukalt stiriségmatrixdnak elemeit kovethetjiik. Lasd|11|fejezet. Forras: |co://mw.nature.con/nature/

journal/v455/n7212/pdf/nature07288.pdf


http://www.nature.com/nature/journal/v455/n7212/pdf/nature07288.pdf
http://www.nature.com/nature/journal/v455/n7212/pdf/nature07288.pdf
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( . . )
A\ Animécié:
Ez a gif animdci6 koherens dllapot Wigner-fiiggvényének id6fej-
) 16déSét SZemléltetl. FOI'I‘flS: http://www.av8n.com/physics/coherent-states.htm
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/glauber-movie.gif
- J
( . . )
[\ Animécié:
Ez a gif animacié amplitido préselt dllapot (1asd |7| fejezet)
Wigner-fiiggvényének idofejlodését szemlélteti. Forras: — hcep:
e //www.av8n.com/physics/coherent—states.htm
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/glauber-movie-squeezed.gif
& J
( )
A Animécié:
Ez a gif animécid fdzis préselt dllapot (1asd El fejezet) Wigner-
fliggvényének id6fejlodését szemlélteti. Forras: ncep://waw.aven. con/
- physics/coherent-states.htm
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/glauber-movie-squeezed-90.gif
- J
( . . )
[\ Animécié:

= = " Ezen az animécién az un. préselt dllapot (ldsd 7| fejezet)
T: n Wigner-fiiggvényének idofejlodését kovethetjik nyomon. Az
s egyes valtozokra valé kiintegraldssal kapjuk a masik valtozo

LI valdszintiségi-stirliségfiiggvényét, amelyet szintén dbrazoltunk.

http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/

TimeEvolutionOfSqueezedQuantumStatesOfTheHarmonicOscillator—dp.html

Ellenorzo kérdések
1. Mire vonatkozik a Liouville egyenlet?

2. Mit jelent a Weyl szimmetrizalds a kvantummechanikéban?

3. Mit neveziink karakterisztikus fiiggvénynek?


http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/glauber-movie.gif
http://www.av8n.com/physics/coherent-states.htm
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/glauber-movie.gif
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/glauber-movie-squeezed.gif
http://www.av8n.com/physics/coherent-states.htm
http://www.av8n.com/physics/coherent-states.htm
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/glauber-movie-squeezed.gif
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/glauber-movie-squeezed-90.gif
http://www.av8n.com/physics/coherent-states.htm
http://www.av8n.com/physics/coherent-states.htm
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/glauber-movie-squeezed-90.gif
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/TimeEvolutionOfSqueezedQuantumStatesOfTheHarmonicOscillator-dp.html
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/TimeEvolutionOfSqueezedQuantumStatesOfTheHarmonicOscillator-dp.html
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/TimeEvolutionOfSqueezedQuantumStatesOfTheHarmonicOscillator-dp.html
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10.

. Milyen el6iras vezet egy kvantumallapot Wigner-fiiggvényéhez?

. Soroljuk fol a Wigner-fiiggvény tulajdonsdgait?

. Hogyan definidljuk egy médus éallapotanak Wigner-fiiggvényét?

. Mik a jellegzetességei egy koherens allapot Wigner-fiiggvényének?
. Mik a jellegzetességei egy szdmallapot Wigner-fiiggvényének?

. Mik a jellegzetességei egy termikus allapot Wigner-fiiggvényének?

Milyen tovabbi kvazivaldszinliségi stirliségfiiggvényeket szokds haszndlni a mez6 allapotainak jel-
lemzésére?



82

6. FEJEZET. WIGNER-FUGGVENY



7. fejezet

A mezo préselt allapotai

7.1. Bevezetés

Az 1980-as évek masodik felében sikeriilt el6szor elddllitani egy mezé modus olyan dllapotét, amely-
ben az egyik kvadratira szérdsa kisebb volt mint a vakuumadllapotban. Ezek a préseltnek nevezett (an-
golul squeezed) dllapotok rendkiviil nagy érdeklddést véltottak ki, akkor els6sorban pusztan a 1étezésiik
lehetségének bizonyitottsdga miatt. Elméletileg egy ilyen éllapot hullaimfiiggvényét mar a kvantum-
elmélet sziiletése idején folirta Schrodinger egy kvantummechanikai oszcillatorra, de kvantumoptikai
szempontbol csak az 1970-es években kezdddott meg ezek tanulméanyozdsa. A fejezetben el0szor meg-
adjuk a préselt dllapotok definici6jit, majd megvizsgaljuk a tulajdonsagaikat, targyaljuk az ilyen mez6-
allapotok keltésnek és detektalasdnak mddjat, végiil megemlitiink néhany alkalmazast.

7.2. A kvadratira operatorok

Tekintsiink egyetlen médust, és a nem onadjungalt a és a operdtorok helyett hasznaljuk ismét az

1 _ ot
L 7.1)
2 21

X —

kvadratdra operatorokat, melyek segitségével egyetlen médus elektromos térerésség-operdtorat az
E=2¢, [Xsin(wt—k-r)—Ycos(wt —k-r)] (7.2)

valos alakba lehet irni. Az X és Y kommutatora
7

X Y] =

(7.3)

és ennek nem eltind volta miatt az X és Y operdtornak megfelel6 két fizikai mennyiség nem mérhetd
egyidejtileg, és a szérdsaik szorzatdra fonnall a

AX AY > % (7.4)

Heisenberg tipusd egyenlGtlenség. Mint a 4. fejezetben léttuk, egy |«) koherens dllapotban mind az X
mind az Y operdtor szérdsa 1/2. Ebbdl az is latszik, hogy minden koherens éllapot, beleértve az |aw =

83
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0) = |0) vdkuumadllapotot is, egy minimalis bizonytalansagu, ugynevezett intelligens dllapot, amelyre a
két sz6rds szorzata éppen a minimum. Ezért szoktuk az |«) koherens éllapotot gyakran tigy dbrazolni,
hogy a komplex sikon az « pont koriil egy AX = AY = 1/2 sugard kort rajzolunk, s ez az amit a
Wigner fliggvény segitségével egzakt mdédon is megfogalmazunk.

Nyilvanvalé6 médon azonban elgondolhatéak olyan allapotok is, amelyekre valamelyik kvadratdra
szordsa kisebb mint 1/2, azaz kisebb mint a vdkuumadllapotban, de ez a egyenldtlenség miatt termé-
szetesen csak a masik kvadratiira szordsdnak a rovasdra torténhet, amelynek viszont ez esetben 1/2-nél
nagyobbnak kell lennie. Az ilyen dllapotokat préselt — az angol terminoldgidval squeezed — dllapotoknak
nevezziik. Az aldbbiakban ezek koziil olyan préselt dllapotokat fogunk vizsgalni, amelyre a szérasok
szorzata éppen a minimdlis 1/4, (ezért ezek még un. intelligens allapotok is lesznek), de a két szords a
préselés miatt nem egyezik meg. egymadssal.

7.3. Préselt vakuum és préselt koherens allapotok

A préselt dllapotok bevezetéséhez tekintsiik az:

S(z) = exp (%z(aT)Q - %z*cﬁ) (7.5)

“préseld” (squeezing) operatort, ahol .
z = re®? (7.6)
tetszOleges komplex szdm, amelyben r > 0 valés. Amint az konnyen belathato:
ST(z) = S(—2) = S7\(»), (7.7)

tehdt a préselS operator unitér. A []fejezetben targyalt (4.93)) operdtorazonossdg segitségével megmutat-
hatok a kovetkezd Osszefiiggések:

ST(2)a S(z) = acoshr + a'e? sinhr =: a, (7.8)
ST(2)a'S(z) = a' coshr + ae™* sinhr =: af (7.9)

Az S(z) operitorral a préselt vdakuum dllapotot a kovetkezSképpen definidljuk:
|0, 2) := S(2)]0). (7.10)

Ez az allapot, mivel a normalt vdkuum allapotbdl egy unitér operator transzformélja, szintén normalt.

Mint l4tni fogjuk, a préselt vdkuum legfontosabb tulajdonsaga, hogy az S(re??) operétorral a 6 + 7 /2
irdnyd kvadratira szérdsat lecsokkentjiik, “0sszepréseljiik” a € irdnyud kvadratiira szérdsanak a rovaséra.
A 0 illetve a 0 + /2 irdnyt kvadratirak operatorait az

1 . .
Xy = é(ae_ze +a'e™) = X cosf + Y sin6, (7.11)
1 ) )
Yy = Xojns2 = g(ae’le —a'e™) = —Xsinf + Y cosd (7.12)
i

Osszefliggésekkel definidljuk.
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7.1 Feladat: Igazoljuk, hogy [ Xy, Yy] = i/2 a 0 értékétol fiiggetleniil.

Préselt vakuum dllapotban ezen operatorok varhaté értéke eltlinik, hasonléan a kozonséges vakuum-

hoz, ezért is szerepel a nevében a vakuum.
Valéban, mivel

ST(2) Xp S(2) = 5(@6”9 coshr 4 ae® sinhr) + 5(@*6“9 coshr 4+ ae™sinhr) = Xpe',

illetve
ST(2)Ys S(2) = Yye.

Ezért
(0, 2| Xy|0, z) = <0\ST(z) Xy S(2)|0) = (0] X4]0)e" =0,

hiszen a és a' vérhaté értéke a vakuumban eltiinik. Hasonl6an
(0, z|Yp0, 2) = 0,
és ez tetszbleges 6 esetén, azaz specidlisan X -re és Y -ra is, fonnall.

Im Im

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)

7.1. abra. (a) Vakuum éllapot és (b) Préselt vakuum éllapot szemléltetése a komplex szamsikon.

A préselés hatédsa a szordsokban mutatkozik meg.

(AX)fo,.y = (0,2 X510, 2) = (0]S7(2) X§ S(2)|0) =
= (0]5(2) X5 S(2) ST(2) Xy S(2)]0) = (0| X2]0) >

(7.17)

Az X, operdtor négyzetét a (7.11) kifejezésb6l kiszamitva az a-k és af-ok szorzatait tartalmazé tagok

koziil a valédi vakuumban csak az aa' /4 véarhat6 értéke nem tiinik el és éppen 1/4-et ad. Igy

2r —2r

(& (&
<O,Z|X§|O,Z> = Ia <O,ZD/92|0,Z> =

(7.18)
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Tehat az S(re??) operatorral préselt vdkuumban a 6 irdnyd kvadratira szérdsa e” szeresére né, mig
a rd merdleges kvadratira szérdsa ugyanilyen ardnyban lecsokken. Az eredeti X és Y kvadratirdk
szorasnégyzete ezeknek és alapjan Xy és Yp-val valé X = Xgcosf — Yysin6, Y =
Yy cos 0 + Xy sin 0 kifejezése alapjan:

(0, 2] X210, 2) = (0, 2| X70, 2) cos® 0+ (0, 2| Y;?|0, ) sin® 0 — (0, 2| Xy Yy + Y5 Xp|0, 2) cos @ sin 0. (7.19)

Az utols6 tagban a két operator varhat6 értékének 6sszege ellentétes eldjell eredményt ad, ezért

2r —2r

(AX).) = cos? 0+

7 sin’ 0. (7.20)

Ennek alapjdn a z = re*? paraméterrel jellemzett préselt vakuumot tigy szokds dbrdzolni, hogy az xy
sikon egy origd kozéppontu ellipszist rajzolunk, amelynek nagytengelye az x irdnnyal 6 szoget zar be,
és a tengelyének hossza e*", mig a kistengely hossza e~%". Ellipszisiink egy a  irdnyra merdlegesen
Osszenyomott (préselt) kornek tekinthetd.

7

Az el6z6ek altaldnositdsaként egy un. préselt koherens dllapotot a kovetkez6képpen definidlunk:
la, z) = D()]0, z) = D(a)S(2)|0). (7.21)

Vagyis el6szor “Osszenyomjuk’™ a vakuumallapotot, majd eltoljuk azt az o paraméternek megfelelé mo-
don. Egy préselt koherens éllapotban az X kvadratira varhat6 értéke:

(@, 2| X, 2) = %<0|5T<z)p(a)f(a +a"D()S(2)|0) = %<0|(az +a+al +a)0) = Re(a). (7.22)
Es hasonléan:

(o, z|Y |y, 2) = Im(a). (7.23)

A szérasok kiszamitdsat nem részletezziik, megmutathatd, hogy azok ugyanakkordk mint a préselt vaku-
umban.

Im

e

7.2. abra. Préselt koherens allapot szemléltetése a komplex szamsikon.

A préselt koherens allapot id6fejlddését is levezetés nélkiil kozoljiik:

|, 2)¢ = |a(0)e ™", 2(0)e™ "), (7.24)
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Im

7.3. abra. Préselt koherens allapot id6fejlodése négy kiragadott idGpillanatban.

A préselt dllapotoknak az az igen hasznos tulajdonsaga, hogy egy ilyen allapotban a préselt kvadratira
értékét pontosabban lehet mérni mint pl. egy koherens dllapotban. Ez az elény akkor jelentkezik, ha a
mérdberendezés zaja olyan kicsi, hogy a mérés pontatlansagat mér csak a kvantumos szords nemelt{ind
volta hatdrolja be. Ha ilyen esetben biztositani lehet, hogy a mérés mindig a préselt és ne a nyujtott
kvadratdrat regisztrélja, pl. egy fazisérzékeny detektaldssal, akkor a mérés zajossagat csokkenteni tudjuk,
és annak a hatdarozatlansagi relacié nem szab korlatot.

A |y, z) = D(a)S(2)]0) kvadratira préselt dllapot Wigner-fiiggvénye analitikusan meghatarozha-
t0, az eredmény a 6 = 0 esetben, az ag = xg + Y9, 2 = €" paraméterezéssel

_ 2 o 2
Wiag.) (@) = Wigg oy (2,y) = %GXP {—2(:6 )" o= %) } . (7.25)

627" 6727“

Ha a préselt koherens éllapotban pl. a § = 0 és az Ima = 0, az azt jelenti, hogy a bizonytalansagi
ellipszis hossztengelye sugérirany, igy fazisdnak bizonytalansaga kisebb mig az amplitido bizonytalan-
sdga nagyobb mint egy koherens allapotban, ez egy préselt fazisu vagy mdsnéven fazispréselt allapot. Ha
a forditott sz€1s6 eset all fonn azaz 6 = 0 és Rea = 0, az azt jelenti, hogy a bizonytalanségi ellipszis a
sugdrirdnyban van 0sszenyomva, ez egy amplitddé préselt allapot.

Az |«, z) dllapot kifejthet$ a szdmadllapotok szerint:

la, z) = ch(a, z) n) (7.26)

n

azonban bonyolultsidga miatt ezt a kifejtést, azaz a ¢, («, z) egyiitthatok explicit alakjat itt nem részletez-
ziik, 14sd pl. [4]. Ehelyett a[7.5]dbran bemutatjuk a kifejtési egyiitthatok abszolut értékének négyzetét két
esetben az n szam fiiggvényében. Ezek tehat azt adjak meg, hogy egy préselt koherens dllapotban milyen
valoszintiséggel mérjiik a fotonok szamét n-nek.
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Noise current ig [a.u.]

1 1 1 : 1 1
0 100 200
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(a)

7.4. dbra. (a) Az elektromos mez§ zaja kiilonboz6 mddon préselt allapotokban. A legfolss éllapot a va-
kuum, a kovetkezd a préselt vaikuum, a harmadik egy fazispréselt, az 6todik egy amplitidépréselt allapot.
A negyedik éllapotban a 48°-0s kvadratira préselt, azaz 0 = 138", (b) Az 6t dllapot oszcillalé hullam-
csomagja. (c¢) Az ot dllapot Wigner-fiiggvénye. A dbran ldtsz6 ,,gylir6dések” a kisérleti pontatlansdagok
kovetkezményei. Forras: nccps://en.wixipedia.org/wiki/squeezed conerent_state


https://en.wikipedia.org/wiki/Squeezed_coherent_state

7.3. PRESELT VAKUUM ES PRESELT KOHERENS ALLAPOTOK

Amplitudo préselt dllapot: o = /8.9, r=10.5, 6 = 7/6
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Fézis préselt allapot: o = /8.9, r = 0.5, § = 47/6

7.5. dbra. Példék (a) szub-Poisson (4.46)), illetve (b) szuper-Poisson (4.47) eloszldst mutaté préselt élla-

potra.

A fotonszdm vérhato értéke egy préselt allapotban:

(A) = |a/* + sinh?r (7.27)
azaz préselt vakuumban (o = 0) sem tiinik el.
7.2 Feladat: Vezessiik le a (7.27)) 0sszefiiggést.
( )

& Animacio:

Ezen az animéacion az Y kvadratira varhatoé rtékének és szorasa-
nak idSbeli véltozasat figyelhetjiikk meg az |ae = 4) koherens dlla-
pot esetén.

http://ggbtu.be/mtCL6EF63

p
& Animaécio:

Ezen az animécién az Y kvadratdra véarhato értékének és szora-
sanak id8beli valtozast figyelhetjiik meg |a = 4,2 = 0.5 e*'25)
amplitido préselt dllapot esetén.

http://ggbtu.be/msQN7IFyT

p
& Animaécio:

Ezen az animacion az Y kvadratdra varhato értékének és szora-
sénak iddbeli valtozdsat figyelhetjiik meg |a = 4,2 = 0.5 €*'99)
fdzis préselt dllapot esetén.

http://ggbtu.be/mXqulLeyzY|



http://ggbtu.be/mtCf6EF63
http://ggbtu.be/mtCf6EF63
http://ggbtu.be/msQN7IFyI
http://ggbtu.be/msQN7IFyI
http://ggbtu.be/mXguLeyzY
http://ggbtu.be/mXguLeyzY
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( L pd [ \
A\ Animécié:

Ezen az animdcion az Y kvadratira varhat6 értékének és szordsa-
o nak id6beli véltozdsat figyelhetjiik meg | = 2.6, 2 = 0.9 e208)
o &F O amplitidojdban és fdzisdban is préselt dllapot esetén.

http://ggbtu.be/mf0E9x0Q1

i Ezen az interaktiv Geogebrés animdacion az Y kvadratura varhat6
- ’ értékének €s szoérasanak idSbeli valtozasat figyelhetjiikk meg tet-
e AWAWANA sz6leges |a, z = re??) préselt dllapot esetén, ahol r és 6 paramé-
terezi a préselés mértékét.

http://ggbtu.be/mkYkGtVjn|

Az interaktiv animéci6 segitségével egy modus préselt dllapotat
tanulmdnyozhatjuk, a megfeleld hullamfiiggvény segitségével
(lasd 2] fejezet végén).

http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/

HarmonikusOszcillatorPreseltAllapot .nbp

7.4. Préselt fény eloallitasa parametrikus konverzidval

Kérdés az, hogy hogyan lehet a valésdgban egy préselt dllapotot 1étrehozni. Mivel az S(z) operator
a fotont kelt6 és eltiintetd operatort a négyzeten tartalmazza, ezért kétfotonos folyamatokban vérhat-
juk préselt fény megjelenését. Préselt vakuumot eldszor 1985-ben sikeriilt eldéllitania Slushernek és
munkatarsainak igynevezett négyhullamkeveréssel Na gézben [7]]. Ezt kovetéen Kimble és munkatarsai
egyszer(ibben, optikai parametrikus erdsitvel generaltak préselt vakuumot 1987-ben [8]].

p
Olvasnivalo:
Cikkek a préselt fény elsd kisérleti elollitdsardl: Observation of Squeezed States Generated by Four-
Wave Mixing in an Optical Cavity: http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.55.2409
Generation of Squeezed States by Parametric Down Conversion: http://dx.doi.org/10.

L 1103/PhysRevLett.57.2520 )

Al4bb egy olyan kisérletet mutatunk be, amelyben Mlynek és munkatérsai intenziv préselt dllapotot
is létrehoztak és mértek. Az eljards azon alapszik, hogy egy megfelelden gerjesztett nemlinedris kristaly
atomjai a bees6 2w frekvencidju intenziv fénybdl két olyan, wy illetve wo korfrekvencidji nyaldbot gene-
ralnak, amelyekre érvényes az w; + wy = 2w Osszefiiggés. Ezt nevezziik parametrikus lekonvertalasnak,


http://ggbtu.be/mf0E9x0Q1
http://ggbtu.be/mf0E9x0Q1
http://ggbtu.be/mkYkGtVjn
http://ggbtu.be/mkYkGtVjn
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/HarmonikusOszcillatorPreseltAllapot.nbp
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/HarmonikusOszcillatorPreseltAllapot.nbp
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/HarmonikusOszcillatorPreseltAllapot.nbp
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.55.2409
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.57.2520
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.57.2520
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amely az 0sszegfrekvencia keltés forditottja. Specidlis esetben elérhetd az w; = ws = w Ugynevezett
degenerdlt eset. Mint aldbb megmutatjuk, ez esetben a lekonvertalt médus préselt dllapotu lesz.
A degenerdlt parametrikus folyamatot j6 kozelitéssel a kovetkezd modell-Hamilton operatorral lehet
leirni:
H = h2w agag + hw a];al — ihx® (a%a; — a{2a2> (7.28)

Az elsé tag a gerjeszté 2w frekvencidju a; médust irja le, ennek kelt6 és eltiintetd operatorat jeloli ag
és as. A masodik tag a lekonverzié kovetkeztében megjelend fele akkora frekvencidju a; moédus. A
harmadik tag a nemlinedris kristaly 4ltal 1étrehozott kolcsonhatds a médusok kozott. Itt y(?) a masodrendi
nemlinedris szuszceptibilitds, az a? a9 tag azt jelzi, hogy a kristdlyban eltiinik egy foton a 2w frekvencidju
as modussban és helyette keltddik kettd az a; mdédusban, illetve a forditott folyamat is lehetséges, azaz
eltlinik két a; foton és keltddik egy a, tipusu.

Most alkalmazzuk az ugynevezett parametrikus kozelitést, amelyben a H operator varhatd értékét
vesszilk az ay gerjeszté médus |Sye 2*t) koherens dllapotdban (itt 3, alland6). Ennek jogossagét az a
fizikai tény jelzi, hogy ez a mddus egy er6s klasszikus mezd, amelynek kvantumos jellemzdit elegendd
atlagosan figyelembe venni. A h2w agag—bél szdrmaz6 h2w|f|? dllandé tagot elhagyva, az operdtorunk
alakja

H = hwalay — ih(n*a? ¥ —pal® e 2% = Hy + K, (7.29)

ahol n = Byx?. Figyeljiik meg, hogy a K kolcsonhatdsi Hamilton operator exp{—iK/h} alaki ex-
ponencializaldsa egy olyan evoliiciés operatort jelent amely egy S(2ne2*") préseld operdtornak felel
meg.

Az a; 1d6fliggését megadé mozgasegyenlet Heisenberg képben

o
ay = ﬁ[HPA, a1, (7.30)

amibdl a fonti 474 Hamilton operatorral a kovetkezd mozgasegyenletet kapjuk:

a1 = —itwa; + Qna];e_int. (7.31)
Vezessiik be most a '
b(t) = ap(t)e™" (7.32)
Uj operdtort, amelynek id6beli véltozdsat csak a parametrikus kolcsonhatds okozza. Masképpen szdlva
itt attériink egy kolcsonhatéasi képbe. b mozgasegyenlete ebbdl a definiciobdl €s az (7.31)) egyenletbdl:
b=2nbl. (7.33)
Vezessiik be az ) = ge?™ jelolést. Az ennek kapcsan képezhet

be=? & ptety e~ — ptety
) = u7 Y, = # (7.34)
2 21
kvadratdra operatorokra vonatkozé mozgasegyenletek alakja:

X, = 29X, Y, = —2gY, (7.35)

melyek megoldésa:
Xy = X,(0)e*", Y, = Y;(0)e 2", (7.36)



92 7. FEJEZET. A MEZO PRESELT ALLAPOTAI

Ha a mddus elektromos térer8sség operdtordban is attériink az X, és az Y} valtozokra, akkor eredményiil
a

E = 2€, € (Xp(t)sinwt — Yy(t) coswt) = 2&, € (Xp(0)e* sinwt — Y3(0)e 29 cos wt) (7.37)

kifejezést kapjuk, ami mutatja, hogy a térer8sség kvadratira komponenseinek amplitidéja valtozik a pa-
rametrikus kolcsonhatds kovetkeztében, éspedig ugy, hogy az egyik kvadratira amplitidéja nd, a masiké
csokken.

Egyszer( szdmitds adja a két kvadratura szorasit a vakuumallapotban:
2gt —2gt

e e
AX, = R AY, = 5

(7.38)

ami mutatja, hogy a kolcsonhatds nyomdn valéban préselt vakuumot kapunk és a kolcsonhatds erdssé-

gétdl fiiggben a préselés mértéke idoben nd. Az X,-re és Y, re vonatkozé mozgédsegyenletek megolddsa
b(t)-re és bf(t)-re a kovetkez6 id6fiiggést adja:

b(t) =

b'(t)

(0) cosh(2gt) + b(0)'e*” sinh(2gt), (7.39)

b
b(0) 27 sinh(2gt) + b(0)" cosh(2gt). (7.40)

Mivel b(0) = a;(0), az fotonszam-operator idGfiiggése a kovetkezo:

A(t) = aj(t)a(t) = b (1)b(t) =
= [a1(0) e " sinh(2gt) + a1(0)" cosh(2gt)] [a1(0) cosh(2gt) + a1 (0)'e* 7 sinh(2gt)] . (7.41)

Ennek varhatoé értéke a vakuumban:
(0| (t)|0) = sinh?(2gt). (7.42)

Egy valddi kisérletben a kolcsonhatds természetesen csak véges ideig tart, ezért a préselés mértéke is
véges marad.

A fontebb mar emlitett Mlynek-féle kisérletben [9] a gerjesztd nyaldbot egy folytonos lizemi 500 mW
teljesitményd 1,06 pm hullimhosszon miikodé Nd: YAG 1ézer szolgaltatta (1asd abra). A lézerfényt
el6szor spektralisan sziirték egy Fabry—Perot-rezondtorral, majd harom részre osztottdk. Az egyik nya-
labot egy kristdlyban masodharmonikus keltésre (SHG) haszndltdk az ennek kimenetén keletkezd frek-
venciakétszerezett 530 nm-es fény szolgalt pumpdl6 forrdsként a berendezés f6 részét képezd optikai
parametrikus erdsitd6 (OPA) szamara, amely egy optikai rezonatorba helyezett nemlinearis kristdly. A
jelzett kisérletben LiNbOs-at haszndltak. A beesd 2w frekvencidji intenziv fény a kristdly atomjaival
kolcsonhatva két olyan w illetve wo korfrekvencidji fotont generdl, amelyekre érvényes az wy +ws = 2w
Osszefiiggés. Itt torténik tehat a parametrikus lekonvertdlds. Specidlis esetben elérhetd az w; = wy =
w ugynevezett degenerdlt eset, amikor is az OPA kimeneti tiikrén — amely itt megegyezett a gerjesztést
is becsatol¢ tiikorrel — a préselt médus megjelenése varhaté. A DM jeld tiikkor a kimenetbdl kiszlrte
a 2w korfrekvencidji pumpa komponenst, az w korfrekvencidju lekonvertalt nyaldbot viszont a szagga-
tott vonallal jelzett detektorrészbe irdnyitotta. A detektdldsra egy tgynevezett helyi oszcillatorként az
1.06 pym-es alapharmonikus mdsik részét haszndltdk. Ha ez utébbit és a detektdlandd préselt modust
egy nyaldboszton (féligateresztd tiikkron) osszekeverik, akkor — mint azt a kovetkezd pontban megmutat-
juk — az dbran lathaté fotodetektorok jeleinek kiillonbsége fiiggeni fog a préselés mértékétdl. A nyaldb
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7.6. abra. A préselt fény kisérleti megvaldsitdsanak uttordi: Richart E. Slusher, H. Jeff Kimble és Jiirgen
Mlynek. Forl‘és: http://www.gtqi.gatech.edu/peopleGTRI.shtml/, |http://quantumoptics.caltech.edu/people/hjk.html|, |https://www.daad.

de/alumni/pics/vip/Juergen_Mlynek. jpg

harmadik, k6zéps6 része az ) = 2,5MHz-en miikodé6 EOM elektrooptikai modulatoron keresztiil jut a
préselt fény forrdsdul szolgdl6 kristdlyba. Ennek az a szerepe, hogy az w korfrekvencidju komponenst
moduldlva, w +  frekvencidju oldalsdvokat gerjesszen. A médusok irdny szerinti analizisével kimutat-
hato, hogy az intenziv préselt komponensek az oldalsdvokban jelentkeznek, az EOM kitakardsdval az w
korfrekvencidn préselt vakuum 1€p ki és detektalddik a DM tiikron valo eltérités utan.

Resonant| Pump 2o
SHG
Filter HR Qutput mirror
cavity J i
)]
Nd:YAGI [} ) Z Phase
laser S (EOM— E(OPA; S % 0

Phﬁa se Local

oscillator i

a .

’ Low-pass
filter

(1)

7.7. abra. A Mlynek féle kisérleti osszedllitas vazlatos rajza. FOrras: ncco://gerapreitenbach.de/gatiery/index. ntnt

7.5. A préselt fény mérése homodyn detektalassal

A font elemzett kisérletben a mérendd jelet egy nyaldboszton osszekeverték a referenciajellel, mely-
nek frekvencidja itt azonos a mérendd jel frekvencidjaval. Ez utdbbit a radidtechnikabol kolcsonzott


http://www.gtqi.gatech.edu/peopleGTRI.shtml
http://quantumoptics.caltech.edu/people/hjk.html
https://www.daad.de/alumni/pics/vip/Juergen_Mlynek.jpg
https://www.daad.de/alumni/pics/vip/Juergen_Mlynek.jpg
http://gerdbreitenbach.de/gallery/index.html
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terminoldgiaval helyi oszcilldatornak szokds nevezni, a két jel keverését hasznalo eljarast pedig — a frek-
vencidk azonossagira utalva — homodyn detektdldsnak. Jeloljik a parametrikus oszcillator kimenetén
megjelend a modus eltiintetd operatorat a-val, a referenciaként hasznalt jel megfeleld operatorat pedig
b-vel. Legyen a nyaldboszt6 olyan, hogy a beesd intenzitdsnak éppen a felét engedi 4t, a masik felét pedig
visszaveri. Ennek az ugynevezett 50-50-es nyalabosztonak a tulajdonsagait a 8. fejezetben részletesen is
vizsgdlni fogjuk. Amint az lathatd, a nyalaboszté utan a két jel szuperponalddik, s ennek megfefeléen az
(1) jeld fotodetektorba juté6 moédus c; eltiintetd operatordra a

Lo (7.43)
¢y = —=a+ —=b. .
V2 R
Osszefiiggés lesz érvenyes. Ugyanilyen okbdl a (2) jeld detektorba a
__i@b 1
o= b (7.44)

a+ —
V2 V2
operatornak megfeleld jel jut. Itt foltettiik, hogy transzmisszidkor nincs fazisugras, mig reflexidkor a nya-

laboszt6 egy 1) illetve —1) fazisugréast okoz. A detektorokba jutd intenzitdsokat a fotonszam operatorok
hatdrozzdk meg. A keverd a két intenzitas kiilonbségét allitja eld, igy 1ényegében a

cJ{cl — cécz =a'be™ 4 blae ™ (7.45)

operatornak megfeleld fizikai mennyiséget méri. A helyi oszcilldtor referenciajele dltalaban egy er6s
koherens jel, ezért annak b operdtorat helyettesithetjiik egy klasszikus |3|e™X komplex amplitidéval. Be-
vezetve a § = 1 + x jelolést, lathatd, hogy a detektor az

1 ) )

Xy = 5(ae—l" +a'e) (7.46)
kvadratira operdtornak megfeleld mennyiséget méri. A préselés mértékét X, szérdsa hatdrozza meg, ami
a detektor jelének szordsdval egyezik meg. A 6 fazist, azaz a préselés illetve a nyujtads mértékét a pumpdlo
fényt a nyaldbosztora irdnyité tiikor kis mozgatdsaval lehetett valtoztatni (Id. dbrat). A fazist a tiikkor for-
ditdsaval /100 rad/ms sebességgel mozgattik és a kimend jelben a megjelend kvantumbizonytalansag

ezzel a sebességgel valtozott.

g
& Animacioé:

Quantum noise

H_‘
5

A 6. pontban emlitett java animacié Osszefoglalja a abran
mar vazolt mérési eredményeket a fény kiillonbozé allapotaiban
(védkuum, koherens, préselt vikuum, amplitado préselt fény ...)

http://gerdbreitenbach.de/gallery/index.html
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7.6. A préselt fény alkalmazasa

Fazispréselt fény haszndlata elonyos lehet olyan méréseknél, ahol az optikai fazis pontos meghata-
rozdsa fontos. Fazismérés tipikusan egy interferométerben torténik és annak pontossagit — ha minden


http://gerdbreitenbach.de/gallery/index.html
http://gerdbreitenbach.de/gallery/index.html
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hagyomanyos zajt sikeriil is kikiiszobolni — a kvantummechanikai bizonytalansag behatarolja. |«) dlla-
potu koherens fény hasznélata esetén a fazis bizonytalansiga 1/|«/|, mert a fazistéren az |«| sugari kor
sz€lessége ilyen ardnyban skalazodik a sugdr, azaz a mez6 amplitiddjanak novelésével. Fazispréselt fény
alkalmazdsa esetén ez a bizonytalansdg csokkenthetd.

7.8. abra. A Virgo gravitacids-hullam detektor madértavlatbol. A Michelson interferométer egymasra me-
r6leges karjai 3 km hossziak. A 1ézerfény a karok végérdl tobbszor oda-vissza verddve 0sszesen mintegy
120 km-nyi optikai utat tesz meg. A Virgo detektor az EGO, azaz European Gravitational Observatory
teriiletén talalhaté Pisa mellet. FOrras: hceo://vizgopisa.ar.unipi.ic/

Ennek lehetdsége kiilondsen fontos lehet gravitacids hullimok detektalasandl. Gravitacios hulldmok-
ra mint a térid6 kontinuum lokélis deformacidira lehet gondolni, amit nagytomegi csillagdszati objektu-
mok gyorsulé mozgésa kelt, és amelyek fénysebességgel haladva terjednek. A téridonek ez a torzuldsa
azonban igen csekély, a gravitdcidelmélet becslései szerint egy ilyen hullam hatdsara a bolygénkon egy
anyagi objektum két egymdsra merGleges irdnytd méretének relativ megvdltozdsa 1072 nagysdgrendd,
igy ennek kimutatdsa nagyon nehéznek latszik. Mindazonéltal tobb nagy Michelson interferométer is
miikodik jelenleg ilyen céllal a F6ldon, mindegyikiik esetén az interferométer karjai tobb km hossztak.
Egy graviticids hulldm azt idézheti el6 hogy az egyik kar megnytlik mig a rd merSleges kar 6sszehizo-
dik, és ez esetleg periodikusan torténik, ami az interferenciakép megvéltozasiban jelentkezne. Egy-egy
ilyen miiszer valdjaban egymastdl akar sokezer kilométerre 1€v6 tobb interferométerbdl is ll, mert csak
olyan jelek lennének gravitacios hullamnak mindsithet6k, amelyek tobb interferométerben megfeleld kor-
relalt médon jelentkeznek, ellenkez6 esetben a mérést valamilyen véletlen zajnak is lehetne tulajdonitani.
A fazisbizonytalansdg és igy az interferencia bizonytalansdga nagymértékben csokkenthetd ha az inter-
ferométer kozonséges lézerfény helyett fazispréselt nyaldbbal miikodik. Az interferométer tiikrei tobb tiz
kilogramm tomegtiek azért hogy a Brown mozgdsbdl (bar az egész berendezés vikuumban van) illetve
a mez6 sugdrnyomdsabol szdrmazo fluktudciokat kikiiszoboljék. Emellett a haszndlt 1ézerek tobb szdz
watt teljesitményiiek, hogy igy a nagy |«| révén is csokkentsék a faziszajt. Az egyes detektorokkal: LI-
GO, VIRGO, GEO600, kapcsolatos részletekrdl azok honlapjan lehet tdjékozodni. Mindazonéltal a tobb
tiz éve nagy raforditdsokkal miikodé berendezésekkel mostandig (2015 juinius) nem sikeriilt gravitacids
hullamokat detektélni.


http://virgopisa.df.unipi.it/
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( )

Olvasnivalo:

Az egyes graviticiés hullam detektorok honlapja: LIGO:
http://www.ligo.caltech.edu/ VIRGO: http://
wwwcascina.virgo.infn.it/| GEO600: http://www.
geo600.o0rg/

Az alabbi linken interaktivan allithat6 abrét taldlunk az egyes gra-
vitacios hullim detektorok érzékenységér6l. Az érdekl6ddk to-
vabbi részletes leirast taldlnak az necp://arxiv.org/ans/1408.0720 linken.

http://rhcole.com/apps/GWplotter/

- J

A préselt dllapotok egy masik fontos alkalmazasi teriilete az igynevezett folytonos valtozés kvantum-
informatikai eljarasokhoz kapcsolddik, ezek tdrgyaldsa azonban tilmutat ennek a jegyzetnek a keretein.

Ellenorzo kérdések

1. Mit neveziink intelligens allapotnak?

2. Hogyan definialjuk a préseld operatort?

3. Mit értiink préselt vakuum 4llapot alatt?

4. Milyen értelemben hasznéljuk a "préselt" szo6t az dllapot jellemzésére?

5. Hogyan definialjuk a préselt koherens éllapotot?

6. Intelligens allapot-e a préselt koherens allapot?

7. Mi a jellegzetessége a préselt koherens allapot Wigner-fiiggvényének?

8. Mit neveziink parametrikus konverzidnak, és miért vezet préselt allapothoz?
9. Hogyan detektdljak a préselt allapotot?

10. Milyen mérés esetén lehet hasznos a préselt fény alkalmazasa?


http://www.ligo.caltech.edu/
http://wwwcascina.virgo.infn.it/
http://wwwcascina.virgo.infn.it/
http://www.geo600.org/
http://www.geo600.org/
http://rhcole.com/apps/GWplotter/
http://arxiv.org/abs/1408.0740
http://rhcole.com/apps/GWplotter/

8. fejezet

A veszteségmentes nyalaboszto

8.1. Bevezetés

Az optikai kisérletek szamos vdlfajaban nélkiilozhetetlen eszkdz a nyalabosztd, amely nem csak az
egyes nyaldbok szétosztadsdban, hanem az Osszecsatoldsaban is fontos szerepet jatszik. A legegyszeriibb
ilyen eszkoz egy homogén dielektrikum, amelyrdl a jelen fejezetben foltessziik, hogy veszteségmentes,
azaz nem nyeli el az elektromagneses mezdt, legaldbbis a hasznalt frekvenciaintervallumban. Ugyanilyen
szerepet jatszhat két egymddust ivegszdl, amelyeket alkalmas eszkozzel 6sszecsatolnak.

Latni fogjuk, hogy a kvantumoptika szempontjabdl a nyaldboszt6 szintén kulcsszerepet jatszik, ezért
foglalkozunk vele kiilon fejezetben.

8.1. dbra. Nyaldboszt6 egy Michelson-interferométerben.

97
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8.2. dbra. Nyalaboszto lehet példdul az alkalmasan Osszecsatolt egymodusu iivegszal. Forras: neco:

//www.ece.umd.edu/~davis/optfib.html

Vizsgéljuk el8szor a fényhulldmot mint klasszikus mez6t. Legyen a nyaldbosztéra esé mez8ben a
térerdsség Fy, a reflektélt térerdsség Fs, a transzmittdlt pedig Fs. Itt foltessziik egyelSre, hogy linedri-
san poldros térrdl van szé és azt is, hogy a nyaldboszté nem valtoztat a polarizicids irdnyon. Ekkor a
klasszikus optika szerint a megfelel térerdsségek kozotti kapesolat a

EQ = T’El, E3 = tEl (81)

képletekkel adhaté meg, ahol t és r, az amplitiidokra vonatkoz6 atengedési €s visszaverddési egyiitthato,
amint az az dbran lathato.

8.3. dbra. A klasszikus nyalaboszté szemléltetése.

A kvantummechanikai leirasnal a beesd, a visszavert €s a transzmittalt mezdket kiillon médusoknak
tekintjiik és a mezd térerdsségeit helyettesitjiik a megfeleld modus operdtorokkal:

E1 — ay, EQ — Qg, E3 — as, (82)
ahol mindhdrom médusra megkoveteljiik az
[ai,al] =1 (8.3)

folcserélési relaciot, mig a kiilonbozd indext operatorokat mind folcserélhetdonek irjuk eld. Itt megje-
gyezziik, hogy a nyalaboszté mdédusaira szokdsos a kapu vagy port elnevezés is. Ha azonban a reflektélt
és transzmittalt amplitidékra vonatkozé (8.1]) sszefiiggésekben végrehajtjuk fonti helyettesitést, akkor
[ay, aT] = leseténaz azs = ta,, ay = ra; formuldkbdl kiszamithatéan a reflektdlt és transzmittalt mo-
dusok a; és a; operdtorai mér nem teljesitik a [ay, al] = 1, [as, al] = 1 standard folcserélési reldciokat,
amit pedig szintén megkoveteltiink. Ez azt jelzi, hogy a kvantumos leirdsnél valamilyen modositasra van
sziikség.


http://www.ece.umd.edu/~davis/optfib.html
http://www.ece.umd.edu/~davis/optfib.html
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8.2. A kvantumos nyalaboszt6

A fizikailag kézenfekvd magyardzat a font jelzett problémadra a kovetkezd. A kvantumelméletben
mindig jelen van a vdkuum éllapot is, tehat hidba nincs klasszikusan belépé mezd a nyaldboszté mésik
belépd oldaldn, 14sd [8.4] dbra, valdjdban egy negyedik médus, azaz egy negyedik port is mindig jelen van.
Ezt a belépé moédust 0 indexszel latjuk el, s ezzel a helyes transzformacié most mar a

as = t'ag+ra
as = T/Cl()‘l‘t(ll

=) () -v () 55

moédon adhaté meg. Természetesen dltaldban a 0 médus allapota is kiillonbozhet a vakuumtél, de erre is
teljesiilnie kell az [ag, a}] = 1 stb. folcserélési relacidknak.

(8.4)

vagy maétrix alakban az

an =
'y

S

8.4. dbra. A kvantumos nyalaboszté szemléltetése.

A megkovetelt

[ai,a;] =0ij, |ai,aj] =0, [a], a;r-] =0 (8.6)

kommutéatorok érvényesnek bizonyulnak, ha teljesiilnek az alabbi tigynevezett reciprocitdsi reldciok:
rl =1L =1 P =1 (8.7)
Y+t =0,  rt+rt"=0. (8.8)

8.1 Feladat: Mutassuk meg, hogy a recioprocitési relaciokbdl kovetkeznek a 2-es és 3-as médusra
vonatkoz6 folcserélési relaciok.

8.2 Feladat: Mutassuk meg, hogy ugyanez az eredmény adddik az energia megmaraddsabdl is, ha
az intezitdsokat a megfelel6 a klasszikus Ey, ... F3 amplitidok abszolit érték négyzetével adjuk
meg.
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8.3 Feladat: Mutassuk meg, hogy az

t r
U= (r, t) (8.9)

transzformaciés matrix unitér, azaz U~ = U,

Most megmutatjuk, hogy a forditott 4llitds is érvényes, azaz a reciprocitdsi relacidk kovetkeznek az
unitaritasbol.

t/ r tl* 7"/* 1 0 ’t/’2 + ‘7“’2 =1 t,T,* + rt* =0
U-Ul=1 < L L= & 8.10
|:’f’/ t:| l:’l“ t :| |:0 1:| {T’It/* Lt =0 |7,/|2 + ‘t|2 -1 ( )

Ehhez vilasszuk szét minden egyiitthaténal az amplitidot és a fazist a ¢ = |t/|e'?t stb. alaknak megfele-
16en, akkor a (8.8) osszefiiggések koziil a masodik egyenletbdl

Ekkor (8.10) alapjan latjuk, hogy a (8.8)) osszefiiggések koziil a masodik egyenlet teljesiil, azaz az
eldbb bevezetett fazisokkal

|17 [exp [i(¢; — ¢)] = —[t]Ir| exp [i(=¢1 + ¢r)] - (8.11)

Ebbdl kovetkezik, hogy exp [i(¢, — &, + ¢ — ¢,)] = —1, azaz

O, — @+ ¢y — ¢ = £ (8.12)
tovabba, hogy
t t
il = M = L. (8.13)
[ ||

Innen a (8.10) elsd €s utolsé dsszefiiggése szerint |r|?(1 + p?) = 1 és |r/[*(1 + p?) = 1, miatt |r| = ||
és [t| = ||

A fazisokra vonatkoz6 (8.12)) megkotést tobbféleképpen is teljesithetjiik. Az egyik gyakran hasznélt
alak szerint el&irjuk, hogy minden egyiitthaté legyen valds, tgy hogy ¢ = ¢, = ¢, = 0, és ¢ = .
Bevezetve még a |t| = cos ¥, |r| = sin ) parametrizaldst az U matrix alakja:

U— < cos v smf}) . (8.14)

—sind cosd

Egy masik gyakran haszndlt valtozatndl ¢, = ¢, = 0, ¢, + ¢, = m: kovetkezs:

cos ¥ e'r sin
U= (—e‘i@ sind  cosd ) : (8.15)

Az dgynevezett szimmetrikus nyaldboszté esetén ¢, = /2, ekkor a két nemdiagondlis elem is egyenld:

U (cosﬁ ZSIIl’l9>‘ (8.16)

isind  cosV
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A [t|? = cos? ) és az |r|* = sin® ) értékek megadjdk az intenzitdsra vonatkozé megfeleld transzmisszids
és reflexids egylitthatdkat.

A szimmetrikus nyaldboszto egy tovédbbi specidlis esete a 50-50 nyaldboszto, ahol az dtengedett
és visszavert intenzitdsok megegyeznek tehat cos ) = sin?) = 1/v/2. A médus operatorok transzforma-
cids képleteire ennek alapjan az

1 1
ay = —=(ap +iay), a3z =—=(iag+ay) (8.17)

V2 V2

eredményeket kapjuk. Erdemes explicite is kiirnunk ezen transzformdcidk inverzeit:

1 1
a; = E<—ia2 + ag), ag = E(&Q — iag) (818)

8.3. Az allapotok transzformacidja

Miutén a nyaldboszté miikodésével kapcsolatban a mdédusok operadtorainak egymashoz valé kapcso-
latat megfogalmaztuk, folvetddik a kérdés, hogy hogyan viszonylanak egymdshoz az egyes médusok
kvantumaéllapotai.

Ennek megallapitdsdhoz két foltételt {runk eld. El8szor is természetes modon kikotjiik, hogy ha a két
bemend médus mindegyike vakuum éllapotban van, akkor a kimend portokon ugyancsak a vdkuumalla-
pot jelenjen meg. Eszerint a vikuum transzformécidjéra a

10} 10), 2 |0), |0), (8.19)

osszefliggésnek kell fonndllnia. (Itt a BS jelolés az angol beam-splitter roviditésére utal.) Masodszor pe-
dig azt hasznéljuk ki, hogy tetsz6leges bemend és kimend allapot folirhat6é a megfelel6 médusok szamal-
lapotainak linedris kombindcidjaként, ezért elegendd a szdmallapotokra vonatkozé transzformaciét meg-
taldlni. A szdmaéllapot viszont az adott mddus aZT keltd operatordnak megfeleld hatvanyédval generdlhaté
a vdkuumbdl az |n), = al™|0) /+/n! formulinak megfeleléen. Ezutin a bemend méduson haté keltd
operatorokat a korabbi (8.18)) inverz képletek adjungaltjai segitségével kifejezziikk a kimend médusok
operatoraival, majd eldirjuk, hogy a kimend mddus allapotét ezek hatdsdval kell kiszdmitani a kimend
moédus vakuum allapotdn. Az aldbbi példak mutatjdk ennek a csak bonyolultan megfogalmazhato, de
valdjdban egyszeri szabédlynak a haszndlatat.

8.3.1. Egyfotonos bemenet

Ahhoz hogy pontosabban l4ssuk ezt a transzforméci6t, tekintsiink el6szor egy igen egyszerd, de an-
nal fontosabb elvi jelentdségili példat: adjuk meg a [0),[1); = al 10), 10), egyfotonos bemend allapot
transzforméacidjat. Minthogy |i adjungéltja szerint a! = (ial + al) V2

Bs 1 . 1.
|0)o 1), = a{ 10) 10); — E(ml + ag) 10),10)5 = E (0 ]1)510)5 +10)5[1)3) - (8.20)
Eszerint, ha az 1-es bemend porton egy foton 1€p be, akkor az az 50-50-es nyaldbosztén egyforma ab-
szoldt értékd amplitidéval €s ennek megfelelden azonos valészinliséggel vagy transzmittalédik vagy
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reflektalédik, azaz keriil a 2-es vagy a 3-as médusba, de soha sem egyszerre mindkettébe, azaz a foton
oszthatatlannak bizonyul. Megjegyezziik, hogy a fonti kimené allapot a két lehetdség kvantummecha-
nikai szuperpoziciéja, amit néha félrevezetéen ugy is szoktak mondani, hogy a 2-es és a 3-as port (a
reflektalt €s a transzmittalt) médusallapotai 6sszefonddottak. Ez azonban nem 0sszefonddas abban a szi-
gorubb értelemben, hogy arrdl csak tobb részecske allapotaival kapcsolatban szokds besz€lni, itt viszont
egyetlen fotonrdl van szo.

P
A Animécié:

Ezen Flash animacio6 segitségével egy-egy virtudlis optikai aszta-
lon kisérletezhetiink egyfotonos forrast hasznalva. Nyaldboszt6t
és kiilonboz6 szogli fazistolasokat tehetiink be a fény utjaba és
szimulalhatjuk a lehetséges mérési eredményeket. A "Challen-
ges" fiil alatt taldlhat6 feladatok megolddsdval ellendrizhetjiik
s M- = S tuddsunkat.

http://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/simulations_html5/sims/SinglePhotonLab/

SinglePhotonLab.html

8.4. A foton oszthatatlansagara vonatkozo kisérletek

Noha a foton mint fénykvantum létezését a fotoeffektus révén sokan igazoltnak tekintették, az id6k
soran tobben — koztiik Schrodinger is — folhivtdk a figyelmet arra, hogy az energia adagokban torténd
elnyelése valgjaban azon is mulhat, hogy az elnyeld objektum (pl. egy atom) nivéi diszkrétek. Az tehat
egy akér folytonos energidji mezdbdl is csak olyan energiaadagokat vehet fol, amelyek megfelelnek
két staciondrius nivo kozti kiillonbségnek. Ez a természetes elképzelés elméletileg is beldthatd, mert egy
félklasszikus, tehat a mez6t nem kvantald — pl perturbaciészamitason alapuld — megkozlitésbdl kovetkezd
meggondolds is ilyen eredményre vezet. Ott a hw = €5 — 1 képlet baloldala nem a mezd kvantalasabol,
hanem az elektronéllapotokat meghatdrozé Schrodinger egyenletbdl szarmazik.

A foton oszthatatlansdgéra vonatkozd kisérletet el6szor Janossy Lajos és Naray Zsolt végeztek Buda-
pesten 1957-ben. Egy gyonge fénynyaldbot egy nyaldbosztdval kettéosztottak, az egyes nyaldbokat egy-
egy detektorba, fotoelektronsokszorozdba vezették, és azt vizsgaltak, hogy jelentkeznek-e szisztematikus
koincidencidk (rendszeres egybeesések) a detektorok dramédban. Mivel ilyeneket nem tapasztaltak, azaz
egyszerre mindig csak az egyik vagy csak a masik detektor jelzett, azt a kovetkeztetést vontak le, hogy

2.z

a gyonge nyaldbban jelenlévd egyetlen foton oszthatatlan, hiszen vagy az egyik vagy a mésik detektor-
ba jut, mindkett6be egyszerre soha sem. A kisérletet kés6bb mésok joval érzékenyebb detektorokkal is
megismételték, tobbek kozott J.E. Clauser 1974-ben, és ugyanerre a kovetkeztetésre jutottak.

A ma konkluzivnak tekitett kisérlet P. Grangier, G. Roger és A. Aspect nevéhez fizddik (1986), akik
nagy megbizhatdsdggal €s egy érdekes triikkot alkalmazva végezték el Gjra a Janossy-féle kisérletet. A
berendezés vazlatat a [8.5) dbra mutatja. Ennek sordn egy alkalmasan gerjesztett Ca atom kétfotonos at-
menetét haszndltdk. Az elsd dtmenet sordn keletkezd foton, amelyet hirndk fotonnak szokds nevezni,
és amely az 4bran lathat6 kisérleti vazlaton folfelé halad, elinditja az alul lathat6 két detektor elektro-
nikdjat. Igy azok megfelels dllapotban vérjék a nyaldbosztén dthaladé mdsodik foton érkezését. Ez a

triikk 1ényegében azt biztositja, hogy a bejovs nyaldb ténylegesen mint kiilonéllé fotonok egymasutini


http://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/simulations_html5/sims/SinglePhotonLab/SinglePhotonLab.html
http://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/simulations_html5/sims/SinglePhotonLab/SinglePhotonLab.html
http://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/simulations_html5/sims/SinglePhotonLab/SinglePhotonLab.html
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sorozatként legyen interpretdlhaté. A hirnok foton bevetésével a detektorokon jelentkezd véletlen jeleket
nagyrészt ki lehetett szlirni, igy az egymadst kizdréan jelentkezd ,,vagy egyik vagy masik” detektorkat-
tandst nagy biztonsiggal lehetett ellendrizni. A koincidencia szamldlé sohasem jelez egyszerre, ami a
foton oszthatatlansdganak, azaz a mez6 kvantumos természetének erds kisérleti bizonyitéka.

_ )
N

Gate

D Photon Pair
Source

I

Expt. !

NN *
\‘ -
A 4

== Coincidence
Counter

8.5. dbra. A P. Grangier, G. Roger és A. Aspect dltal elvégzett Janossy-féle kisérlet vazlatos rajza.

8.4.1. Koherens bemenet

Tekintsiik most azt az esetet amikor az 1-es porton egy |«) koherens éllapotd foton 1ép be, mig a 0-s
portra pedig tovabbra is csak a vdkuum allapot érkezik, azaz a belépd allapot

100 )y = Di(a) [0)410), , (8.21)

ahol D; () = exp(aal — a*ay) az 1 médus eltoldsi operdtora. A kilépd dllapot ekkor az elézéek szerint
8.18)

a D(a)-ban szerepls a; és a! (8.18)-nek megfelel§ transzformaltjaival kifejezhetGen

0)g la, = D1(@)[0)g10), 2% exp [alia) +a})V2 — a*(~ia, + a)/V2] [0), 10}, = (322)

=oo|(175) 4~ () e [ (G5) 6~ () ] 0= |75),

Azaz mindkét médus egyforma amplitddéji koherens éllapot, koztiik /2 féziskiilonbséggel az i faktor-
nak megfelel6en, ami a reflektalt és a transzmittdlt hulldm kozott 1€p fol. Az egyes intenzitdsok illetve
fotonszamatlagok ugyanakkor a beérkezd intenzitasok felével egyeznek meg az itt tekintett 50-50-es tu-
lajdonsdgnak megfeleléen. Ez az amit a klasszikus kép alapjan varunk is, hiszen az |c), dllapot éppen
egy kvaziklasszikus belépd mezot jelent. A két kilépd modus az el6z6 esettel szemben most nem 6ssze-
fonddott. Az is ldthaté hogy koherens esetbdl az |a| kis értékét tekintve sem kaphaté meg a kvantumos

eredmény az el6z6 egyfotonos édllapotra.

7.
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8.5. Egy-egy foton a két bemeneten

Tekintsiik most azt a szigordan kvantumos esetet amikor mindkét belépd moédus egyfotonos allapot-
ban van, azaz a belép6 allapot
1) 1), = afa [0} [0), - (8.23)
Ekkor

[1)g 1), =afa} [0} 0), = (af +ia})/V2 (iaf + al)/v2 10), |0), =
= |5 okl + aba) + (aba] —aal)| 10}, 10), = 7=
Ez azt jelenti, hogy valamelyik kimend mddusba két foton keriil mig a masikba egy sem.

A fonti eredményt a kovetkez6képpen is magyarazhatjuk. Az a kimend allapot, ahol mindkét modus-
ba egy-egy foton érkezne kétféle uton is megvaldsulhat. Az egyik szerint a 0-bdl a 2-be dthalad és az
1-bdl a 3-ba is transzmittdlédik a foton. A mdsik ut, hogy a 0-bdl a 3-ba és az 1-bdl a 2-be is reflektalddik
a foton. Az dthaladds amplitiddja az 50-50 es nyaldboszté esetén t = 1/ V2 a visszaverddésé r = i / V2.
Annak az amplitidéja hogy mindkét foton dthalad t¢ = 1/2, azé viszont hogy mindkett$ reflektdlédik
rr = —1/2. Az eredmény val4szintiségét ugy kapjuk, hogy a megfeleld amplitidékat dsszeadjuk majd
az abszolut érték négyzetét vessziik. Igy annak a valészintisége, hogy 2-ben és 3-ban is egy-egy fotont
detektdlunk

(12)210)5 +10)512)5) . (8.24)

Py =tt+rr|=0. (8.25)

8.5.1. Hong-Ou-Mandel-féle kisérlet

A fonti eredmény egy nevezetes kisérlethez kapcsolddik, amelyet C. K. Hong, Z. Y. Ou és L. Mandel
végeztek 1987-ben. El8szor azt targyaljuk roviden, hogy hogyan dllitottdk eld a két bemenetre érkezd
egy-egy fotont. A kisérletben egy nemlinedris BBO (/3-barium borat: 3 — BaB,O,) kristalyt egy ultra-
ibolya forrdasbdl szdrmaz6 wp korfrekvencidju fényforrdssal gerjesztettek, majd az I tipusi parametrikus
lekonverzidval ebbdl két azonosan polrizalt fotont generélt, amelyekre fonnéll az energia és impulzus-
megmaradds:

wp = Ws + W; és kp = ks + kz (826)

signal
(800nm)

PDC

8.6. dbra. A Hong—Ou—Mandel-féle kisérlet vazlatos rajza. FOrras: nccp://smos.sogang.ac.ir/wiki/index. php/Quantun_

optics


http://smos.sogang.ac.kr/wiki/index.php/Quantum_optics
http://smos.sogang.ac.kr/wiki/index.php/Quantum_optics
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A madsodlagos nyaldbokat illetve fotonokat hagyomdnyosan ,,signal” (jel) és ,,idler” (tétlen) foton-
nak szokds nevezni, az elnevezésnek a tovdbbiakban nem lesz jelentosége. Az impulzusmegmaradasbol
lathat6, hogy a két nyalab altalaban kiilonb6z6 irdnyokba haladhat. A kristaly fajtajatol €s bedllitasatol
fliggden kétfajta konverzids folyamat lehetséges. Az egyiknél a két mdsodlagos foton azonos polari-
zacidju, de merdleges a linedrisan poldros gerjeszté foton polarizacidjara. Ez az tgynevezett I tipusu
lekonverzié. A masik lehetséges bedllitdsndl a signal és az idler egymdsra merdleges polarizaciéjd, ez a
II tipusu lekonverzid.

A Hong—Ou-Mandel-féle kisérletben I tipusu lekonverziét eredményezd bedllitast haszndltak, a kris-
talybol kilépd két nyaldb egy-egy tiikron visszaverddve djra taldlkozik egy nyaldbosztd két bemenetén.
Ezutdn a két kimend nyaldb egy-egy fotodetektorba érkezik, amelyek egy korrelatorba vannak kotve. A
korrelator akkor jelez, ha a két detektorba valamilyen adott fololdasi idén beliil egyszerre érkezik egy
egy-foton. A nyaldboszt6 helyének kismértékli mozgatasdval azt talaltdk, hogy a két detektor altaldban
egyiittesen is jelez, de bizonyos helyzetben a koincidencia megsziinik.

average

Coincident photon pairs

8.7. abra. A Hong—Ou—Mandel-féle kisérlet sordn kapott lathat6sagi gorbe. Forras: ncco://upioad.vixinedia.

org/wikipedia/en/6/67/HOM _visibility.png

Az egyiittes jelzés annak felel meg, hogy egy-egy foton egymadstdl kiilonb6z6 id6ben éri el a nya-
labosztot és egyik a Dy, a masik a D, detektorba jut. A koincidencia jel megsz{inése viszont annak
a specidlis helyzetnek felel meg, amikor a két foton k6zott nincs utkiillonbség, azaz valéban egyszerre
érkezik egy-egy foton a bemend portra. Ekkor a folyamatnak megfelelen

BS 1

1), (1), = ada] |0),]0), == —=(|2), |0}, + [0), [2),), (8.27)

Sl

azaz a 2-es és 3-as kimend portokon nem jelenik meg egyszerre foton és igy a korreldtor nem jelez, mivel
mindkét foton ugyanabba (vagy a 2-es vagy a 3-as) detektorba jut. Ez az effektus médot ad arra, hogy
két optikai uthossz egyenl6ségét abszolit mddon is ellendrizziik, s ezt kiilonb6z6 optikai kisérletekben
sokrétlien hasznaljék is.


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/6/67/HOM_visibility.png
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/6/67/HOM_visibility.png
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( )

& Animacio:

A Hong-Ou-Mandel effektust ismeretterjesztd szinten bemutaté
. angol nyelVﬁ animécié FOI‘I‘Z’IS: http://www.youtube.com/watch?v=1d2r2IMt4vg

http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/Hong-Ou-Mandeleffect-1d2r2IMt4vg.mp4

8.8. dbra. Egyetlen foton detektédldsara alkalmas miiszer fényképe. Az eszkdzben egy un. félvezetd lavina
diéda van, amelyben mar egyetlen foton hatdséra elektromos dram indul. A diéda a foton beérkezésének
idejét néhanyszor 10 ps pontossaggal tudja detektalni. FOrras: |oceps://wa. c1ickr.con/photos/sciencemuseun/ 9660571969/

8.6. Kvantumradir

A Hong-Ou-Mandel kisérletben 1ényeges szerepet jatszik az, hogy a fotonok megkiilonboztethetet-
lenek. Ezt a kovetkezGkben vézolt djabb kisérlet mutatja. Az I tipusi lekonverziéndl a nemlinedris
kristalyban keltett két nyaldb polarizaciéja azonos. Tegyiik fol, hogy ez vizszintes, igy a nyaldbosztora
érkezd ennek megfeleld dllapotot most | H ), | H),-el jeloljiik, ahol a H a “Horizontdlis” polarizdcidra utal.
A nyalaboszté hatdsa, amelyrdl foltessziik, hogy a polarizdciét nem viltoztatja, a (8.27)-nak megfelelGen

igy most a kovetkezd alaku:

V2

Itt és a tovdbbiakban egy egyszerisitett jelolést fogunk haszndlni. A |0), azt jelenti, hogy a k-adik térbeli
moédusban sem H vizszintes sem V' fiigg6leges azaz "Vertikdlis" polarizacioju foton sincs. A |H), illetve
|2H), aztjelenti, hogy a k-adik térbeli médusban 1 illetve 2 foton van vizszintes polarizacioval, mig fiig-
gbleges polarizdcidjui nincs ezekben. Ha viszont egy térbeli médusban mindkét polarizaciéji almédusban
van egy-egy foton, azt a |H, V'), szimbSlummal jel6ljiik.

[H)yo |H), 2% —=(12H), 0), + [0), [2H),). (8.28)


http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/Hong-Ou-Mandel effect-ld2r2IMt4vg.mp4
http://www.youtube.com/watch?v=ld2r2IMt4vg
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/demos/Hong-Ou-Mandel effect-ld2r2IMt4vg.mp4
https://www.flickr.com/photos/sciencemuseum/9660571969/
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Tegyiink be most egy polarizicids forgatét az egyik lekonvertdlt nyaldbba, legyen ez a 0 indexi
mdédus, amelyik annak polarizacidjat az x irdnnyal 6 szoget bezard linedrisan polaros irdnyuba forgatja.
Ekkor ennek 4llapota

0), = |H),cosb + |V),sinb. (8.29)

A kés6bbiek kedvéért folirjuk a |#) -ra merSleges polarizaciéji dllapotot is, ez
0), = — [H)gsinb + V), cos . (8.30)
A masik lekonvertalt nyaldbbal viszont nem torténik semmi, igy a nyaldbosztéra érkez6 allapot:
0) | H), = |H)y|H),cos8+ |V),|H),sinb. (8.31)
A kimen6 allapot a linedris transzforméciénak megfelelGen, a (8.24) képletben figyelembe véve a keltett

fotonok kiilénb6z6 polarizaciojat

[(6)) == con0([2H), [0),+10), ))& 5sind(V), [H), = |, IV),)+

+% SinO(|H, V), [0, + 0), |H, V),). (8.32)

Itta |H, V), stb. jelolés arra utal, hogy a 2 jeld térbeli médus mindkét polarizaciés almédusdban van
egy-egy foton. Ha nincs polarizéacios forgatds, & = 0 akkor a méasodik tag eltiinik, csak az elsé tag van
jelen és visszakapjuk az el6z esetet, azaz megfelelden bedllitott titkiillonbség esetén nincs koincidencia
a két detektor jelében. Ha viszont a 0 médus forgatdsa éppen a § = /2 irdnyba torténik, akkor a kimend
allapot a kovetkezd:

[9(/2)) = (V) [H)y — [ VD) + SUH VI 00+ 0,15 V))  83)

Ez viszont azt mutatja, hogy az elsd tag miatt megjelennek koincidencidk a detektorok jeleiben. A pola-
rizacié megjeloli azt az utat amelyen a 0-s modusbdl érkezik a nyaldbosztoéra a foton.

Tegyiink most egy polarizdtort a nyaldboszté utdn a 2-es mddusba a detektor elé, tgy hogy az 0,
szoget zarjon be a vizszintessel. Ez azt jelenti, hogy a médus fotonjanak allapotét a

02), = |H), cosby + V), sin Oy (8.34)

allapotra vetitjiik, aminek eredményeképpen a teljes dllapot a normalastol eltekintve a
1 .
102X02 [ (m/2)) = 5 |62); (|H) 3 5in 0y — V), cos bz) (8.35)

allapotba vetiil, azaz a 3-as médus fotonja az (8.29) formuldbol lathatéan a 2-ben halad6 fotonra me-
roleges polarizaciéji lesz. Tegylink most hasonléan egy masik polarizatort a 3-as mdédusba amely azt
a

03), = |H), cosbs + |V),sin by (8.36)

allapotba vetiti. Annak az amplitiddja, hogy a két kimend foton allapota egyiittesen |6s),, |f3), lesz a
fontiek szerint

(02] (03] (7 /2)) = %(Sin 0y cos O3 — cos Oy sin f3) = %sin(ﬁg —03), (8.37)



108 8. FEJEZET. A VESZTESEGMENTES NYALABOSZTO

illetve a megfeleld valdszintiség:
1
P= 1 sin?(fy — 6s) (8.38)

vagyis ha a két utobb betett polarizator parhuzamos, akkor az egyiittes megszdlalasi valoszintis€ég 0-va
valik: azt a "melyik at" informdciét, amit a 0 médusba tett polarizitor részben jelentett a két polarizator
eltiintette (kiradirozta). A 0, — 05 = 7/2 esetben viszont ez a valdszintiség 0-tdl killonboz3, azaz lesznek
koincidencidk.

Ezt a jelenséget 1992-ben Kwiat, Sternberg €s Chiao kisérletekben ténylegesen is megfigyelték [10].

Ellenorzo kérdések

1. Miért kell médositani a klasszikus nyaldbosztéra vonatkozé 6sszefiiggéseket a kvantumos esetben?
2. Mit neveziink szimmetrikus illetve 50-50-es nyaldbosztonak?

3. Hogyan transzformaélja a nyaldboszt6 a vakuumallapotokat?

4. Mi torténik egy egyfotonos bemenettel a nyalaboszton?

5. Mi a hirnokfoton technika a foton oszthatatlansdgara vonatkoz6 kisérletekben?

6. Hogyan transzformélja a nyaldboszt6 a koherens allapotot?

7. Mi a Hong-Ou-Mandel féle kisérlet?

8. Milyen optikai kisérletet neveziink kvantumradirnak?



9. fejezet

Kvantumos koherencia fiiggvények

A fejezetben a klasszikus és a kvantumos koherencia elméletét targyaljuk. A koherencia mas szdval
interferenciaképességet jelent, s az interferencia — mint minden hulldmjelenségnél — a fény esetében is
akkor akkor I1ép fol, ha két hullam taldlkozik, és a klasszikus kép szerint a hullimok ko6zotti faziskii-
16nbség élland6 vagy csak lassan véltozik idoben a hullim periddusidejéhez képest. Az interferencia
kérdése azért is alapvetd a kvantumoptikdban, mert ez a jelenség elsdsorban a fény hullimtermészetéhez
kapcsolddik, tehat kiilon kérdés, hogy hogyan nyilvanul meg a fény kettds természete az interferencia
soran.

9.1. A Kklasszikus interferencia és koherencia

Tekintsiik a kvantumfizika alapjainak szempontjabdl is alapveté Young-féle kétréses kisérletet. Lasd
az[9.1]4brat. A mdsodik erny6n interferenciaképet észleliink, aminek a magyardzata a klasszikus hullam-
kép alapjan jol ismert.

( . Ve [ e \
[\ Animécié:

Ezzel a java animdciéval egy virtudlis hullimkadban jatszhatunk.

A beépitett bedllitasok kozt megtaldljuk a Young féle kétréses ki-
sérletet is.

http://www.falstad.com/ripple/

- A Young féle kétréses kisérlet java szimulédcidja. Ennek segitsé-
gével tanulmédnyozhatjuk a 1étrejovo interferencia képet kiillonbo-
z6 beallitasok (hullimhossz, rés méret, . ..) esetén.

http://vsg.quasihome.com/interfer.htm
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Ré52

Res1

Iq— Dy —»e— D, ——
0

9.2. abra. A Young-féle kétréses kisérlet elrendezésének vazlatos rajza.

Azonban a gyakorlatban a csikok csak akkor ldtszanak jol, ha a két sugér kozti As = |s; — s ttkii-
16nbség kisebb mint egy /. — a forrds tulajdonsagaitdl fiiggd — hosszisag, amelyet koherenciahossznak
szokds nevezni. Azaz a csikok addig latszanak jol, (ezt a lathatdsdgot aldbb mennyiségileg is definidlni
fogjuk), amig

As < L. 9.1)

Ha a forréds elvben szigorian monokromatikus lenne, akkor ahhoz végtelen koherenciahossz tartozna.
Val6jaban azonban a kisérletben haszndlt fény savszélessége, azaz a jelentSs sullyal szerepld spektralis
komponenseket tartalmazé Aw frekvenciaintervallum véges, vagyis nem csak egyetlen frekvenciat tar-
talmaz. Ekkor viszont a kiillonb6z6 frekvencidji komponensekre nézve az erdsités (€s a kioltds is) kissé
mas utkiilonbségekre teljesiil, ezért a koherenciahossz véges marad, és nagysdga — amint az kimutathat6
—legfoljebb /. = ¢/ Aw. Az ennek megfeleld

te=10.]c (9.2)



9.1. A KLASSZIKUS INTERFERENCIA ES KOHERENCIA 111

1d6t koherenciaidének nevezziik.

A mez6 térerdssége az ernyd egy r pontjdban és a ¢t idGpillanatban olyan térer6sség értékek szuper-
pozicidja, amelyet a mezd az elsd rés ry helyén a ¢-nél kordbbi t; = t — s;/c illetve a masodik rés ry
helyén a to =t — so/c késleltetett (retardalt) id6pontokban vett f6l:

E(I‘,t) :K1 E(rl,t1)+K2 E(I‘Q,tz). (93)

A K, és K, terjedési konstansok a geometridtdl fiiggenek és dltalaban forditva ardnyosak az s; illetve
s9 tavolsdgokkal. Az egyszeriiség kedvéért skaldris tereket tekintiink, ami alkalmazhat6, ha a két mezd
azonos polarizacidju.

A detektorok vélaszideje hosszu, ezért azok éltaldban a fényintenzitdsnak a periddusidénél joval
hosszabb id6re vonatkoztatott

T

_ 1
1) B0 = Jim . [ 1B de 9.4
0

foliilhuzassal jelzett dtlagat mérik. Az intenzitds a térerGsség abszolut értékének négyzetével ardnyos, az
aranyossagi tényezdt itt egységnyinek valasztottuk. Itt foltessziik, hogy az atlag staciondrius, azaz nem
fligg az idémérés kezdeti idSpontjatdl, tovabba azt is, hogy a kiszamitott id6atlag igy is megadhatd, hogy
az E(r,t) mezd értékét egy valdsziniliségi eloszlds altal meghatdrozott iddbeli folyamatnak tekintjiik, és
az intenzitdst az

I = (|E(r,1)]*) 9.5)

sokasdgra vett dtlag segitségével definidljuk.
Ennek megfelel6en a Young-féle kisérletnél a detektorndl mért intenzitas:

I(r) = |[KiP{|E(r1,t1)|*) + | Ka|* (|E(r2, t2)[?) 4+ 2Re [K} K (E* (11, t, ) E(r2, t2))] . (9.6)

Az els6 két tag itt kiilon-kiilon az egyes résektdl szdrmazod intenzitds, mig a harmadik tag irja le az
interferenciat. Legyen

I =K (| E(ry, t)]?), I = | K (| E(r2, 12)]?) 9.7)

és vezessiik be a klasszikus elsérendl normalt koherencia fokot a kovetkezd definicival:

(E™ (1) E(2))

1) _
Y (21, 22) = : (9.8)
VAIE@@)?) (|E(x2)[)
Itt az x; = (ry,t;) jelolést alkalmaztuk. Az ernyén mért intenzitds eszerint
K¥ K
I(r) =1+ L+ 2T, I,Re L 2 Dz, 2,)] (9.9)

N
VK2 /| Ko ?

Megjegyezziik még a kovetkez6ket. Egy fényhulldm tiszta id6beli koherencidja mérhet6 egy Mach—
Zender-féle interferométerrel, ahol a két karhoz tartozé id6 ¢, = t — zy/c ésty = t — z3/c. Haa
forras statisztikus tulajdonsdgai staciondriusak, azaz a fluktudcidkat befolyédsol6é zavarok nem fiiggenek
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az id6t6l, akkor az interferenciat az ttkiilonbség szabja meg, és a (") paraméter csak a 7 = (25 — 21)/c

paramétertdl fog fiiggeni a

VD7) = (E*()E(+ 1))
(E*(t)E(t))

képletnek megfeleléen. Meg lehet mutatni, hogy egy olyan, egyébként w, frekvencidji monokromati-

kus forrasbdl szarmazé fény esetén, amikor a kibocsaté objektumok, atomok idénként, pl. iitkozések
kovetkeztében véletlen fazisugrast szenvednek, az elsérendi koherencia foka az aldbbi alaku:

(9.10)

yW(7) = exp{—iwor — |7|/7c} 9.11)

ahol a 7¢, a koherenciaid éppen a jelzett véletlen fazisugrasok kozott eltelt dtlagos id6. Erdekes, hogy
madr Fresnel is egy ilyen folyamatnak tulajdonitotta az interferencia eltlinését elegendGen nagy idokii-
16nbség esetén.

Egy mésik gyakori eset amikor a fénykibocsaté atomok kiilonb6z6 sebességgel mozogva a Doppler
effektus miatt kiilonb6z6 frekvencidn sugdroznak. Ez esetben a koherenciafok:

YW (1) = exp{—iwer — A27%/2} 9.12)

ahol A a spektrumvonal ilyen esetben inhomogénnek nevezett kiszélesedése, azaz a spektrumot megadé
Gauss gorbe két inflexids pontja kozti tavolsag fele.

9.2. Kvantumos koherencia fiiggvények

Az el6z6 pont klasszikus meggondoldsai kiterjeszthet6k a kvantumos lefrdsra, ami elsGsorban R.
Glauber érdeme (Nobel dij 2005). A mezd intenzitdsanak mérésére fotodetektorokat hasznalunk. Ezek
szokdsosan ugy miikodnek, hogy a benniik 1év6 atomok a beérkezd mez6bdl fotont nyelnek el, majd en-
nek nyomadn gerjesztett vagy ionizalt dllapotba keriilnek. Mivel a mez6 hulldmhossza az optikai tartoma-
nyokban jéval nagyobb mint az atom mérete, a hulldm térbeli valtozasat leiré e’ faktor helyettesithets
az e’*ro értékkel, ahol ry az atom tomegkdzéppontjat jelenti. M4s széval az atomon beliil a mez6 értéke
egy adott idopontban mindeniitt azonosnak tekinthetd. Ilyenkor — mint megmutathaté — a mezot és az
atomi toltéseket az atomi dipdlmomentum csatolja 6ssze, azaz a kdlcsonhatds Hamilton-operatora

H; =-D-E(r,1) (9.13)

alakd. Ezért a mez0 helyfiiggésének elhanyagolédsat dipolus kozelitésnek nevezziik.
Legyen az atom az ry = O helyen, s igy a mezd értéke ezen a helyen:

, heo
E=i kz \ /ﬁ €nslans(t) — ait, ()], (9.14)

Mivel a detektor egy foton abszorpcidjaval miikodik, a kdlcsonhatds szempontjabdl elegendd a mezének

az a eltiinteté operatort tartalmazo
hwk
Ef =i ——— €psps(t 9.15
zkgsw%ovekak() (9.15)



9.2. KVANTUMOS KOHERENCIA FUGGVENYEK 113

ugynevezett pozitiv frekvencids részét figyelembe venni. Elképzelhetd ugyan olyan detektor is, amelynél
foton keletkezik mikozben az atom legerjeszt6dik, de a gyakorlatban nem szokas ilyet hasznalni. Legyen
a detektorként szolgdlé atom kezdeti dllapota a |g) alapdllapot, a mez6é pedig valamilyen késSbb spe-
cifikdlandé |i) dllapot. A detektdlds végén keriiljon az atom az |e)-vel jelolt gerjesztett (excited) atomi
allapotba, mig a mezd végdllapota legyen |f). A csatolt rendszer éllapota igy kezdetben |I) := |g) |i)
végiil pedig |F) = |e) | f). A kolcsonhatasi operdtor matrixeleme a kezdeti és a végéllapot kozott

(FI H; |I) = = {e|Dlg) (f| BT i), (9.16)
és az dtmeneti val6szinliség ennek az abszolutérték négyzetével azaz a
[(FIH;|I)? (9.17)

mennyiséggel ardnyos. Ez — mint ldtjuk — tartalmazza a (e| D |g) dtmeneti dip6lmomentum matrixelem
négyzetét és a mezdallapot dtmenetének
[ (FIE" i) [* 9.18)

valdszintiségét. A foltételezett foton abszorpcids detektdldsi mechanizmus miatt az | f) dllapotban eggyel
kevesebb fotonnak kell lennie mint |i)-ben. Ezért a (9.18)) matrixelem nem tiinik el, mert az ay eltiintetd
operdtorral hatva az |i) allapotra az a |i) és |f) azonos szdmu fotont tartalmazé dllapotok. A madsik,
a negativ frekvencids tagban szerepld aLS i) dllapotot tartalmazé tag viszont ugyanilyen ok miatt nullat
ad ugyanezen allapotok kozott, mert aLS i) kettGvel tobb fotont tartalmaz mint | f), igy ezek ortogonalis
allapotok.

A detektélas szempontjabol azonban csak az atom végso dllapota az érdekes, ezért a (9.18) mennyisé-
geket Ossze kell adni a mezs dsszes lehetséges végdllapotdt tartalmazé | f) allapotaira vett 5sszegzéssel.
Ez utébbiakat egy teljes ortonormdlt rendszernek tekinthetjiik, amelyek tartalmazhatjak a nem megenge-
dett (nulla matrixelem{) tagokat is, s igy az dtmenet valoszintisége a

Y IIE [P =D GIET /B i) = (i[ETE" i) (9.19)
f f
mennyiséggel ardnyos, ahol az E- = (E*)' adjungélési egyenlséget haszndltuk. Eszerint az dtmenet

valdsziniisége az E-E™ vérhat6 értéke a mezd kezdeti dllapotdban. Az eredmény lathatélag arra az esetre
vonatkozik, amikor a kezdeti dllapot tiszta a kvantummechanikai értelemben. A valdsdgban ez igen ritka
eset, mert a mez4 kezdeti allapota altaldban egy

o =Y pi li)il (9.20)

7 2

strtiségoperatorral megadott keverék, ahol p; az |i) tiszta dllapot valdszintisége a keverékben, amelyekre
> p; = 1. Ez esetben az (9.19) varhat6 érték helyére az azt keverék esetén is megadé dltalanosabb
%

Tr[on E"EY] =) pi (i|EE" |i) (9.21)

képlet 1ép. Figyeljiik meg, hogy a Tr mogott az operdtorok normdlrendezett médon jelennek meg, ami
azt jelenti, hogy az aLS keltd operatorokat tartalmazé tagok megeldzik az ay, eltiintetd operatort tartal-
mazodkat, ami az ltalunk el&irt fotonabszorpcids detektélds kovetkezménye.
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Vezessiik be most a
GV (x,x) = Tr[om B~ (2) E* ()] 9.22)

jelolést. A on mogott itt a mezdnek ismét csak egy polarizdcidés komponensét tekintjiik, ezért a vektor-
jelolést elhagyjuk, és az © = (r,t) jelolést hasznéljuk a térbeli és idGbeli koordinatak osszefoglaldséra.
Minthogy ez a G(!) a detektor megszdlalasanak valészintiségével aranyos, ezt a mennyiséget fogjuk a
kvantumos mez{ intenzitdsdnak tekinteni az x téridé pontban.

I(r,t) = GW(z, ). (9.23)

A fliggvény argumentumdnak megkett6zésének oka és az (1) folsd index jelentése az aldbbiakbdl deriil
ki.

9.2.1. A Young-féle kisérlet értelmezése a kvantumos mez6 esetén

A Young-féle kisérlet sordn az interferdlé mezdk ereddjének pozitiv frekvencids részét az 9sszetevok
megfeleld részének Osszege adja, igy:

E+(I',t) = K1E+(I'1,t1) + K2E+(I'2,t2). (924)

Mostantdl foltessziik, hogy rogzitett és azonos polarizacidji mezok interferencidjat tekintjiik, igy az E-t
skaldrisnak vessziik. A mezd intenzitdsa a (9.23)) definiciénak és (9.22)-nek megfelelGen

I(r,t) = Te[on B~ (r, ) E* (r, )] = | K1 PG (21, 21) + | K22 GWY (29, 25) 4 2Re[KF KoGW (24, 1)),
(9.25)
ahol
G (21, x5) = Trlop B~ (21) E* (22)]. (9.26)

Ez utébbi mennyiség az altaldnos elsSrendd korreldcids fiiggvény, amelynek a (9.22)) speciilis esete.
Ezek utdn definidlhatjuk a normadlt elsérendii korreldcios fiiggvényt:

G(l) (ZL’l, 132)
(GO (21, 21) GO (2, 25)]

gV (x1,29) = (9.27)

amelyre bizonyithatéan érvényes a 0 < |g™) (21, 25)] < 1 egyenlStlenség. A koherencia mértékét a
gM (1, xy) fiiggvény abszoliit értéke adja meg az aldbbiak szerint:
lgM (21, 25)| =1 teljes koherencia
lgM (21, 25)| <1 parcidlis koherencia
|9 (21, 25)| =0 inkoherencia
Az a eltiinteté operatorral megadott egymddusu haladé hullimd mezd esetén, a mezd pozitiv frek-

vencids része, (9.15) alapjan ’
Etf(z) =i K ae'®T=+, (9.28)

ahol K = % Ha a mez§ egy |n) szaméllapotban van, akkor

2€,

G (z,x) = (n| E~(z)E*(z) |n) = |K|*n, (9.29)
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G (zy,29) = (n| B~ (x1)E* (23) |n) = |K|*n explik - (r; — ry)—w(t; — t3)] (9.30)
és igy
g5 (@1, )| = 1. 9.31)
Egy |«) koherens dllapotra hasonléan

GY(z,z) = (a| E=(x)ET(2) |a) = |K|?*|a/? (9.32)
G (21, x5) = (a| E=(21)ET (x2) |a) = |K*|a|? explik - (r1 — 13) — w(ty — t2)] (9.33)

igy most is:
gl (21, 72)] = 1 (9.34)

Vegyiik észre, hogy a teljes koherencia azon milik, hogy a g™ (21, 25) szamll6jdban 4ll6 korreldci-
Os fliggvény faktorizdlhatd, azaz a kérdéses dllapotokban, tehdt egy szamallapotban vagy egy koherens
allapotban:

G (21, 29) = (B~ (21)E"(22)) = (B~ (71)) (ET(22)) (9.35)

9.3. Magasabb rendii koherenciafiiggvények
Az 1950-es években Janossy Lajos és munkatdrsai, Adim Andréds és Varga Péter Budapesten, majd
kicsit késodbb toliik fiiggetleniil R. Hanbury Brown €s R. Twiss Manchesterben tjfajta korrelacios kisér-

leteket végeztek, amelyekben az amplitidok korrelacioi helyett a fényintenzitdsok korreldcioit keresték.
Egy ilyen kisérlet vazlatdt mutatja a[9.3|dbra

e Dy ]

- :I: \\ // | )‘,' Correlator
Variable D

1
Delay

\ /

9.3. dbra. A Hanbury Brown - Twiss korrelacios kisérletek vazlatos rajza.

A korreldtor a két detektor &ramdnak szorzatdt méri, ahol az egyik karban a fényut tiikkrok segitségével
vadltoztathatd, s ez 7 id6vel késleltetheti a mezd értékét a masik karbeli értékhez képest. A koincidenci-
akat szamlalo korrelator a klasszikus értelmezés szerint a

C(r)y=Ut)I(t+ 7)) (9.36)

atlagot méri, ahol /(t) és I(t+7) a detektorokndl vett pillanatnyi klasszikus intenzitdsokat jelenti. Tegyiik
f61, hogy a mezd staciondrius, azaz, hogy a C'(7) fiiggvény csak a 7 késleltetési id6t6l fiigg, ¢-t61 nem. Ha
a 7 késleltetési id6 rovidebb mint a koherenciaidd, akkor a C'(7) fiiggvény informéciét szolgdltat a mez
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statisztikus tulajdonsdgairdl. Tegyiik fol, hogy a nyaldboszté 50-50-es tehat maganak az intenzitdsnak
az dtlaga azonos a két detektorndl. Vezessiik be ennek megfeleléen a klasszikus normélt masodrendd
korrelacios fiiggvényt a
I)I(t+T EX(t)E*(t+1)E(t+1)E(t
() = AOLE ) _ (EOE (4 DEE + D)) 037
(I(t)) (E*(1)E(t))

definicidval, ahol a mdsodik egyenldséget az amplitido és az intenzitds kozti kapcsolatnak megfelelGen
irtuk fol. Ha a detektorok kiilonb6zd tavolsdgra vannak a nyaldboszt6tdl, akkor ezt koordinatafiiggd
amplitidokkal kell venni és a

(B (1) B (x9) E(5) E(21))

(2) — 2
v, w2) = (9.38)
([E(z)[?) ([ E(22)[?)
definicidval lehet figyelembe venni.
Azt mondjuk, hogy a mez6 masodrendben koherens, ha
YDz, x)| =1 és 7P (xy,25) = 1. (9.39)
A masodik foltételhez az sziikséges, hogy teljesiiljon a
(B (1) B (22) E(22) E (1)) = (| E (1) )| E(22)]*) (9.40)

faktorizaciods foltétel. Egyszer( belédtni, hogy egy monokromatikus sikhullim esetén, amikor a komplex
frasméd szerint E(z) = Ey '**=“t) valés amplitidéval, akkor

(E*()E*(t + T)E(t + T)E(t)) = Ej, (9.41)

és igy v?) (1) = 1. Tetsz&leges dllandé, nem fluktuald nyaldbra ugyanez az eredmény.
A masodrendi koherencia fiiggvény azonban szemben az elsdrendiivel nincs korlatozva az 1-nél ki-
sebb értékekre. Ezt beldtando tekintsiik a nulla késleltetésii koherencia fiiggvényt:

2 ()
+@(0) = o (9.42)

A ty, 1, ...ty id6pontokban végzett N szdmu sorozat mérése esetén a jelzett atlagok:

<[(t)>:](tl)—i-l(tg)]\—fl-...—i—f(t]\/) 4 <12(t)>:IQ(tl)+12(t2)N+...+12(tN)_ ©9.43)

Minthogy barmely méréspdrra érvényes a 2 I(t1)1(ty) < I*(t1) + I?(t,) egyenlStlenség igy
(I(t))* > (I*(t)), (9.44)
amibdl:
1 <~+%(0) < o0. (9.45)

Azaz egyrészt nincs folsé hatar, mdsrészt viszont a 0 késleltetésnél a masodrendl koherencia fiigg-
vény mindig legaldbb 1. Mivel az intenzitds értéke mindig nemnegativ a (9.37) Osszefiiggés szamla-
16jaban €s természetesen a nevezdjében is nemnegativ mennyiségek atlaga szerepel, igy nyilvanval6an
0<~v@(7) < oo, har #0.
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21(t1)I(ty + 1) < I%(t1) + I*(t; + 7) miatt érvényes az

Tt +7) + . TNty + 7)) < [P(t) + oo+ Pn)] [P +7) + o+ TPty +7)]
(9.46)
egyenlGtlenség is, €s ha elég sok mérést végziink, akkor a két tényezd a jobboldalon megegyezik, igy azt
kapjuk, hogy
7@ (1) < 4P(0). (9.47)

A és egyenlStlenségek tipikusan klasszikus mezdkre érvényesek, amint az a leveze-
tésbdl is kideriil. Ennek azért van nagy jelent6sége, mert bizonyos kvantumos mezdk esetén ezek az
egyenldtlenségek sériilnek.

Nagyszamu fiiggetlen forrasbdl szarmazo fény esetén meg lehet mutatni, hogy az els6 €s masodrendi
koherencia fliggvények a

19(7) = 1+ hO) ©48)

kapcsolatban vannak egymdssal, igy ekkor a |[y(!)(7)| < 1 korlat miatt klasszikus mezére 1 < ) (1) <
2. P1. Lorentz-spektrumu forrds esetén:

7(2) (1) =14 exp{—2|7|/7¢}. (9.49)

Ez azt jelenti, hogy 7 — oo esetén v?)(7) — 1, ez felel meg a fiiggetlen fényintenzitdsoknak, mig
7@(0) = 2. Valéban Hanbury Brown és Twiss mérései mutattdk ezt az effektust. Egyenld tthosszak,
azaz 7 = 0 esetén a detektorok dramanak szorzatdnak atlaga (normdlva az egyes dramok atlagdval)
kétszerese volt a nagy késleltetéssel mért megfeleld dtlaghoz képest. (Janossy csoportjdnak az effek-
tus kimutatdsa nem sikeriilt, az 1950-es években a Magyarorszagon elérhet6 — detektorként szolgdld —
fotoelektronsokszorozdk érzékenysége nem volt elegendd ehhez.) Lathatd, hogy a mérés a késleltetés
valtoztatasanak révén alkalmas a koherenciaid6 meghatarozasara.

9.4. A masodrendii koherencia kvantumos targyalasa

A (9.18) formuldhoz hasonl6an megadhatjuk annak a kétfotonos folyamatnak a kvantummechanikai
valdszintiségét, hogy a mez6bdl az r; pontban a ¢; idépontban, illetve az r, pontban a ¢, iddpillanatban
egy-egy foton elnyelddik:

| (f| BT (v, ta)E1 (v, 1) |i) |2, (9.50)

ahol ismét csak a térer6sség operatorok pozitiv frekvencids része szerepel a matrixelemben, mert az
tartalmazza az eltiintet6 operdtort, ami fotonabszorpciéval miikodd detektorokat foltételez. Végrehajtva
a végallapotok teljes rendszerére az 0sszegzést a (9.19) Osszefiiggéshez vezetd dtalakitashoz hasonldéan
kapjuk a valdszintiségre az

<’L‘ E- (I‘l, t1>E7 (I'Q, t2)E+(r27 tQ)EJr(I'l, tl) |’L> (951)

eredményt. A mez6 o\ stiriségoperatorral megadhat6 keverék llapotait is megengedve kapjuk a mdsod-
rendii kvantumos korreldcios fiiggvény altalanos definicigjat:

G® (21, 95 9, 11) := Tr[om B~ (21) B~ (22) E™ (29) Bt ()] (9.52)
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A normélrendezett argumentum itt is 1ényeges. A mdsodrendii kvantumos koherencia fiiggvényt ebbdl a
kovetkezd normdldssal kapjuk:

G? (351, X2; T2, 951)

GO (1. 20)GD (10, 7) (9.53)

9P (21, 293 9, 1) =

Ez a mennyiség az x; és x, téridbpontokban észlelt egy-egy foton detektdlasdnak egyiittes valdszintsé-
gével aranyos mennyiségként értelmezhetd. Egyszertien ldthatd, hogy ¢(» mindig nemnegativ.

A kvantumos mez6t mésodrendig koherensnek nevezziik, ha mind a @]}—ben definialt els6rendd
koherencia fiiggvény abszoliit értéke, mind az itt definidlt masodrendd koherencia fiiggvény értéke egy-
ségnyi:

19V (21, 25)| = 1, gD (21, 09 20, 1) = 1. (9.54)

Ez lithatSlag megkoveteli, hogy a G?) fiiggvény faktorizalhaté legyen:
GO (w1, w9509, 1) = G (1, 20) GV (9, 25). (9.55)

Egy azonos rogzitett helyen, ami a 4bran a nyaldboszt6 egy pontja ¢® csak a két karhossz kii-
1onbségével meghatarozott 7 id6kiilonbségtdl fiigg:

(E-(t)E~(t+7)Et(t+71)E*(t))

g¥(r) = (E=()ET(t)) (E-(t+ T)E*(t + 7))’

(9.56)

ami annak a foltételes valdszintiségével ardnyos, hogy ha egy foton detektdlédik a ¢ idSpontban, akkor
egy masik detektalodik a ¢ + 7 idOpillanatban is.

Tekintsiink most egy egyetlen haladéhulldimui mdédust tartalmazé monokromatikus mezSt, amelynek
pozitiv frekvencids operdtora E+ = a e/k*=“!) s igy F~ = af e~##*=«) Betéve ezeket a fonti formula-

ba, a
o) — Sdlaa) G- 1) (AR~ () 057)
(ata) (ata) (n)? (7)?
eredmény adédik. Itt 2 = a'a a médus szdmoperdtora (1) a fotonszdm varhat6 értéke, (An)? a fotonszdm
szorasnégyzete. Lathatd, hogy az eredmény fiiggetlen a 7 késleltetéstdl. Lathatd, hogy az eredmény ez
esetben afejezetben bevezetett (), Mandel paraméterrel a ¢®)(7) = 1 + @Qy; kapcsolatban van.
Az eredmény azt mutatja, hogy egy |a) koherens dllapotban, ahol mint tudjuk (n) = |a|? és (An)? =
%,

9P (7)|jy = 1. (9.58)

Ez az dllapot a fonti (9.54)) definici6 szerint mésodrendben koherens.
Ezzel szemben egy termikus dllapot egyetlen w korfrekvencidju kisztirt médusaban mint tudjuk (i) =
1/ [exp(—Tw/kpT) — 1] illetve (An)2 = (i), + (), s igy

9P ) = 2. 9.59)
Meg lehet mutatni, hogy egy sokmoédusu, nem sziirt termikus dllapotban a klasszikus esethez hasonléan
9P ()] =1+ 190 @)l (9.60)

ami szintén a 1 és 2 kozé esik.



9.4. A MASODRENDU KOHERENCIA KVANTUMOS TARGYALASA 119

Meg lehet mutatni, hogy egy Lorentz-spektrummal rendelkezé forrds esetén a ¢(® () hasonléan a
klasszikus eredményhez
g®(7) = 1+ exp{~2|7|/7c}, (9.61)

azaz ¢ (0) = 2, és g®®(c0) = 1. Ez azt jelenti, hogy annak a valdszintisége, hogy rovid idén beliil
két fotont detektdlunk, nagyobb mint az egyetlen foton detektdldsanak valdszinlisége. Ezt a jelenséget
szokds foton stirlisddésnek (photon bunching) nevezni, és ezt az effektust figyelte meg Hanbury Brown
és Twiss, amikor a korreldtorok dramédnak szorzata maximdlisnak bizonyult a nulla id6késleltetés esetén.

Tekintsiink most egy szdmadllapotot. Ebben (An)? = 0 minden |n)-re és (2) = n. Ennek megfelelen

0 han =0,1;
(2) _ (2 _ > y 1y
g(ﬂ—g(m—{l_l han > 2, (9.62)

n?
Léthatélag ¢®(0) < 1, azaz a klasszikus esetre vonatkozé v(?)(0) > 1 egyenlStlenség a kvantumos
koherencia fiiggvényre mar ebben az 4llapotban nem érvényes. A g2 (0) < 1 teljesiil, ha (AR)? < (7)),
ezeket az dllapotokat sub-Poisson allapotoknak neveztiik korabban.

Egyetlen kétnivés atom erds rezondns gerjesztése esetén az atom dltal szért fényt rezonancia flu-
oreszcencidnak nevezziikk. A gerjesztéskor az atom (2, korfrekvencidval Rabi oszcillicidkat végez, de
kozben a spontidn emisszid, melynek idéallanddjat itt v-val jeloljiik, minduntalan csokkenti a f6ls6 nivo
populécidjat. A folyamat leirdsa kiviil esik a jegyzet keretén, de a keletkezé mez6 mésodrendd koheren-
ciafiiggvénye a kovetkezd:

g®(r) = [1 = exp(—7/2)]", ha 2, < v, (9.63)
g (1) =1 — exp(—37y7/4) cos O, t, ha Q. > . (9.64)

Mindkét esetben g (0) = 0, és nyilvan
g?(0) < g (7). (9.65)

Ebben az esetben azt mondjuk, hogy fotonritkulds (photon antibunching) 1épett fol, azaz annak a
valészinlsége, hogy roviddel egy foton beérkezése utdn még egy fotont detektdlunk kicsi, két foton
egyidejli detektdlasanak valdszintisége pedig 0. Ez azzal kapcsolatos hogy a forrds egyetlen atombdl
all, és miutan a folsé nivordl az alséra keriilve egy fotont emittdlt id6 kell ahhoz, hogy még egy fotont
emittdljon. Ez a jelenség ismét a foton mint energiakvantum oszthatatlansdganak kisérleti bizonyitéka.

Megemlitjiikk még, hogy az elsd és médsodrendii korreldcios fiiggvényhez hasonldan be lehet vezetni
az n-edrendd fliggvényt is a

G (21,... 2n;xp...x1) = Trlom B~ (1) ... E= () Et () ... B ()], (9.66)

illetve a megfelel koherenciafiiggvényt a

G (zy,... 20,7, ...71)

(n) . L 1, ny4n 1

g " (T, 29 . X Ty . T, ) = GO 2) . GO () (9.67)
definiciokkal. A mez8 n-ed rendben koherens, ha | g(’“)] = 1 minden k£ < n esetén. Ennek sziikséges és

elégséges foltétele a masodrendhez hasonlé faktorizacid érvényessége. Egyszertien belathato, hogy egy
|a) koherens éllapot tetszGleges n esetén n-ed rendben koherens.
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9.4. dbra. A foton detektalds id6beli lefolydsa a) antibunching (azaz egyetlen atombdl kibocsétott fény)
esetén, b) random (azaz koherens éllapot, vagy lézernyaldb) esetén, és c) bunching (kaotikus fény) esetén.
TC a kOheI'el’lCIa 1d6t _]61011. FOI‘I’éS: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Photon_bunching.png

Ellenorzo kérdések

1. Vézolja a Young-féle kétréses kisérletet.

2. Hogyan definidljuk az elsérendd normalt koherenciafokot?

3. Fotonabszorpcidval milikodd detektor esetén mi hatdrozza meg a mezd intenzitasat?

4. Mit neveziink normalt elsdrendli kvantumkorrelécios fiiggvénynek?

5. Mennyi a normélt kvantumkorreldcios fiiggvény értéke koherens illetve szaméllapotok esetén?
6. Hogyan vezetjiik be a magasabb rendi klasszikus koherenciafiiggvényeket?

7. Mi a jelentése a masodrendli kvantumos normdlt koherenciafiiggvénynek?

8. Milyen kiilonbség van a médsodrendii koherenciafiiggvényben a termikus, a koherens és a szamal-
lapot kozott?

9. Mit neveziink fotonritkulasnak?


http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Photon_bunching.png

10. fejezet

A Jaynes—Cummings—Paul-modell

10.1. Bevezetés

Az atomok és a mez6 kolcsonhatasanak elvileg legegyszertibb modellje a kovetkezd. Csak egyetlen
atomot tekintiink egy alléhulldmu iiregben, és foltessziik, hogy az atomnak csak két kivdlasztott stacio-
ndrius allapota kozotti egyetlen dtmenet jatszik szerepet, az, amelyik az liregben kialakul6 diszkrét all6-
hulldmok koziil az egyikkel rezondns médon kolcsonhatdsba tud 1€pni. Ezt a modellt Jaynes—Cummings-
modellnek (JC-modell) vagy helyesebben Jaynes—Cummings—Paul-modellnek (JCP-modell) ([11],[12])
nevezziik amelynek nemtrividlis kvantumos mozgésegyenlete egzaktul megoldhat6.

10.1. abra. Edwin Thompson Jaynes (1922 - 1998) amerikai fizikus. Forras: |cco://en.wikipedia.org/uiki/sduwin_

Thompson_Jdaynes

Az 1980-as évek mdsodik felétdl kezdve sikeriilt olyan kisérleteket végezni [27], ahol ezt az elsd
latasra igen leegyszer(sitettnek ttiné modellrendszert ténylegesen is megvaldsitottdk. Egy szupraveze-
t6 liregben kialakul6 €s kevéssé csillapitott mezd egyetlen alléhullamu moédusa kolcsonhat az iiregen
athalad6 rezondns atommal, és az ezutdn az iiregbdl kilép6 atom éllapotabdl kovetkeztetni lehet a mez6-
vel val6 kolcsonhatds dinamikdjara. A mérések igazoltdk a mez6 kvantumelektrodinamikai modelljének
helyességét, nyilvanvalova tették pl. az tiregbeli mez6 energidjanak diszkrét szerkezetét, ami a fotonok
létezésének egykor sokat vitatott tényét Ujra kozvetleniil bizonyitottdk. Ebben a fejezetben a modell
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elméleti vonatkozasait targyaljuk, a kisérletek elemzésére a kovetkezd fejezetben keriil sor.

Miel6tt a teljes kvantumelektrodinamikai targyaldshoz kezdenénk, el6bb megoldjuk a feladat fél-
klasszikus valtozatdt, az tgynevezett optikai Rabi problémdt, amelynek ma mar fontos metrologiai és
technoldgiai alkalmazésai is vannak.

10.2. dbra. A Jaynes-Cummings modell vézlatos rajza: Egy szupravezetd liregben kialakul6 és kevéssé
csillapitott mezd egyetlen dll6hulldimi mdédusa kolcsonhat az iiregen dthaladé rezondns atommal, és az
iregbdl kilépd atom allapotdbol kovetkeztetni lehet a mezdvel valé kolcsonhatds dinamikéjara

2
FOl'l'aS: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Jaynes-Cummings_model.png

10.2. Kétnivos atom klasszikus mezoben

Tekintsiik a mez6t és az azzal kolcsonhatdsban 1év6é atomot, amelynek csak két staciondrius alla-
pota kozotti dtmenetet vizsgdlunk. Az atomok tobbi nivéjaval és az atom mint egész tomegkozépponti
mozgésaval itt nem foglalkozunk, ezek figyelembevételérdl a kisérletek elemzésénél lesz sz6. Ebben a
szakaszban a probléma félklasszikus véltozatat tekintjiik 4t réviden, ahol az atomot kvantummechanika-
ilag, a mez4t viszont klasszikusan kezeljiik. Ezt a feladatot optikai Rabi-problémanak szokas nevezni. I.
Rabi vizsgdlta ugyanis azt a teljesen analég modellt, ahol egy atommag két ellentétes spinli — és emiatt
egy alland¢ kiils6 méagneses mezdben kiilonboz6 energidju — allapota k6zott egy tovabbi oszcillalé mag-
neses mezd rezonans atmenetet indukdl. A Rabi-probléma, azaz a klasszikus mez6 hatdsara végbemend
atomi kvantumos dinamika vizsgdlata médot ad majd arra, hogy ezt kovetéen rd tudjunk vildgitani a
mezd kvantumos tulajdonsiagaibdl szairmaz6 1ényeges kiilonbségekre a klasszikus véltozattal szemben.

Egyetlen atom esetén legyen a két staciondrius éllapot egyike |e) a folsd, gerjesztett, a masik pedig
a |g) az alsé, az alapéllapot, a koztiikk 1év6 energiakiilonbség pedig hwy. Ezek tehét az atomi Hamilton
operator sajatallapotai a

hw hw
Hyle) =ccle) = ="le),  Holg) =¢,lg) === lo) (10.1)

2
sajatértékegyenletnek megfeleléen, ahol az energia nulla szintjét az atomban a két figyelembe vett atomi
energianivé e, és ¢, szdmtani kozepénél vessziik fol. |e) és |g) egymadsra ortogondlis és normaltnak
tekintjiik Sket.
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Foltessziik, hogy az atom kolcsonhat az ebben a szakaszban klasszikusnak tekintett
E(t) = Eycoswt (10.2)

linedrisan polaros monokromatikus mezdével, amely az atom méretein beliill nem fiigg a helyt6l. Ez
nagyon 6 kozelitéssel érvényes, mert az a atomi méret, amely nagysdgrendileg a Bohr-sugarnak felel
meg, optikai frekvencidk esetén dltaldban harom nagysagrenddel kisebb mint a mez6 A = 27¢/w hul-
ldmhossza. Az a < A relédci6 érvényes marad abban az aldbb tirgyalandé esetben is (Rydberg-atomok
mikrohullimd mez6ben), ahol a figyelembe veendd a atomi méret ugyan harom nagysagrenddel nagyobb
lesz mint a Bohr-sugdr, 4m a \ itt mar a cm-es tartoményba esik. Ilyenkor az atom mez6 kolcsonhatast
megado operdtor alakja

K = —DEFEjcoswt, (10.3)

ahol D az atomi dipélusmomentum operatora. Fol fogjuk tenni, hogy a mezd korfrekvencidja kozel esik
az atomi dtmenet frekvencidjdhoz, amit az

wy —w =A< wy (10.4)

foltétel fejez ki. A-t elhangoldsnak nevezziik.
Most olirjuk az atomra vonatkoz6 id6fiiggd Schrodinger egyenletet, amelynek alakja

01v(t))

g T (Ho+ K (1)) |W(t)) = (Hy — DEgcoswt) |[¥(1)) . (10.5)
A megoldast keressiik a két staciondrius allapot id6fiiggd szuperpozicidjaként a
|\If(t)> _ bg(t) 6—@'At/2e—isgt/h |g> + be (t) 6iAt/26—z’eet/h ’6> (106)

= by(t) e A [g) 4 be(t) 4% H o)

alakban, ahol a H,-nak megfelelS e **s(*/" stacionarius fazisfaktorokat és az elhangol4s felét tartalmazé

tovabbi e™*A/2 fazisszorzokat célszertien levélasztottuk az id6fiiggs egyiitthatokbol. A kolcsonhatdsbol
szdarmaz6 id6fiiggd amplitidokat itt b, -vel jeloltiik.

Irjuk be a |W(t)) eme alakjét a egyenletbe, majd képezziik annak skalaris szorzatit balrdl
(g|-vel, illetve (e|-vel. Vegyiik figyelembe H, sajatértékegyenletét, az (e |g) = 0 ortogonalitasi relaci-
6t, tovabba azt, hogy a D operdtor pdratlan (tértiikrozéskor elgjelet valt), s igy az atomi nivok kozotti
diagondlis matrixelemei eltinnek (Laporte-szabdly). Igy a D operdtor matrixelemei:

0=(e|Dle) ={g|Dlg),
d:=(e|Dl|g), d"={(g|Dle), (10.7)

mert mind |g) , mind |e) hatdrozott paritdsd, 1évén atomi dllapotok. Hagyjuk el tovdbbd a coswt =
(e + e~™") /2 beirdsa utdn f6lléps az w + wy korfrekvencidval valtozo két tgynevezett antirezondns
tagot, amelyek egy id0 szerinti integrdlds sordn nagy nevezdvel jelentkeznek, és igy elhanyagolhaték az
wo — w = A frekvencidval torténd valtozashoz képest. Ezt az elhanyagolast nevezziik forgéhullamu
kozelitésnek, vagy az angol elnevezés: rotating wave approximation roviditésével RWA-nak. Igy az
1dofliggd amplitiddkra kapjuk, hogy

Ao
bg = ZEbg -+ ZTbe, (108)
be = —ZEbe + 271)9, (109)
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ahol

az ugynevezett klasszikus rezondns Rabi-frekvencia.

10.3. abra. Isidor Isaac Rabi (1898- 1988) amerikai fizikus . Forras:

II_Rabi.jpg

(10.10)

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:

dlland6. Az éllandét a |W(¢)) normdldsa miatt 1-nek valasztjuk.

10.1 Feladat: Mutassuk meg, hogy a (10.8] [10.9) rendszerbdl kivetkezik, hogy |b,|? + |be|? =

esetén a fonti egyenletek RWA nélkiil is egzaktak.

10.2 Feladat: Mutassuk meg, hogy E = F(X cos wt+¥ sin wt) cirkuldrisan polarizélt kiils6 mez

A (10.8][10.9) egyenletrendszernek a

kezdeti foltételhez tartozé megoldasa

b :i&sin&

(& Q 27
b, = (Cosﬁ—kiésin%)
g 2 Q 2 )’

ahol
Q=[Q]2+ A2

neve a (nemrezonans) Rabi-frekvencia.

(10.11)

(10.12)

(10.13)

(10.14)
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[ 10.3 Feladat: Ellendrizziik, hogy a megoldds megfelel a |b,]? + |b.|* = 1 elSirdsnak. ]

A megoldasbdl lathatd, hogy a f6ls6 nivé betdltottségének valdszintisége

Q2 Qt .2 1
be2:|—r'2—:—r—1— Qt 10.15
bl = S g T g ar g et (10-15)
ami 0 és \Qlflé% kozott oszcillal €2 korfrekvencidval. Pontos rezonancia esetén w = wgy, A = 0, a folsd

nivo populdcidja eléri az 1 értéket, az atom periodikusan €, korfrekvencidval teljesen invertalodik illetve
Ujra az also6 éllapotba keriil.

10.4 Feladat: Mutassuk meg, hogy tetszéleges kezd6foltételek esetén a félklasszikus Rabi-
probléma megolddsa:

9 _ A g O 9 i Ot
(be(t)> _ (COS 2, A S o s m) (be(o)) _ (10.16)

. Ot A .
i~ sin 5 cos 3 + 15 sin = ) \by(0)

Egy dlland6é amplitiddja kiilsé mezdben, pontos rezonancia esetén az €),.t, = 7 foltételt teljesitd ¢,
id6tartamig tarté impulzus éppen invertdlja az atomot, ezért ezt m impulzusnak nevezziik. Az €),.to, = 27
egyenlOség teljesiilése esetén viszont az alapallapotbdl indulé atom ¢, id6 milva visszakeriil az alapal-
lapotba. A t, /o = 7/(2€2,) Gigynevezett 7/2 impulzus az eredetileg akar az als6 akér a f6ls6 staciondrius

z_ 7z

allapotban 1év6 atomot a két energiasajatdllapot egyenld sulyt szuperpozicidjaba viszi. Hasonl6 a folya-
mat akkor is, ha a kezdGallapot a folsd |e) nivo, ez esetben egy m impulzus éppen az alsé allapotba viszi
az atomi rendszert stb.

A font targyalt Rabi-megoldads atomok optikai gerjesztéseinél csak akkor érvényes, ha az atom és
a mez$ kolcsonhatdsa koherens, ami két foltétel teljesitését kivanja. Egyrészt az atomi allapotok a po-
pulécidit a folyamatra jellemz6 €' nagysdgrendd idStartamon beliil egyéb relaxdcids folyamatok (pl.
spontdn emisszio, iitkozések) nem véltoztathatjadk meg, masrészt — s ez még szigorubb foltételt jelent —
ez alatt az idGtartam alatt a kifejtésben az |e) és |g) egyiitthatéinak egymadshoz viszonyitott fd-
zisa sem valtozhat meg mds ok miatt (pl. titkozések) mint amit a (10.8] [I0.9) egyenletek eldirnak. Ez
az utébbi elbirds az, ami konnyebben sériil, és igy nehezebb teljesiteni. Az optikai Rabi oszcillaci6 je-
lenségét eloszor az 1970-es évek elején sikeriilt elobb molekulak infravords dtmenetein, majd a lathato
tartomanyhoz kozel Rb atomok g6zében egy 794 nm-es dtmeneten is demonstralni.

10.3. Kétnivos atom kvantumos mezoben, a Jaynes—Cummings—Paul-
modell Hamilton-operatora
Térjiink rd most arra az esetre, amikor mind az atomot mind a mez6t kvantummechanikailag irjuk le.

A rendszer Hamilton-operatora most is
H = Hy+ K, (10.17)

ahol Hy = H, + Hy az egymastdl fiiggetlen atom illetve mez6 Hamilton-operdtordnak dsszege, mig K a
kolcsonhatasi operdtor a két részrendszer kozott.
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Foglalkozzunk el6szor a H, atomi Hamilton-operator alakjanak folirdsaval. Vezessiik be a 0, =
leXg|, o_ =|g)e| definiciéval az atomi 1éptets operdtorokat, amibdl

ovlg) =le),  oile) =0,
o-|g) =0, o_le) =lg),
és legyen
o3 = |e)e| — |g)g] (10.18)

a folsé illetve az als6 dllapotra valé projekciok kiilonbsége. A jelolés oka, hogy a fonti oy operdtorok a
spin elméletébdl ismert Pauli operdtorok (matrixok) folcserélési reldcidinak tesznek eleget.

[ 10.5 Feladat: Bizonyitsuk a [03,0.] = £204 és a [0, 0_] = 03 kommutatorok fonndllasat. ]

Azonnal lathatd, hogy ha az energia nulla szintjét az atomban a két figyelembe vett atomi energianivo
szamtani kozepénél vessziik fol, akkor az atomi Hamilton-operétor alakja H, = %03, amelynek sajat-
dllapotai |e) és |g), £20 sajdtértékekkel. A mez§ Hamilton-operétordt, minthogy az most a foltételezés
szerint egyetlen médusbol dll H; = hwa'a alakba frjuk, ahol a hiw /2 alapallapoti energidt — minthogy az
konstans — elhagyjuk. Ezek szerint

H, — %ag + hwa'a (10.19)

Hj sajatvektorait az atom €s a mez0 energia-sajdtillapotainak (tenzor)szorzataibol kapjuk.

hw
Hyle,n) = (TO + hnw) le,n), (10.20)
he
Hylg,n) = (_TO + hnw) lg,n) . (10.21)

Vizsgéljuk most a K kolcsonhatédsi operdtort. Ezt az el6z6ekhez hasonldan linedrisan poldros mez6t
foltételezve K = — D FE alakiinak vehetjiik, ahol a D az atomi dipldlus-operator. Ennek alakja az |e), |g)
bazisvektorokkal a (10.7) matrixelemeknek megfeleléen

D =dle)g| + d* |g\e| = doy +d*o_. (10.22)

A tovéabbiakban itt is foltessziik, hogy d = d*.
Az egyetlen — X irdnyban polarizédltnak foltételezett — médus elektromos térerdsség operatorat vegyiik

hw
E = (a—l—aT)\/ﬁsinkz = Esinkz(a + af) (10.23)
0

alakunak, és foltételezziik, hogy a mezd hulldmhosszandl joval kisebb méretli atom a mezd duzzadd
helyénél hat kolcson a térrel, azaz ahol | sin kz| = 1. A szdmolds egyszeriibben kezelhet§ a sin kz = —1
valasztassal, tehat ha a kolcsonhatasi operator alakja

K =E&(do, +d o )(a+a). (10.24)
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Mint kordbban lattuk, a mez6 operdtorainak id6fiiggését szabad térben (atom nélkiil) az

a(t) = a(0)e ™", a'(t) = a'(0)e™" (10.25)
harmonikus id6fejlodés adja.

Hasonl6an egyszerlien megmutathatd, hogy a H, = %03 atomi Hamilton operdtor hatdsdra a o
1éptetd operatorok 1dofiiggése Heisenberg képben a

o4 (t) = o (0)et 0! (10.26)
1dofejlddésre vezet.
[ 10.6 Feladat: Igazoljuk az atomi o operadtorok id6fiiggésére vonatkoz6 fonti formulat. ]

A K-beli szorzat kifejtésénél ennek megfelelden az operitorszorzatok kozelitdleg a

oya ~ et o_al ~ T womw)t (10.27)

o_a ~ e Wotwt oral ~ et (10.28)

képleteknek megfeleléen vdltoznak id6ben. Rezonédns vagy kozel rezondns esetben a fonti masodik sor-
ban szerepld tagok sokkal gyorsabban véltoznak mint az els6 kettd, és egy formalis integrdlasnal a ne-
vezGben megjelend +(wy + w) tényez6k a mdsodik sor szorzatait elhanyagolhatéva teszik az elsd sor
tagjaihoz képest. Ezért a masodik sor antirezondns tagjait elhanyagolhatjuk az elsd sor rezondns tagjai-
hoz képest. Ez a 1épés analog az el6z6 pontban targyalt félklasszikus elmélet forgohulldmu kozelitésével
(RWA). Megjegyezziik tovabbd, hogy az igy elhanyagolt tagok koziil o_a-nak olyan jelentés tulajdonit-
hat6, hogy az atom a f61s6 nivérdl az alséra keriil mikozben fotont nyel el, mig o,al az atom gerjesztését
és azzal egyidejlileg egy foton kibocsatast irja le. Ezek a folyamatok az elemi értelmezésben nem 6rzik
az energiat, ezért val6szintiségiik joval kisebb mint az els6 két tag 4ltal leirt gerjesztés fotonabszorpcidval
illetve legerjesztés fotonemisszidval, ami a szokasos kép.
Vezessiik be tovdbba a
2d&y

h

definicidval az igynevezett vikuum Rabi frekvencidt. Mint ldttuk a mezd vakuum édllapotdban az elektro-
mos térer6sségnek nincs hatarozott értéke, csupdn a varhat6 értéke tlinik el. A szérds nagysdga ugyanak-
kor a 2. fejezetben tanultak szerint éppen &, sin kz. A tovabbiakban azt is foltessziik, hogy a d atmeneti
dipélusmomentum valds, igy a Hamilton operéator alakja:

=: Qo (10.29)

h HQ
H= %03 + hwafa + =2 (01a+o_af). (10.30)

Ez a Jaynes—Cummings—Paul modell Hamilton operatora. (Megjegyezziik, hogy egy mas konvencidval

a kolcsonhatdsi tagot az i (0_a! — 0 a) alakba is szoktdk frni.)
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10.4. Rezonans eset, kollapszus és foléledés

Tegyiik fol el6szor, hogy egzakt rezonancia van: wy = w. Ekkor — amint arrdl egyszerlien meg-
gy6zddhetiink — az |e,n) és |g,n + 1) dllapotok a Hy operdtor &, = hwy (5 + n) kétszer degenerdlt
sajtértékéhez tartozd sajitvektorai. Egy tovabbi sajatdllapot a |g,0) alapdllapot, amelynek energidja
—h=3, €s ez nem degenerdlt. EbbdI az alapallapotbdl a kolcsonhatdsi operdtor nem visz ki, mivel

K |g,0) = 0. (10.31)

Ezen tilmenden a K kolcsonhatdsi operdtor a font emlitett degenerdlt dllapotokat egymadsba transzfor-
malja,

Q) Q)
Kle,n) = To(a+a+ o_al)|e,n) = TO Vn+1|gn+1), (10.32)
Q) Q)
Klg,n+1) = To(a+a+ o_al)|g,n+1) = TO Vn+1 |e,n), (10.33)

tehdt ha a rendszer kezdetben a H, valamelyik ilyen e, = fuvg (n + 1/2) sajtértékéhez tartozé — az |e, n)
és |g,n + 1) altal kifeszitett — sajatalterében volt, akkor ebben a kétdimenzids altérben is marad.

10.4.1. Megoldas az <,,-hez tartozo sajataltérben
Az el6z6ek szerint a Schrodinger egyenlet megoldésa a fonti kétdimenzids térben kereshetd a
(1)), = Cult) esn) + Cy(1) [g.m + 1) (10.34)

alakban, ahol a kolcsonhatdsi képet azaz a |U(t)), = e'0!/"|W(t)) dllapotvektort haszndljuk. Befrva
ezta

zh% = K |¥(t)),; (10.35)
Schrodinger-egyenletbe (kdlcsonhatasi kép) kapjuk, hogy:
ih (ce le,n) + Cy(t) |g,n + 1>) _ ﬁTﬂo (Ce(t) VaFgin+1)+Cyt) vVt e, n>> (10.36)
Szorozzunk balrdl (e, n|-nel, illetve (g, n + 1]-el, igy a két egyiitthatéra a
C. = —i%\/n——l—ng = —i% C,, C,= —i%\/n——i—l(]e = —i% C. (10.37)

differencidlegyenlet-rendszert nyerjiik, ahol bevezettiik az
Q,=Qvn+1 (10.38)
jelolést. A megoldds

Cen(t) = Cern(0) cos 725 —iCy n41(0) sin 715

Q.t . . Q,
Cg,n—i—l(t) = Cg,n+1 (0) COS T - ZCe’n(()) Sin 7t (1039)
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analdg a klasszikus Rabi-problémaval, az ottani (), = %EO helyett itt €2,, = yv/n + 1 szerepel.

Mint emlitettiik, az alapéllapotbdl nem torténik dtmenet. Viszont az |e,n = 0) dllapotbdl indulva,
azaz amikor kezdetben a mez6 vakuumallapotban az atom pedig a gerjesztett adllapotdban van, tehat
Ce0(0) =16s C,;1(0) = 0, akkor a csatolt rendszer a

Q 9)
C.o(t) = cos 7%, C,a(t) = —isin 7% (10.40)

képleteknek megfelelSen €2 korfrekvencidval oszcilldl a gerjesztett és az alapéllapot kozott, mikdzben a
mez0 fotonszadma 0 és 1 kozott valtozik. A megfeleld valoszintiségek
P,(t) = cos? %t = %(1 + cos Qot), P,(t) = sin® % = %(1 — cos Qot). (10.41)

Mas széval a fonti kezdeti dllapot esetén az atom eldszor, t = 7/€) idGtartam alatt a vakuumba emittélja
a fotont, amit néha ebben az esetben is szokds spontdn emisszidnak nevezni. Ezutdn egy djabb 7 /()
id6tartam mulva azt Gjra abszorbedlja, ezért €2y neve a vdkuum Rabi frekvencidja. Ez a folyamat tehat egy
“reverzibilis spontdn emisszié”, a szokdsos irreverzibilis spontdn emisszioval szemben. A két folyamat
kozotti kiilonbség az atomot koriilvevé mezd médusstruktirdjdban van. Szemben az iiregbe zart atommal,
a szabadon all6 atom nagyon sok — az wy atmeneti frekvencidjaval megegyez0 frekvencidji — médusnak
adhatja at az energiat, emiatt az nem tud visszakeriilni az egyetlen kitiintetett szabadsagi fokra: az atom
gerjesztett dllapotdba. Errdl aldbb még lesz sz6.

Figyeljiik meg még a kovetkez6t. Ha a rendszer az |e, 0) kezd6dllapotbdl indul, akkor a képleteknek
megfelelden ¢, /o = 7/(2€)) id6 milva az dllapota a

1
V2

szuperpozicio lesz. Kisérletileg is megvaldsithatd, hogy az atom éppen a jelzett w/2(), idGtartamig tar-
tézkodjék az iiregben, azaz éppen egy kvantumos 7 /2 impulzussal hasson rd a vikuum mez5. Ekkor az
atom és a mezg lathatéan egy osszefonddott dllapotba keriil, hiszen a fonti |¥) nem irhat6 az atom illetve
a mez{ éllapotdnak szorzataként. A mezdn vald 4thaladds utdn az iireget elhagy6 atom éllapotdt mérni
lehet. Ha az |e), akkor a mérési posztuldtum szerint a mezd éppen az |n = 0) éllapotba keriil, mig ha
az atomot a |g) dllapotban mérjiik, akkor ez a mez&t az |n = 1) egyfotonos dllapotba viszi, s ez akkor
torténik, amikor az atom mar nincs is kozvetlen kdlcsonhatasban a mezével. Ez a kisérlet tehat az EPR
paradoxon egy ténylegesen megvaldsitott valtozata. A jelenség egy tovabbi kiterjesztésérol a kovetkezd
fejezetben lesz szo.

Ha a kvantumos mddussal szemben a mezot klasszikusan irjuk le, akkor kiilsé mez6 hidnyaban, azaz
klasszikus vdkuumban, nincs Rabi oszcillacié, amint az az el6z6 szakasz eredményeibdl az €2, = 0
esetben azonnal latszik. Itt természetesen foltettiik, hogy a rendszer zért, nincs veszteség, azaz a mezd
egyetlen figyelembe vett mddusa "megtartja" a fotont, és az atom is csak ezzel a médussal hat kdlcson,
mds szabadsagi fokoknak nem ad at energiét.

Altalanosabb esetben, ha kezdetben n # 0 és mondjuk C.,,(0) = 1 és C,,,11(0) = 0, akkor a
gerjesztett €s az alapallapoti populécio kiilonbsége, amit 1W-vel jeldliink, a:

V), (le,0) —ilg,1)) (10.42)

Q Q
W(t) = [Cen()|? = |Cyny1(t)]* = cos? 7”15 — sin® 7”15 = cos Q,t (10.43)

Osszefiiggésnek megfelelGen oszcillal.
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10.7 Feladat: Irjuk o1 TV (¢)-t tetszSleges adott n-hez tartozé kezdeti amplitiddk esetére.

10.4.2. Megoldas tetszoleges tiszta kezdoallapotra

Latjuk tehat, hogy a kezdetben szdmaéllapotban 1€v6 mezd esetén a megoldds ugyanigy periodikus
mint a klasszikus esetben. Ez annak ellenére van igy, hogy a mez6 szaméllapotai igencsak tdvol allnak
att6l amit egy klasszikus mezd jelent. Noha ez utébbihoz legkdzelebb az |«) koherens allapotok allnak,
mégis — amint latjuk majd — ha a mezd kezdetben koherens éllapotban van, akkor a JCP-modell tobb
tekintetben masfajta eredményt ad, mint amit a klasszikus megoldas alapjan varndnk. Mindez azért is
lényeges, mert egy adott n-hez tartozé szaméllapotot mint kezddallapotot nem egyszert el6allitani, egy
kisérletben a mez6 indul6 édllapota rendszerint termikus dllapot vagy valamilyen viszonylag kis a-hoz
tartoz6 koherens allapot.

Mivel az atomot és a mez6t kezdetben fiiggetlennek tételezziik fol, a rendszer teljes indulé allapota
egy atomi dllapot

[9(0))ar = Cy(0) lg) + Ce(0) |e) (10.44)
és a mez6 modus valamilyen
0)); =Y Cul(0)[n) (10.45)
allapotanak szorzatdllapota:
(W (0)) = [4(0)), @ |4(0)) —ZC 0)1g,m) + Ce(0) e, n)} . (10.46)

Ez az, amit alkalmas C),(0) egyiitthat6kkal kisérletileg is meg lehet igy valdsitani. A {C,(0) |g,n) + C(0) |e,n) }
allapot id6fejlédését fontebb (10.39) megadtuk, (a |g, n) esetén a kordbbi |g, n + 1)-nél n helyett n — 1
irandd). Ilyen médon a megfeleld megoldas:

W) = { [06(0)0 (0) cos % —iCy(0)Cyy1(0) sin %] le) +

n

+ {—z’Ce(O)Cnl(O) sin 1 +C( )C,(0) cos Q"—lt] \g>} In), (10.47)

2

ahol ©2_; = 0.
Legyen specidlisan ismét C,(0) = 1, Cy(0) = 0. Ilyenkor akdr a fonti formuldbdl, akar a (10.39)
képletekbdl ldthatéan

Qnt
Z Ch( cos — ]e ny —iCpy1(0) sin 5 lg,n+1). (10.48)

Annak a P, valdszin(iségét, hogy az atom az |e) dllapotban van a mezd dllapotdra valo tekintet nélkiil az
leXe| ® 1 operator varhaté értéke adja, ahol 1 a mez6 dllapotterének egységoperatora. Az eredmény

NZESUY 1+ cos v/n + 1t
P = 3" 1Ca(0)]? cos? % = 3G (0) 2 2"+ o (10.49)
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Tegyiik fol, hogy a mez6 klasszikus abban az értelemben, hogy azt kezdetben egy |«) koherens édllapot

irja le, és az ennek megfelels |C,, (0)|* = %e“"‘ﬁ Poisson-eloszlés vérhato értéke, vagyis az (n) = |a/?
atlagos fotonszdm, joval nagyobb mint 1. Ekkor az eloszlds szérdsa a varhat6 értékhez képest kicsi
lesz: (n)'/? < (n), s igy az osszegben a sokféle ), koziil egyetlen, az n = (n)-hez tartozé lesz a
domindns. Ilyenkor €2,y = +/ (n) + 1€ azonosithat6 €2,.-el a klasszikus rezondns Rabi-frekvencidval, s
igy a kvantumos Rabi-oszcilldciok dtmennek a klasszikusba.

10.4.3. Kollapszus

A gerjesztett dllapot (10.49) kifejezésében kiilonbozd, irraciondlis ardnyd diszkrét frekvencidkkal
véltozé harmonikus jelek |C,,(0)|?-tel silyozott sszege szerepel. Ez az 6sszeg a destruktiv interferencia
miatt hamar 0-vd vélik és P, a > |C,(0)]?/2 = 1/2 értéket adja. Ezt szokds Cummings-féle kollap-

szusnak nevezni. A kollapszus i?lejét a kovetkez6képpen lehet megbecsiilni. Az 6sszegben azokhoz a
diszkrét Rabi-frekvencidkhoz tartozé tagok jarulékai lesznek jelentGsek amelyekre az n egész szamok a
szOrési tartomdnyon azaz az (n) + An és (n) — An intervallumon beliilre esnek. Amint azt a Fourier-
transzformdci6 tulajdonsigaibdl (frekvencia-id6 hatdrozatlansagi reldcid) ismerjiik, az a to idStartam
amig az egyes frekvencidkhoz tartozé rezgések nem oltjdk ki egymast nagyjabdl a

tC(Q(n>+An — Q(n)—An) >~ T (1050)

egye/nletbfil kaphat6 meg. Koherens kezdGallapotnal azaz Poisson-eloszlasnal a fotonszam szérasa An =
<n> 1/2 )

Vizsgiljuk az (n) > 1 esetet, amikor 2,y = Qo/(n) + 1 = Qy4/(n). Sorfejtést hasznilva

A = — O :|: 1/2 1/2 (1 + 1/< >1/2) 1/2
1/2 o 1/2 Qo
~ () 1 :t = <n> + 5 (10.51)

fgy (10.50)-b8l to ~ = Q! és ez fiiggetlen (n)-t6l. Egy pontosabb, de jéval bonyolultabb szdmolds
szerint a kollapszus sordn a gerjesztett allapot valdszintiségének burkoldjit egy Gauss-fiiggvény adja
meg:

1 e 90t

cos(2|ar|Qt). (10.52)
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1.0 1.0
P1) (a) P(t) ] (b)
0.8 0.8

0.6 0.6 7

0.4 0.4 7

0.2 0.2 7

0.0+ T T 1 0.0 T T T 1
0 10 20 O t27 30 0 2 4 6 oord

10.4. dbra. Kollapszus €s foléledés. A gerjesztett dllapot valészinlisége P. mint az id6 fiiggvénye. Kez-
detben az atom az |e) gerjesztett dllapotban van, a mez§ kezdeti allapota pedig az |«) koherens allapot,
ahol a fotonszdm vdrhat6 értéke (n) = |a|> = 15. Az (b) dbrédn a folyamat kezdete nagyobb félbontds-
ban.

10.4.4. Foléledés

sz 2

Joval késébb, 1980 koriil fedezték fol numerikus szimuldcidkkal, hogy a kollapszus utin egy id6
mulva P, djra 1ényegesen kiillonbozhet 1/2-t6l, azaz tgynevezett foléledést is mutat. A foléledés an-
nak a kovetkezménye, hogy egy id6 mulva a szomszédos frekvencidju rezgések fazisa kozelitSleg éppen
27 valamilyen egész szdmu tobbszordsével kiilonbozik egymdstdl. A kollapszusndl hasznalt egyszer(
kozelités szerint erre olyan ¢ id6pontokban keriilhet sor, amelyekre

tR(Q(n>+1 - Q(n>) ~ 271']{7, (1053)
ahol
+2—((n)+1
Qayr1 — Ly = Qo(v/(n) +2 — /(n) + 1) = Q \/@w = +(<\;><n> +)1 = (10.54)
= o ~ ko (10.55)

s ez nagyjabdl a

tr(k) = (47 /Q)/(n)k,  k=0,1,2... (10.56)

idopontokra vezet. A foléledés, amelyet kisérletileg is megfigyeltek egy joval erdsebb bizonyiték a diszk-
rét Rabi-frekvencidk 1étezése — azaz a mez6 diszkrét szerkezete — mellett mint a kollapszus. Ugyanis a
mez6 amplitiddjanak barmilyen folytonos eloszldsa is mindenképpen irreverzibilis kollapszust eredmé-
nyezne. A foléledés viszont nyilvanvaléan csak diszkrét fazisok azaz diszkrét Rabi-frekvencidk esetén
1éphet fol.
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p
A\ Animécié:

: Ez az interaktiv animdcio6 1ézerrel gerjesztett kétdllapoti rendszert
mutat be. Kiilonb6z6 impulzus alak és hossz esetén tanulmanyoz-
hatjuk az alap és a gerjesztett dllapot betoltottségének alakulasat.
Tobbek kozott kiprobélhatjuk egy 7 vagy /2 impulzus hatdsat.
(Lasd ellen6rz6 kérdések.)

http://www.itp.tu-berlin.de/menue/lehre/owl/quantenmechanik/zweiniveau/parameter/en/

10.5. Nemrezonans eset, folruhazott allapotok

A Jaynes—Cummings—Paul-modell egy mdsik mddszerrel torténd megolddsa az, hogy megkeressiik
a teljes H sajatértékeit és sajatillapotait, amelyek 1d6fejlodése H szempontjabdl staciondrius. Ezutdn
tetszdleges kezddallapot esetén, annak a H staciondrius allapotai szerinti kifejtésében a szuperpozicid
minden tagjat az e~*//" fazistényez6vel szorozva megkapjuk a megolddst. Most ezt a masik médszert
alkalmazzuk a nemzeronans esetre.

Keressiik meg tehat a Jaynes—Cummings—Paul-féle Hamilton operétor staciondrius dllapotait meg-
engedve, hogy az atomi dtmenet és a mdodus korfrekvencidja kozotti elhangolds nem tiinik el, azaz
A=wy—wF0.

A Hy + K operéator matrixa a H, operétor |e,n), |g,n + 1) ortogondlis sajatallapotaiban az el6z8
pontban targyalt esethez hasonl6an (az alapdllapot kivételével) most is 2 x 2-es blokkokra esik szét:

L |wo/2 4w 0 h 0 Qovn +1
Hn=n { 0 —wo/2 + (n + 1)0.;} T3 [Qm/n +1 0 (10.57)

ahol az els6 matrix a [, a mdsodik a K operdtor madtrixa, az n-nel indexelt egyes blokkokban. Figyelem-
be véve a A = wy — w elhangoldst, kikiiszobolve wy-t, majd levalasztva egy az egységmatrixszal ardnyos
tagot kapjuk, hogy

_ (n+1/2)w 0 h +A Qo v+ 1
H”_h{ 0 <n+1/z>uj+ E{Qo\/n—ﬂ “A (10.58)

A H, sajatérték problémdjanak megoldasdhoz nyilvan elegendd a fonti masodik métrix diagonalizalasa.
Ennek eredményeképpen a sajatértékek a 11/2 tényez6tdl eltekintve a —(A% — A\?) — Q2(n + 1) = 0
egyenlet gyokei azaz a H,, sajatértékei:

es(n) = hw (n + %) + %h 0, (A), (10.59)
ahol
Qn(A) = (A% + R(n+ 1)), (10.60)

és korabbi jelolésiink szerint §2,(A = 0) = 2,. A sajitvektorok az |e,n), |g,n + 1) aldbbi linedris
kombinécioi:

07L . 071
|+,n) = cos = le,n) +sin - lg,n+ 1)

0, 0,
|—,n) = —sin?]e,n>+cos?]g,n+1> (10.61)


http://www.itp.tu-berlin.de/menue/lehre/owl/quantenmechanik/zweiniveau/parameter/en/
http://www.itp.tu-berlin.de/menue/lehre/owl/quantenmechanik/zweiniveau/parameter/en/
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ahol a #,,, amelyet néha Stiickelberg-szognek is szoktak nevezni a

Q
tanf, = — 10.62
an A ( )

osszefiiggéssel definidlt. A A = 0 esetben ez a szog éppen 0,, = 7/2, és az kifejezésben szerepld
minden egyiitthat6 1/+/2.

A |+, n) és |—, n) dllapotokat igynevezett "folruhdzott" (dressed) dllapotoknak szokds nevezni, szem-
ben a H sajatillapotaival amelyek a "csupasz"” (bare) éllapotok.

A fontiek alapjan a megoldds a folruhazott allapotok segitségével egyszertien adhaté meg. Legyen
elGszor a kezd§ éllapot specidlisan éppen |W(0)) = |e, n), Fejezziik ezt ki a teljes H sajdtéllapotaival,
azaz a folruhazott allapotokkal. (I0.61)-b6l azonnal lathatéan:

|W(0)) = |e,n) = cos 5 |+, n) — sin 5 |—,n) (10.63)
Ennek id6fejlodése
le,n) — cos%n |+, n) e Sin%" |—, n) e~ie=M/h (10.64)

Ha a mez$ kezdGallapota nem egy fotonszam sajdtallapot, hanem egy tetszSleges » © C,, |n) szuperpo-
zicio, de kikotjik, hogy az atom a gerjesztett dllapotabdl indul, akkor |V (0)) = |e) ® > C,|n) =

> C, |e,n). Ennek minden tagja megint csak kifejezhetS a folruhdzott dllapotokkal az el6z6 képletnek

megfelelGen, és mint tudjuk az egyes staciondrius allapotok egymastdl fiiggetleniil a megfelels e~*/"
fazisfaktorral szorozva fejlédnek idGben. Igy
0, ) .0, iy
; Cple,n) — ; Ch (cos 5 |+, n) e~ _gin 5} |—,n)e ’6‘(")t/h> : (10.65)

Hasonldan tetszdleges kezddallapot esetén is végtelen 0sszegként egzaktul folirhaté az id6fejlesztett
allapot.

Az el6z6 pont eredményeit vagyis az egzakt rezonancia esetét tigy kaphatjuk vissza, ha A = 0, azaz
a6, =, esetet tekintjiik. Ez esetben a fonti képletbdl a kovetkez6 adodik:

ZC’ le,n —>Z \/_ (]+,n) e~ 2 | ) e+iQnt/2) _

_Z(J {(Hnﬂ|_’">)cos%—i(‘+’”>;§|_’”>)sin92"t}. (10.66)

A két eredmény azonossdga abbdl lathatd, hogy a folruhdzott allapotokat kifejezziik a csupasz allapotok-
kal, s ez egzakt rezonancia esetén (|+,n) — |—,n))/v2 = |e,n), és (|+,n) + |-, n))/V2 = |g,n + 1).
Igy az eredmény

Qnt Qnt
ZC’ le, ) —>ZC’ {]en COST—z|g,n+1>sin7}:

Qut Qn_at
_ZC {]en COST"—Hg, n) sin n21 } (10.67)
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megegyezésben az el6z3 pontban kapott megoldassal.

p
[\ Animécié:

5 . - Ezen az interaktiv animécion a Jaynes-Cummings modellt tanul-
manyozhatjuk. A mezd és az atom esetén is kiilonb6z6 kezdbal-
lapotokat valaszthatunk. Allithatjuk a kolcsonhatds és az elhan-
golds mértékét. Illetve jatszhatunk az operdtor struktirdjival is.

Részletes leirast a Help link alatt taldlunk.

http://wwwpub.zih.tu-dresden.de/~adebi/programming/jc/

Ellenorzo kérdések

1. Milyen rendszert ir le a JCP modell és milyen egyszer(sitéseket tételez fo1?
2. Milyen feltételek indokoljdk a két nivéja rezonéns kozelitést?
3. Mit jelent az RWA rovidités?

4. Milyen mennyiségek hatdrozzak meg a klasszikus rezondns Rabi frekvencidt és mi a Rabi oszcil-
lacio jelensége?

5. Egy kezdetben alapdllapotban 1év6 atom milyen éllapotba jut egy 7 impulzus hatdsdra, €s mi tor-
ténik egy 7/2 impulzus esetén?

6. Milyen tagokbdl 4ll a JCP Hamilton operator?
7. Miben hasonlit és miben kiilonbozik a klasszikus és a kvantumos Rabi probléma megoldasa?
8. Mit neveziink kollapszusnak és foléledésnek, é€s mie ezen jelenségek szemléletes oka?

9. Mit neveziink csupasz illetve folruhdzott allapotoknak?


http://wwwpub.zih.tu-dresden.de/~adebi/programming/jc/
http://wwwpub.zih.tu-dresden.de/~adebi/programming/jc/
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11. fejezet

Kisérletek Rydberg-atomokkal és csapdazott
ionokkal

Ebben a fejezetben a Jaynes—Cummings—Paul-modell két kiilonbozd kisérleti megvaldsitdsat targyal-
juk. Az egyik maga az eredeti rendszer, azaz egyetlen atom és egy rezondns iireg kdlcsonhatdsdnak meg-
figyelése. A madsik rendszer, amellyel foglalkozunk és amelyet matematikailag ugyanaz a formalizmus
ir le mint a JCP-modellt, egy ioncsapddban befogott ion két bels6 energiadllapotdnak és kvantumme-
chanikai rezgémozgédsanak az Osszecsatoldsa megfeleld 1ézerimpulzusok segitségével. A két kisérletet
megvaldsitd csoport vezetdjét S. Haroche francia €s D. Wineland amerikai fizikust 2012-ben Nobel-dijjal
jutalmaztak: ,,azoknak az attord kisérleti modszereknek a megvaldsitasaért, amelyek egyedi kvantum-

27 299

rendszereken végzett méréseket és azok manipuldcidjat tették lehet6vé.

11.1. Rydberg atomok iiregben

Az el6z6 fejezetben vizsgalt problémardl sokdig gy gondoltdk, hogy annak elméleti érdekességén tul
egy kisérletben megvaldsithato fizikai jelenséghez nem sok kdze van, mert az egyetlen atom és egyetlen
moédus kolesonhatédsét ténylegesen megvaldsitani nem lehetséges. A kisérleti technika kordbban hihetet-
lennek gondolt fejlédése nyoman azonban kideriilt, hogy ez a jelenség mégis vizsgalhat6 a laboratori-
umban is. A Jaynes—Cummings—Paul-modell éltal leirt szitudciot, azaz egy iiregrezonitor modusa altal
befolydsolt két atomi nivé kozott 1étrejovo atom-mezd dinamikat kisérletileg eldszor 1985-ben valdsitott
meg Garchingban az MPQ-ban D. Meschede és H. Walther. Ezt kovetéen S. Haroche, J.M. Raimond
és munkatarsai a 1990-es évek kozepétdl kezdve Parizsban az ENS—Kastler—Brossel laboratériumédban
még pontosabb technikat dolgoztak ki ennek az alapvetd jelenségnek a kisérleti megfigyelésére. Most
ezeket a kisérleteket ismertetjiik, hivatkozva az el6z0 fejezet eredményeire. A technikai megvaldsitas és
az elméleti hattér ennél joval részletesebb leirdsa is megtaldlhat6 a [24] konyvben.

A kisérletek soran a megfeleléen preparalt Rb atomokat kiildtek at egyenként egy olyan méreti szup-
ravezet$ liregen, amelynek egyik sajaitmédusat a rubidium egy alkalmas, aldbb targyalandé dtmenetének
frekvencidjaval 0ssze tudtdk hangolni. A gombi tiikkrok altal formélt Fabry—Perot-jellegii iireg tiikrei-
nek tdvolsaga néhany cm, és ennek egy 9 félhulldimhosszbdl 4ll6 51 GHz-es — keresztirdnyban Gauss-
eloszlasu — alléhullama, médusa volt rezonédns az atomi dtmenettel, azaz ennek frekvencidja megegyezett
az atomok egyetlen kivalasztott nivoparja kozti Bohr frekvencidval. A mddus nyakszélessége, azaz a
kolcsonhatdsi tartomdny mérete 6 mm-es nagysagrendii volt, mig az iiregbe belépd atomok sebességét

137



138 11. FEJEZET. KISERLETEK RYDBERG-ATOMOKKAL ES CSAPDAZOTT IONOKKAL

1ézeres technikdval a 100-600 m/s tartomanyban kb. 2 m/s pontossdggal be tudtdk 4dllitani. Az atomok
sebessége hatdrozza meg az iiregen val6 dthaladdsuk és ezaltal az mezdvel valé kolcsonhatdsuk idGtar-
tamat, amit ezek szerint néhanyszor 10 us koriili értékre lehetett bedllitani. Az atomi kvantumallapotok
megvaltozdsdnak valdszintségét az liregbdl vald kilépés utan detektdltdk, amivel kozvetve az tiregbeli
mez0 allapotvéltozdsa is nyomon kovethetd.

11.1. abra. Serge Haroche (1944 - ) francia fizikus. 2012-es fizikai Nobel dij David J. Winelanddel

e e ,
kOZOSCIl. FOl’l'aS: http://www.ens.fr/actualites/a-la-une/archives-90/2012/article/serge-haroche-prix-nobel-de?lang=fr

11.2. dbra. A padrizsi kisérlet elrendezésének sémdja. A cirkuldris dllapoti Rb atomok eldéllitdsa és
sebességének beallitdsa a B jell tartomanyban torténik. Az 12, és IRy un. Ramsey zonakban klasszi-
kusnak tekinthet6 /2 impulzusokkal viltoztatjak az atom belsé dllapotat. A C jeld iiregben torténik
a kolcsonhatds a kvantumos médussal. A D jeld detektor regisztrdlja az atom végsd allapotat. Forras:

http://www.cged.org/spip.php?article238&lang=fr

A parizsi kisérletekben tiregként el6bb egy niobiumbdl (Nb) késziilt konfokalis Fabry-Perot-rezondtort
haszndltak a 2000-es években pedig egy még jobb mindségii olyan véltozatot, ahol a tiikrok teste réz-
bdl késziilt és arra niobiumot pérologtattak. A Nb szupravezetd, igy a tiikroket 1 K-re hiitve Oridsi
Q = wT, = 4,2 x 10 jésagi tényezdji iireget sikeriilt késziteni.


http://www.ens.fr/actualites/a-la-une/archives-90/2012/article/serge-haroche-prix-nobel-de?lang=fr
http://www.cqed.org/spip.php?article238&lang=fr
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Emlékeztetiink rd, hogy egy oszcilldtor esetén a josdgi tényezd a rezonans frekvencia és a csillapitési
tényez6 hanyadosa. Ez utobbi lényegében annak a 7. idéallandénak a reciproka, amelyik megadja, hogy
kikapcsolt gerjesztés utdn milyen gyorsan csillapodik a rezgés amplitidéja az e-ed részére. Azt a ter-
minolégidt is haszndlhatjuk, hogy a 7. id6allandé megadja, hogy egy foton mennyi ideig marad az iireg
modusdban. A kisérletben a foton akédr 130 ms-os id6tartamig sem nyelddott el az tireg falan, illetve nem
hagyta el az lireget, amelynek méreteit gy valasztottidk meg, hogy az legyen rezonédns egy Rb Rydberg-
atom specidlis dtmenetével. Rydberg-atomrdl akor besz€liink, ha az atom egyetlen elektronja egy igen
magasan gerjesztett dllapotban van, ahol a magtél mért atlagos tavolsdga joval nagyobb mint a tobbi
elektroné. Az alkali oszlopban talalhat6 37-es rendszamu Rb-nak egy valenciaelektronja van, amely mar
az atom alapéllapotaban is joval tdvolabb van a magt6l mint a tobbi elektron, 4m egy megfelels gerjesz-
téssel azonban ez a tavolsdg még harom nagysagrenddel megnovelhetd, s igy az elektron gyakorlatilag
ugyanugy viselkedik mint a H atom egyetlen elektronja, ez a Rydberg-elektron. A Rb kérdéses dtmenete
a kisérletben a hidrogénszer( atom két igen magasan gerjesztett n = 50 és n = 49 fé6kvantumszamu élla-
potai kozott tortént. A Rydberg-atom energiaszintjei jo kozelitéssel leirhatok az F,, o = _(nlj—ﬁEe)Q — (fTE)Q
formulaval, ahol a §, az dgynevezett kvantumdefektus fiigg a mellékkvantumszamtol, és szemléletesen
amiatt 1ép 01, hogy az elektron a mozgésa sordn behatol az atomtorzsbe. Ry kozel azonos a H atom ese-
tén érvényes 13,6 eV értékkel, itt a kéttestproblémdban (atommag és egyetlen elektron) f6llépd redukalt
tomeg még kozelebb van a szabad elektron tomegéhez mint H atomndl, mert a leggyakoribb Rb izotép
magja 85 nukleont tartalmaz. Nagy /-ekre a 0, kicsi mert az elektron “palyaja” kor, vagyis az a tartomany
ahol az elektron nagy valdszinliséggel tartozkodik egy térusz, azaz nem kozeliti meg a tobbi elektront a
mag kozelében. Azokat az édllapotokat, amelyekre / = n — 1, és m = ¢ = n — 1, azaz a legnagyobb
lehetséges értékek, cirkuléris Rydberg-allapotoknak nevezziik.

Egy ilyen dllapot — a dip6lmomentumra vonatkoz6 |Al| = 1 és a |Am| = 0, 1 kivdlasztési szabalyok
miatt — csak ahhoz az egyetlen kisebb energidjii masik nivéhoz van csatolva, amelynek n, £, m kvantum-
szdmai pontosan eggyel kisebbek mint az indul6 eredetié, €s igy az is egy cirkuldris dllapot. Az dtmeneti
dipdlmomentum azaz dipélmaétrixelem ilyen atmenetek esetén

d={ntl=n—1m=(Dn—-10=n—-2m=1_{—1)~ gn’ap. (11.1)

Eszerint, mivel a Bohr sugarak az n2-el skalazédnak, a Rb esetén a Haroche-féle kisérletben hasznalt
n = 51 esetén az dtmeneti diplmomentum kb. 2500-szor nagyobb mint egy szokasos optikai dtmenet
esetén. Ez biztositja az elegendden erds csatoldst az ireg médusdval, azaz az elegendden nagy €2, Rabi-
frekvenciat.

A Rydberg-éllapotok tovabbi el6nye, hogy spontdn élettartamuk joval nagyobb, mint egy kozonséges

2,,3
optikai dtmeneté. A spontdn bomldasi dllandéra vonatkozd vy = ﬁ%dh;o képletben a fontiek szerint
d*> ~ n*; migaz E, = —% Rydberg formula formdlis n szerinti derivaldsabdl, |AE| ~ 2:;% miatt

_ |AE| _ 2Rg 5

wo = - ~ 5% (= 36 GHz). Eszerint wi ~n?ésy ~ yn5, ami a szdmadatok behelyettesitése utdn
kb. 10~!s -nak adédik iires térben, szemben az atomok optikai dtmenetei esetén érvényes o = 109 1/s
illetve 75 = 1079 s értékekkel.

Térgyaljuk roviden még az atomok detektdldsat. A Rydberg-atomok magasan gerjesztett dllapotai
energidban nagyon kozel vannak az ionizalt, azaz az energiakontinuumba esd allapotoktdl, igy viszonylag

konnyen ionizdlhatok. A mag €s a az iontorzs altal keltett és a Rydberg-elektron altal “érzett” elektromos
térer8sség nagysdga a magtdl dtlagosan n’aq tdvolsdgban:

go L W
47('60(77,2a0)2

(11.2)
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e [1 = 511 |6')

85
Rb v=51.099 GHz

@ n=50 |g)

11.3. dbra. A Rb atom valencia elektronja Rydberg allapotban nem kozeliti meg a tobbi elektront a mag
kozelében. A valenciaelektron az dbrdn lathato térusz mentén helyezkedik el nagy valdszintiséggel. For-

2~
ras: http://www.cqed.org/spip.php?articlell9&lang=fr

Egy ezzel 0sszemérhetd sztatikus elektromos térerdsséget alkalmazva az leszakithatja az elektront az
atombOl. A térerGsségek ardnya az n — 1 és az n fOkvantumszdmd dllapot esetén n*/(n — 1)* =
1/(1 — 1/n)* = 1+ 4/n. Noha a Rydberg-allapotok kozotti energiakiilonbség jéval kisebb mint a
kis fékvantumszamu allapotok kozott, az mégis elegendd egy allapotszelektiv ionizdcidhoz. Az eljarés
soran az liregbdl kiléps atom két ionizacids detektoron halad at, amelyeket finoman kell beszabalyozni
tigy, hogy az elsGben a gyongébb térerGsség az csak az |e) gerjesztett dllapotban 1év6 atomokat ionizdlja,
mig a masodikban a nagyobb térerGsség mar a |g) allapotd atomot is ionizélja. A kett6 koziil valamelyik
detektorban érzékelt leszakitott elektron jelent egy allapotszelektiv mérést.

Osszefoglalva tehdt, a kisérletek szempontjdbol a Rydberg-atomoknak a kivetkezs elényos tulajdon-
sdgai vannak:

(a) atmenetek csak a szomszédos cirkuléris dllapotok kozott vannak, tehdt az atomok lényegében va-
16ban kétnivosak,

(b) a megengedett dtmenetek dip6lusmomentumai nagyok,
(c) anivok hosszu élettartamuak, a spontdn emisszié elhanyagolhato,

(d) az éllapotaik szerint szelektive ionizdlhatdk, azaz az atomi allapotok méréssel egyszertien megkii-
16nboztethetdk,

11.1.1. A legfontosabb Kkisérleti eredmények
Diszkrét Rabi frekvenciak

Haroche csoportja 1996-ban kimutatta [25]], hogy az iiregbe csatolt |«r) koherens éllapotd klasszikus
mez6 amplitiddjanak novelése sordn a Rabi frekvencia csak diszkrét értékeket vesz fol, specidlisan a
fotonszam négyzetgyokével ardnyosan valtozik a 10. fejezetben megismert €2, = Qpv/n + 1 képletnek
megfelelGen.


http://www.cqed.org/spip.php?article119&lang=fr
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11.4. dbra. A mérés sordn az iiregbe a fols6 allapotban érkez6 atomoknak az ugyancsak a f6ls6 dllapotban
valé tartézkoddsi valészintiségét mérik az iiregbdl val6 kilépés utdn. Ennek Fourier transzformaltjat
mutatja az dbra a kHz-ben mért frekvencia fiiggvényében egy (n) = |a|? = 0, 85 4tlagos fotonszdmi a C

2n
tiregbe csatolt koherens allapotd mezd esetén. Az egyezés kivaléa Py = ) e~lol’ % cos? (%\/n + 1)
n

elméleti val6szintség spektrumaval.

A mérés sorén az iiregen éthaladé és kezdetben |e) dllapotd atomok az iiregen éthaladva a[10] fejezet

(10.49) képlete szerint

| + cos /i + 10 m
P.(1) :an(())y?( T cos 2"+ ot) :Z%e—al (1+cosx/n—|—1(20t> (11.3)

valészintiséggel lesznek a gerjesztett dllapotban. A kiilonb6z6 kolcsonhatasi id6khoz, azaz atomi sebes-
ségeket tartoz6 P.-k Fourier transzformdltjdban a csticsok az v/n + 1€ diszkrét értékeknél jelennek meg.
Ez a fotonok 1étezésének kisérleti bizonyitéka, egy olyan — a lathat6 fényénél 6 nagysagrenddel kisebb —
frekvencidn, ahol fotoeffektusrél sz6 sem lehet. Ebben az igen gyénge mez&ben, ahol (n) = |o|> < 1, az
egyes fotonszamallapotoknak megfelel kvantumos Rabi-frekvencidk még kiilon észlelhetSk, 1asd [I1.4]
abra.

Két atom oOsszefonasa az iireg segitségével

7

Az el6z6 fejezetben targyaltak szerint ha a |0) azaz vakuumallapotu tiregbe egy 1 indexszel jelzett
gerjesztett atom lép be, akkor az atom-mez& rendszer az |e), |0) kezd6allapotbdl indulva ¢ o = 7/(2€2)
1d6 mulva

), = %uex 0) +i1g), 1)) (11.4)

allapotud lesz. Vagyis megfeleld sebességszelekcidval elérhetd, hogy miutdn az atom elhagyta az iireget
az atom €s a mez§ a fonti dsszefonddott allapotba keriiljon. Ha ezutdn egy mdsik egy 2 jelti atom a |g),
alapallapotban 1ép be az iiregbe gy, hogy a sebessége éppen fele az el6z6 atoménak, akkor az iiregen
dthaladva a t, = m/€), id6nek megfeleld valtozds megy végbe a rendszeren. A |g), |0) dllapot — mint
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tudjuk — nem véltozik, a |g), |1) viszont ennyi id6 alatt éppen visszakeriil az |e), |0)-ba. Tgy a hdrom
részrendszer egyiittes dllapota miutdn a masodik atom is elhagyta az iireget

1 1

W), \/5(|g>2\€>1\0)—!€>2!9)1|0>)=\/5(\9>2!€>1—|€>2|9>1)\0>- (11.5)

Lithat6, hogy a mez8 mindenképpen visszakeriilt az alapallapotdba a |0)-ba, viszont most a két atom ke-
riil osszefonddott dllapotba. Az atompdr dllapotdt megadé (|g), €}, — |e), [g),) /V/2 kifejezés egy olyan
osszefonddott Bell-Bohm-tipusi dllapot, amilyennel 1/2-es spinekkel vagy fotonpolarizaciéval kapcso-
latban a Bell-egyenlGtlenség sériilését lehet demonstrdlni. Az ilyen médon bedllitott dllapotd atompérok-
kal a Bell-egyenlGtlenség sériilését demonstralo kisérleteket a parizsi csoport ténylegesen el is végezte
[24]. Folhivjuk még itt a figyelmet arra az érdekes tényre is, hogy a két atom ugy keriilt itt egy O0ssze-
fonddott dllapotba, hogy nem is taldlkoztak egymadssal, azaz nem jott 1étre kozvetlen kapcsolat kozottiik,
az Osszefonddast a mezdvel vald kiilon-kiilon végbemend kolcsonhatds eredményezte.

A mez6 Schrodinger-macska allapotai

Egy tovédbbi nagyon érdekes kisérlet soran Haroche és munkatdrsai 1étrehoztdk a mezd dgynevezett
Schrodinger macska éllapotait. Az eredeti Schrodinger gondolat szerint, hogy ha a kvantummechanikét
a makroszkopikus vildgra is érvényesnek gondoljuk, akkor egy macska és egy radioaktiv mag egyiittes
allapotaként elképzelhets a kovetkezd két dllapot szuperpozicidja. Az egyik dllapotban a radioaktiv mag
még nem bomlott el, s egy macska él, masikban pedig az elbomlé magbdl indulé bomléastermék egy olyan
berendezést hoz miikodésbe, amelyik elpusztitja a macskét. Az ennek megfelel kvantumallapot alakja:

(@O + |85 1) )N2

ahol |1) a még nem elbomlott, a ||) pedig az elbomlott mag éllapota.
Az liregen 4thalad6 atomok esetén ezt abban az értelemben sikeriilt megvaldsitani, hogy a médus-
atom rendszer 6sszefonddott dllapotdnak alakja

(11.6)

|Ws) = % (le) |ae™) + |g) |ae™?)) (11.7)

volt, ahol |ae’®) és |ae™'?) makroszkopikusan megkiilonboztethetd dllapotok, ha |o|? elegendSen nagy.

Lattuk, hogy a mez6 masképpen hat az atomra attdl fiiggden, hogy az az alap vagy a gerjesztett al-
lapotdban van, de ez forditva is igaz, az atomnak a mezGre kifejtett hatdsa is fiigg att6l, hogy milyen az
indulé atomi allapot. Meg lehet vizsgdlni, hogy mi torténik akkor, ha a beérkezd atom maér eleve egy
(le) + i |g))/+/2 szuperponilt dllapotban érkezik az |a) koherens 4llapoti iiregbe, amit tigy lehet elérni,
hogy miel6tt az atom belépne az iiregbe, egy klasszikusnak tekinthetd mikrohulldmd 7 /2 impulzussal
meggerjesztik. Azt a térbeli tartomdnyt ahol ezt elérik 2; Ramsey zéndnak nevezik. (A technika al-
kalmazdsa ugyanis még az eredeti Rabi-féle klasszikus molekulanyaldb médszer javitdsdra N. Ramsey
nevéhez flizddik, aki 1989-ben két aldbb emlitendd fizikussal egyiitt Nobel-dijat kapott.)

Az tiregrezonatoros kolcsonhatds esetén kideriil, hogy ha az atom és az iireg kozotti A = wg — w
elhangolds nagyobb mint az (o(n + 1) kvantumos Rabi frekvencia (legaldbbis addig az n fotonszdmig,
ami még domindnsan jelen van az iiregbe becsatolt o koherens éllapotban), akkor a kdlcsonhatds soran
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az eredetileg (|e) + i |g)) |a) /v/2 egyiittes 4llapot az atom 4thalad4sa utdn az
1 1

E(!@) +ilg))la) = |¥s) = ﬁ(\@ |ae™®) +ilg) [ae™)) (11.8)

folyamat sordn éppen egy |¥s) dllapotba jut, ami annak a kovetkezménye, hogy a rezonancia hidnydban
az atom &llapota nem vdltozik, abszorpcié vagy emisszié nincs. Ugyanakkor a diszperziv kdlcsonhatés
a mez{ fazisat és annak elGjelét is megvaltoztatja attdl fiiggden, hogy az |e) vagy a |g) édllapotban volt,
mig a fazisvaltoztatds mértéke ¢ = Q2 /4A?. Ennek kimutatdsa megtaldlhat6 a [24] konyvben. Ha ezutdn
az atom &thalad egy mdsodik R, Ramsey-z6ndn is, amely egy dGjabb 7/2 impulzussal az atomon az
le) = (le) +i]9))/V2, |g) = (le) —i|g))/V/2 transzformaciét hajtja végre, akkor az eredmény a

920 = £ [le) (Jae™) + o)) +11g) (Jac)  [ac™))] 119

allapot. A mdsodik Ramsey-z6ndt elhagy6 atomon ezutdn mérést hajtanak végre, amely azt vagy az |e)
vagy a |g) dllapotban taldlja 1/2 valdszintiséggel. Az elsG esetben a mezs az

Wee) = No(|ae™) + |ae™)) V2 (11.10)
péros macska éllapotba keriil, mig ha az atom allapota |g), a mezd éllapota a

Weo) = No(|ae™) — |ae™)) /v/2 (11.11)
lesz, ahol N, illetve Ny normélési korrekcidk, amelyek értéke nagy || esetén kozelitdleg 1.

Im

® )

W e )

e

[0) =N s (la ) + Jae)

11.5. 4dbra. Egy kivalasztott Schrodinger-macska-édllapot szemléltetése a komplex sikon.

Mind |V,.) mind |V,,) két makroszkopikus, és elegendGen nagy ¢ esetén kozel ortogondlis dllapot
(““€16 és elpusztult macska”) szuperpoziciéja. Kozonséges koriilmények kozott ilyen allapotot nem lehet
megfigyelni, amit a kovetkez8k alapjan érthetiink meg. Legyen az egyszeriiség kedvéért most ¢ = 7 /2
és B := ae™/?, és | 3| > 1. Ekkor

|Wee) =: [We) = (16) +|-5))/V2 (11.12)
egy macska-dllapot. A |U.) tiszta dllapotnak megfelel§ stirliségoperétor egy projekcio:

(W XWe| = (I8XB] + [BX=8]+ [=BXB| + |=BX=51)/2. (11.13)
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Meg lehet mutatni, hogy egy ilyen dllapotban 1év6 rendszer a kornyezettel valé kolcsonhatdsa sordn
gy véltozik, hogy a |5)(— 3| és |—5) O] nemdiagonilis részei az idé mildsdval nem pillanatszertien, de
nagyon rovid idééallandéval eltlinnek, bekovetkezik a dekoherencia és a rendszer a

WX We| — oine = (IBXB] + [=BX—=8I)/2 (11.14)

folyamattal a i, inkoherens strtiségoperdtorral jellemzett keverék dllapotba megy at. Ez utdbbi jellemzi
azt a mar csupan a klasszikus 1/2—1/2 valdszintiségekkel megadhat6 dllapotot, amikor mér tudjuk, hogy
a rendszer az egyik vagy madsik klasszikus allapotban van (“a macska él vagy elpusztult”) és a kétfajta
allapot kvantumos szuperpozicidja megszint. A dekoherencia elméletek szerint az interferencia tagok
anndl gyorsabban tlinnek el, minél nagyobb az interferdl6 komponensek tavolsdga, azaz minél kisebb
kozottiik az atfedés.

A macska-édllapot Wigner-fiiggvényének valtozasat lathatjuk a kovetkezd dbran, ahol a a két pup a két
koherens éllapotnak felel meg, a koztiik 1év6 oszcillacidk pedig az interferencia-tagokbdl szarmaznak.
Ezek eltlinése nyomén a Wigner-fliggvény mindeniitt pozitivva vélik, ami az 4llapot klasszikus voltanak
jelzése.

11.6. dbra. Egy 4dtlagosan 10 fotont tartalmazd paros macska allapot Wigner fliggvényének valtozdsa az
id6 figgvényében. a) t = 0,b) t = 7../20,¢) t = T./5,d) t = T../2, ahol T,. az tiregélettartam.

Haroche és munkatarsai a dekoherencia folyamatét is sikerrel figyelték meg. Ehhez az iiregen véltoz6
1dokéséssel kiildtek 4t egy tovabbi atomot az elsd utdn, amely az els$ altal az liregben hagyott és azt ko-
vetden dekoherenciat szenvedett médussal hat kolcson. A masodik atom végéllapota a médus allapotatol
fliggden valtozik és taniskodik a kozben végbement dekoherenciardl. A részleteket illetGen ismét a [24]]
konyvre utalunk.
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p
A\ Animécié:

» 90 miliszekundum egy Schrodinger macska dllapot életében”

y A linkelt anim4ci6 a pédratlan macska allapot mérések alapjén re-

AM konstrualt Wigner-fiiggvényét mutatja. Két jelenséget figyelhe-

tink meg: egyrészt a kvantumos interferencidk gyorsan elt{in-

- nek, masrészt a rendszer klasszikus komponensei lassan a fazistér

R origdja irdnydba fejlodnek. Részletesen: necp://www.nature.con/natures
T — Journal/v455/n7212/pdf/nature07288.pdz,

http://rl4.lkb.ens.fr/spip.php?article253

Az interaktiv animdci6 segitségével egyetlen modus két koherens
allapotdnak egy érdekes szuperpozicidjat vizsgalhatjuk, ez a
Schrédinger-macska allapot (Schrodinger-cat state), ami két ko-
herens édllapot normalt szuperpoziciéja: |SC) = (|8)+|—3))/N,
igy ezt is a 0 komplex szdmmal jellemezhetjiik (T1.12)). (1dsd 2]
o fejezet végén).

http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/

HarmonikusOszcillatorSchrodingerMacskaAllapot .nbp

11.2. Csapdazott ionok rezgési allapotai

Lhy

] QM 2
-
(FEL

®@ O00000 ©

11.7. abra. Egy ioncsapda sematikus dbrdja. A nyilak a manipuldl6 1ézernyaldbokat jelzik. A benne 1évd
8 iont a CCD kameran 4t latni is lehet, ezt mutatja az dbra alsé része. Az ionok egy linedris lancként
rezegnek a z tengely mentén, a médus tipusatdl fiiggden a csapdafrekvencidndl kb. egy nagysdgrenddel

»
lassabban. FOI’I‘aS: http://www.nature.com/nature/journal/v453/n7198/fig_tab/nature07125_F1.html


http://r14.lkb.ens.fr/spip.php?article253
http://www.nature.com/nature/journal/v455/n7212/pdf/nature07288.pdf
http://www.nature.com/nature/journal/v455/n7212/pdf/nature07288.pdf
http://r14.lkb.ens.fr/spip.php?article253
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/HarmonikusOszcillatorSchrodingerMacskaAllapot.nbp
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/HarmonikusOszcillatorSchrodingerMacskaAllapot.nbp
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/HarmonikusOszcillatorSchrodingerMacskaAllapot.nbp
http://www.nature.com/nature/journal/v453/n7198/fig_tab/nature07125_F1.html
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A JCP-modell egy masik kisérleti megvaldsitdsa csapdazott atomokkal tortént, €s a David Wineland
altal Boulderben (USA) vezetett csoport nevéhez kapcsolddik. Alkalmas elektroda-elrendezéssel el lehet
érni, hogy elektromos toltéssel rendelkezd egy vagy néhdny ion hosszabb ideig 1ényegében nyugalomban
legyen vagy viszonylag kis amplitidoju kollektiv rezgéseket végezzen az elektrodak kozott. Az eszkozt
ioncsapdédnak nevezik, és tobb fajtdja is van. Ebben a berendezésben a Wineland féle csoportnak sikeriilt
kétnivésnak tekinthetd ionok belsd dllapotait azok rezgé mozgdsahoz csatolni. Ilyen médon az el6z6 sza-
kaszban targyalt kvantélt elektromagneses mezd mdédusédnak fotonjai helyett itt az ionok mechanikailag

rezg6 — de kvantélt — mozgasdhoz tartoz6 fononok alkotjdk a két kolcsonhaté rendszer masik részét.

A Wineland-csoport az ionok mozgédsanak kontrolldlasara egy tgynevezett Paul-csapdét alkalmazott
(W. Paul Nobel dij 1989). Ismert, hogy pontszeri toltések stabil egyensuilyat sztatikus elektromos terek-
kel nem lehet elérni (Earnshaw tétele). Ha ugyanis a sztatikus mezd potencidlja U, akkor a P pontban
elhelyezett toltésre vonatkozdan az egyensily F = —VU|p = 0 foltétele valamely P pontban teljesiilhet
ugyan, de a stabilitdshoz az kellene, hogy a prébatoltésre haté potencidlnak P-ben szigord minimuma is
legyen. Ehhez V2U|p > 0 lenne sziikséges, 4m ez ellentmond a sztatikus tér potenciéljdra (a probatoltés
nélkiil) érvényes V2U|p = 0 Laplace egyenletnek.

11.8. dbra. A csapda metszete az x — y sikban. A potencidl matematikai alakja a tengely kozelében j6
kozelitéssel az U(r,t) = 2(1 + x2];2y2) cos wyrt id6ben valtoz6 nyeregpotencidl, ahol R az elektréda és
a tengely tdvolsdga. Az dbrdn az ebbdl szdrmazo6 elektromos erévonalak lathatdk a rezgés kér fazisaban.
Az w' hez képest hosszi idére dtlagolva ez egy stabil helyzetet eredményez. Szemléletesen: mikdzben
a toltés a nyereg lejtds irdnyaba indul, a lejtds irdny emelkeddé, az emelkedd viszont lejtéssé valtozik,

és visszatériti a toltést az eredeti helyére, ami periodikusan ismétlédik. Forras: |icco://en.wixivedia.org/wiki/

Quadrupole_ion_trap|

Ezért a Paul-féle csapddban egy kb. w,; = 10 — 100 MHz frekvencidval rezgd, a[I1.§] dbran lathat6
kvadrupolus jellegli mezot keltenek, amely egy nyeregponttal bir6 potencidl, €s az w; !_hez képest hosszii
idot tekintve egy stabil atlagos helyzetet eredményez. Ezt szemléletesen tgy érthetjiik meg, hogy mikoz-
ben a toltés a nyereg lejts irdnyaba indul, a lejtds irdny emelked6vé, az emelkedd lejtéssé valtozik és
igy visszatériti a toltést az eredeti helyére, és ez periodikusan ismétlédik.


http://en.wikipedia.org/wiki/Quadrupole_ion_trap
http://en.wikipedia.org/wiki/Quadrupole_ion_trap
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p
A\ Animécié:

A Paul csapda miikodését jol szemlélteti az a mechanikai ana-
l6gia, amelynél egy valédi nyereg egy fiiggdleges tengely koriil
forog, s igy a golyé nem gurul le a nyereg kozéppontjabol. A
linken lathaté mésik vide6 a valddi csapda miikodését is mutatja.

http://www.physics.ucla.edu/demoweb/demomanual/electricity_and_magnetism/

electrodynamics/paul_trap.html

Az ioncsapddk kidolgozasdnak egy masik, szintén Nobel-dijas (1989) uttor§jével Hans Dehmelttel
egylitt Wineland 1975-ben javaslatot tett arra, hogyan lehetne a csapddban az ionokat megéllitani, azaz
lehiiteni, majd 1978-ban ezt ténylegesen is el tudta végezni. Tobb atom mozgdsanak és megallasanak,
azaz egy atomi szintli fazisdtalakuldsnak, fagydsnak az els6 megfigyelése, sot lathatova tétele szintén a
fontebb emlitett H. Walther nevéhez kothetd. Egy erds rezondns dtmenetet pumpdlva ugyanis egyetlen
ion is olyan sok fotont képes szorni, hogy azt egy mikroszképon keresztiil 14tni is lehet, ez 1athaté a[I1.7]
4bra als6 részén. Erdemes még azt is megemliteni, hogy az 1980-as évek kozepén a Dehmelt-féle csoport
egyetlen elektront is hosszu ideig — tobb honapig — csapdédban tudott tartani, €s azon fontos kisérleteket
tudott végezni, pl. az elektron Schwinger altal kiszdmolt anomalis mégneses momentumanak mérését. A
laborba reggelente bejovo fizikusok az egyetlen csapdazott elektront, amely hénapokig keringett valto-
zatlanul, mindennap mint régi ismerdst tidvozolhették, de ez médr egy masik érdekes torténet.

Wineland kisérleteiben elsGsorban “Be™ ionokat hasznalt, amelynek szintén egy alkali fém, a Li
elektronszerkezetéhez hasonld nivoi vannak, s ezdltal optikailag is j6l manipuldlhat6. Egy mdsik ion,
amit hasonl6 célra szoktak haszndlni a “°Ca™, ami még annyival is egyszeriibb a “Be*-ndl, hogy nincs
magspinje (mint ismert a “°Ca™ magja kétszer magikus mag), ezért az optikai spektruma is viszonylag
egyszerd.

Az ionokat lézeres hiitéssel 1ényegében akar nyugalomban is lehet tartani. Ha nem ez a helyzet, akkor
az egyensulybdl kitéritett ion vagy az ionok egy a csapda téreréssége altal meghatarozott w,, korfrekven-
cidju rezgd mozgast végeznek, ami rendszerint egy nagysdgrenddel lassabb az ionokat csapdédban tartd
1dofiiggé mezd w,¢ radidfrekvencids valtozasdndl. Az w,,-nek megfeleld rezgés az un. makromozgés,
mig erre szuperpondlddik a mindig jelenlévd wy¢ frekvencidju kis amplitudoju rezgés, a mikromozgas.
Ez utébbi biztositja a csapddzast.

Az ionok makromozgasa kiils6 1ézerfénnyel csatolhaté azok belsé elektronéllapotaihoz, némileg ha-
sonldan ahhoz, ahogyan Haroche csoportjanak kisérleteiben az iireg oszcillacioi €s az atomok éllapotai
kozotti csatolds megvaldsult. A Wineland-féle kisérleteknél tehdt szintén két oszcilldlé kvantumos ob-
jektumrdl van sz, az egyik ismét egy gerjeszthetd “kétnivés atom”, de a masik most nem a mez6 egy
modusa, hanem magénak az ionnak a harmonikus rezgése a csapdan beliil.

Elsé pillanatra nem latszik, hogyan lehet ezt a két szabadsagi fokot 0sszecsatolni. A kulcs ittis a 1ézer,
amellyel az ionokat megvilagitva az akdr rezondns, akar nemrezondns modon csatolni tudja a mozgast a
belso gerjesztéssel. Az atom altal “érzett” 1ézertér ugyanis fiigg attol, hogy hol tartézkodik a csapddban.
A 1ézerteret sikhulldmnak véve a kdlcsonhatési energia Hamilton operatora most a kovetkez6:

Q
H, = hg exp(—iwet + ikeZ cosV)oy + h.c. . (11.15)

Itt 0, a 1ézerfény és az atomi dipdl kdlesonhatdsakor f611ép6 €2, = dFE,/h klasszikus Rabi frekvencia,
wy az atomot megvilagit6 kiilsG 1ézer korfrekvencidja, k, = wy/c a megfelel6 hullimszdm, ) pedig a


http://www.physics.ucla.edu/demoweb/demomanual/electricity_and_magnetism/electrodynamics/paul_trap.html
http://www.physics.ucla.edu/demoweb/demomanual/electricity_and_magnetism/electrodynamics/paul_trap.html
http://www.physics.ucla.edu/demoweb/demomanual/electricity_and_magnetism/electrodynamics/paul_trap.html
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csapda tengelye (az z tengely) amely mentén az ionok mozognak és a kiils6 1ézerfény k hulldmvektora
altal bezart szog. A 1ényeges pont itt az, hogy a z tengely mentén mozgd ion helyzetét figyelembe vevd
koZ cos ) tagban a koordint4t nem klasszikusan, hanem a koordindta Z operdtordval adjuk meg. Irjuk
az /-t az oszcillator kvantummechanikdjabdl jol ismert

7 = z(a+ a’) (11.16)

alakba, ahol a és a' a 1éptetd operdtorok és zy = \/2h/mw,, az m tomegl ionnak az w,, korfrekven-
cidval jellemzett rezgésénél a koordindta szordsa az alapallapotban, azaz lényegében az ismert Gauss
alaku koordinéta-hulldmfiiggvény szélessége. Vezessiik be az 1y := kyzg = 2wz /A, definicidval az Ggy-
nevezett Lamb—Dicke-paramétert, amely az ion alapallapoti kiterjedésének és a 1ézer hulldmhosszanak
az arénya szorozva 2m-vel. Ez 4ltaldban egy kis szdm, mivel az ion mérete a csapdaban joval kisebb
mint a rendszerint a lathaté tartomanyban miikods 1ézer hullimhossza. Igy az exponencidlisban a kis
n = 1o cos ¥ paraméter miatt a helyfiiggd rész sorbafejthets exp(in(a + af)) ~ 1 + in(a + a'), és csak
az energiadrzd tagokat megtartva (RWA) kapjuk, hogy

Q
H; = ihn;g(affa_ —ao,). (11.17)

A H;-ben szerepld két tag itt azt a két lehetséges folyamatot jelenti, hogy (i) az atom belsd éllapota le-
gerjesztodik és ugyanakkor egy ennek megfeleld kvantummal nd a rezgési energidja, illetve forditva, (ii)
arezgésbol egy adag energia eltlinhet, ha kdzben ugyanennyivel nd az atom bels6 energidja, azaz a folsd
gerjesztett dllapotba keriil. Ha még hozzdvessziik a két kiilondllé részrendszerhez (a mechanikailag w;,
frekvencidval oszcilldl6 ion + a két belsd nivo) tartozd szokdsos Hamilton-operatorokat, akkor ismét a
Jaynes—Cummings—Paul-féle probléma dll elSttiink. A bels6 atomi dllapotok és a rezgési dllapot (I1.17)-
al megadott kolcsonhatdsabdl itt is periodikus energia csere kovetkezik (mint a csatolt ingdk esetén), és
a kvantumos jelleg miatt ismét diszkrét lebegési frekvencidk megjelenését varjuk. A Wineland-csoport
egyik fontos kisérlete éppen ezek kimutatdsa volt. Erdekes médon ennek publikdldsa a mezé diszkrét
voltat jelz6 kvantumos Rabi-frekvencidk mérését bejelentd Haroche-féle cikkel egyiitt a PRL azonos
szdmdban jelent meg [25]], [26] — a két csoport megegyezett az azonos publikdldsi idé6pontban. Win-
elandék egyébként ugyanebben a kdzleményben kisérletileg bemutattdk egyetlen ion mozgdasanak mint
oszcillatornak a diszkrét szaméllapotait, a koherens dllapotait s6t a préselt fonon-allapotok 1étezését is.
Kimérték ezen allapotoknak egymadssal val6 kapcsolatét, azaz a megfelel6 kvantumos kifejtési egyiittha-
tokat, amplitiddkat is.

11.3. Mozgasi Schrodinger macska allapotok

Mint mér emlitettiik a parizsi csoport egyik legszebb kisérlete volt a mezd Schrodinger macska jellegii
allapotainak létrehozdsa. A mindennapi szemlélet szdmdra viszont valészindleg még elképesztobb a
boulderi csoportnak az a kisérlete, ahol az ion mechanikai mozgasiban sikeriilt Schrodinger macska
allapotokat 1étrehozni. Ennek eredményeképpen egy ion makroszkopikusan két kiillonbozd helyen is
van egyszerre, s ez abbol adodik, hogy az ion kitérése a nyugalmi helyzetébdl fiigg attél, hogy melyik
belsé éllapotdban van, az als6ban vagy a fols6ben. Ha pedig a bels6 allapot a kettd szuperpozicidja,
akkor ennek megfelelen az ion térbeli elmozditdsa is két olyan helyzet szuperpozicidjat eredményezi,
ahol a linedris kombindcio egyes tagjai az atomi lokalizaltsdgndl egy nagysdgrenddel nagyobb tavolsagra

vannak egymdstol. Eszerint egy alibi nem lehet megdonthetetlen bizonyiték egy kvantumrendszer, pl. egy
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atom esetén, mert az egyszerre két helyen is tartézkodhat. A két helyzet az el6z6 “macskas” édllapothoz
hasonldan két kiillonbozé belsd dllapothoz is van csatolva.

A Wineland-féle csoport kisérleteiben hasznélt °Be™ ion két relevéns belsd dllapota a ||) és 1) az ion
2S jelii alapdllapotdnak két hosszi élettartamu hiperfinom alnivéja volt, egymastdl wy /27 = 1,25 GHz
frekvencidnak megfeleld energia kiillonbséggel.

2P;(2,2)
]
R1
R2
2
D
2S,, ) __PD
:,__ T®
14y

11.9. 4bra. A Wineland féle csoport kisérleteiben a “Be™ ion esetében a két nivé kozti csatoldst az ion 2P
gerjesztett dllapotan keresztiil egy kétfotonos Raman gerjesztéssel érték el.

A csatolast a vibracids allapot és a bels6 allapot kozott szintén 1ézerimpulzusokkal lehetett elérni.
Két mésik szintén kozeles6 frekvencidju 1ézerrel — azok hulldmvektordnak irdnyat megfelel6en allitva
— az |1) dllapotd ion impulzust vesz it a mezG6tSl, mig a |]) dllapotd ionnal ez nem torténik meg. A
spektroszkopiai részleteket illetden itt az eredeti irodalomra illetve az emlitett [24] konyvre utalunk.

\/\A/O\L/f/ﬁ/

M
\L NVZRVVARNY SRy SB'Y"

11.10. dbra. A mozgéasi Schrodinger macska allapot 1étrehozasanak egyes 1épései.

Els6 1épésben egy 7 /2 impulzussal az ionokat az alsé és folsd dllapot egyenld amplitid6ji szuperpo-
zicigjaba vitték, gy hogy kozben az atomok mozgdasi dllapota nem valtozott, amit ugy értek el, hogy a
gerjesztés a csapda tengelyére merdlegesen tortént, ami a rezgési vakuum allapotot nem befolyasolta:

) = 19,0) = —= (g, 0) + [e,0)). (11.18)

V2
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Ezutan ismét két masik 1ézerrel elérték, hogy azok impulzust adjanak &t az |e) dllapotd ionnak, gy
hogy annak mozgdsa egy |a) koherens rezgési dllapotnak feleljen meg, mig a |g) allapotd atomot ez az
impulzus nem befolyésolta. A csatolt rendszer igy a

1
V2

allapotba keriilt, ezt mutatja az dbrdn a harmadik oszlop. Ezutdn egy olyan irdnyd 7 impulzus, amely a
vibréacids dllapotot nem befolydsolja a

1) = —=(19,0) + le, a)) (11.19)

1
V2

allapotot eredményezi. Ezt kovetéen megint csak a gerjesztett atomot mozditjdk meg, ezuttal az ellenkezd
irdnyba s igy a

¥3) = —=(le, 0) + g, @) (11.20)

1
= —(le,—a) + |g, « 11.21
|9ha) \/§(| )+ g, o)) (11.21)
allapotot érték el. Végiil a vibracids éllapotot nem befolydsol6 djabb /2 impulzus amely a |g) —
\/Li(|g> +le)) és |e) — \%(— lg) + |e) dtmenetet indukalja a
1 1 1
[¥s5) = 5(= g, —a) + e, —a) + g, @) +le,)) = S |e) (o) +[=a)) + 5 |9) () — | =) (11.22)

végéllapotba viszi az atomot. A kisérlet sordn az atomok a harmonikus potencidlt biztosité csapddban
kb. 7 nm-es méretre voltak lokalizdlva, mig az atomi hulldimcsomag két része egymastdl a 2|a|—nak
megfeleld 83 nm tdvolsdgban volt lokélisan szeparélva.

11.11. dbra. David J. Wineland (1944 -) amerikai fizikus. 2012-es fizikai Nobel-dij Serge Haroche-sal

ee oo 2
kOZOSCn. FOI‘I‘aS: http://www.nist.gov/pml/div688/nobel-101612.cfm
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Ellenorzo kérdések

1.

10.

Mik a Rydberg atomok, milyen dllapotok kozotti dtmenetet hasznéltak a Haroche-féle kisérletek-
ben.

. Milyen rezondtort haszndltak és hogyan dllitottak be a kolcsonhatds idejét?

. Hogyan mutattdk ki az tiregbeli Rabi frekvencidk diszkrét voltat?

Hogyan hoztak létre 6sszefondddst kiillonboz6 atomok belsd dllapotai kozott?

Mit neveziink a mez6 Schrodinger macska dllapoténak, és hogyan lehetett ezeket 1étrehozni?

. Hogyan véltozik meg rovid id6 alatt a macskadllapot és hogyan szemlélteti ezt a Wigner fiiggvény?
. Mi az ioncsapda, és hogyan tarthatok benne az ionok?

. Hogyan lehet 6sszecsatolni az ionok egy belsd dtmenetét a csapddban val6 kvantumos mozgasuk-

kal?

. Milyen ionokat és milyen atmenetet hasznaltak a Wineland-féle kisérletek soran?

Mit jelent egy mozgési Schrondinger-macska dllapot, és milyen 1épésekkel lehet eljutni ehhez?
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12. fejezet

Spontan emisszio, Lamb eltolodas,
Casimir-effektus

Ebben a fejezetben harom olyan effektust targyalunk, amelyek a mez6 nullaponti energidjanak, vagy
masképpen a vakuumfluktudcidknak tulajdonithaték. Az elsé ezek koziil egy gerjesztett atomi allapot
spontdn lebomlésa szabad térben, vagyis a spontdn emisszid. Ennek sordn az atomi energia dtadodik az
atomot koriilvevd mez0 energidjavd, ahol kulcsszerepet jatszik az a tény, hogy a Jaynes—Cummings—Paul-
modellel szemben folytonosan sok olyan mezd mddus veheti at az energidt, amely az atomi dtmenettel
rezonancidban van. A mésodik ilyen jelenség a Lamb-féle eltolédds, amelynek megfigyelése és értelme-
z€se kulcsszerepet jatszott a mez6 kvantumos elméletének megsziiletésében. Ez a jelenség az atomban
az s tipusu elektronpdlyédk energidjdnak megnovekedése a gombszimmetridt nem mutatd, de egyébként
azonos energidju atomi allapotokhoz képest, ami a mezé modusainak vidkuumaéllapotaival val6 kdlcson-
hatds kovetkezménye. A harmadik jelenség a Casimir-effektus, amely szerint két elektromosan semleges
parhuzamos vezetd lemez kozott vakuumban egy vonzderd 1€p fol.

12.1. A spontan emisszio

A Jaynes—Cummings—Paul-modellben az egymdstdl Aw, tdvolsagra 1évo két energianivés atom egyet-
len w korfrekvencidji médussal hat kdlcson. Amint 1attuk, ha a médus kezdeti dllapota a vakuum, és az
atom alapallapotban van, akkor nem torténik semmi. Ha viszont a vikuumba helyezett atom a gerjesztett
allapotban van, tehit C, ((0) = 1, C,1(0) = 0, akkor az |e, n = 0) dllapotbdl indulva a csatolt rendszer a

Q Q
Ceo(t) = cos 7075; Cya(t) = —isin 7025 (12.1)

képleteknek megfeleléen az {2, vakuum Rabi-korfrekvencidval meghatarozott médon elindul az alapdl-
lapot felé. Ez azonban egyetlen mddus esetén reverzibilis folyamat, az atom vissza is veszi az energiat a
mez4tol.

Ezzel szemben a szabad térben 1€v6 gerjesztett atom irreverzibilis médon veszti el azt a Aw, energiat,
amit egy alkalmas gerjesztéssel belé taplaltunk, és ennek id&beli lefolyasa exponencidlis. A tovabbiakban

ezt a folyamatot fogjuk vizsgdlni.

153
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12.1.1. Megoldas a Fermi-féle aranyszaballyal

El6szor egy elemi perturbacids kozelitéssel probdljuk meg megoldani a problémat, amely hasonlit
a félklasszikus eljdrds sordn az abszorpcidhoz, illetve az indukalt emissziéhoz vezet6 meggondoldshoz.
Tekintsiik egyetlen médusra az dltaldnos megoldast, amelynek alakja a 10. fejezetben targyaltak szerint
a Schrodinger-képben dltaldban

|\If(t)>s _ Z (Ce,n(t) e wetnw)t ‘67 n> + Cg,n-i-l (t) e~ Uwgt(ntl)w)t |g’ n+ 1>) (12.2)

n

alakd. A gyorsan véltozé exponencidlisokat a [¥(t)), = ot/ |W(t)) ¢ transzformaciéval a kolcson-
hatdsi képbe valé attéréssel kikiiszoboljik, és a C.1(0) = 1, Cy1(0) = 0 kezddallapotbdl inditjuk a
megoldast. Ekkor — mint lattuk — az dllapot mindig ebben az altérben marad, azaz

(W (@) = Ceolt)[e,0) + Cya(t) |g: 1) - (12.3)

Az egyiitthatokra a Schrodinger egyenletbdl a

Coolt) = —i% e Oy (1) (12.4)
. Q. .
Cya(t) = —@70 e, o(t) (12.5)

egyenletrendszer adédik, amelynek egzakt megoldasat egy adott A esetén a 10. fejezet alapjan fontebb
folirtuk. Ha viszont az atom szabad térben van, akkor mér sok olyan kiilonb6z4 irdnyd k hulldimvektorral
megadott médus van, amelynek w = ¢ |k| frekvencidja kozel esik az atomi dtmenethez tartozd wy Bohr

frekvencidhoz, azaz amelyekre A = wy — w < wy. Minthogy ez esetben az )y = 2# ;;—”V képlet szerint

a mezd vdkuum amplitiddjdnak megfeleld Rabi-frekvencia is fligg az w-tdl, a szobajohetd sok modus
egylittes hatdsat a szélessavi mezd altal 1étrehozott indukdlt emisszi6 targyaldsdndl haszndlt kozelitéshez
hasonléan probéljuk figyelembe venni.

Ehhez a fonti egyenletrendszert tetsz6leges A-ra a perturbacidszamités elsd kozelitésében oldjuk meg
ugy, hogy a masodik egyenlet bal oldaldra a 0-ik kozelitésben érvényes C, o(t) = 1-et frunk, majd

integraljuk ezt az egyenletet. Az eredmény

QO e—iAt -1

C;’ll)(t) == (12.6)
ami els6 rendben a 9 . o /
W a2 Qg sin” At/2

C’g,1(t)) =1 (A/2)? (12.7)

atmeneti valdszintiségre vezet. Ezt az egyetlen A esetére kapott eredményt most dsszegezziik az 6sszes
modusra. Mint ismert, pl. a Planck torvény levezetésébdl, a térfogategységben a modusok stirtiségének
frekvenciafiiggése g(w) = 7:5_?;3 A mez6 polarizacids irdnydnak a kérdésével egyeldre nem torddve, az
0sszes modus 4ltal befolydsolt valoszintiséget a

e [
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integrél adja. Itt az integrandusban a S%ﬁ&“ﬂ—w tényez6 gyorsan valtozo fliggvény a tobbihez képest.

Ez viszont a megfigyelési idGtartamok tipikus értékeire csak az wy — w = 0 koriil ad relevans jarulékot
02

az integrdlhoz. Pontosabban, hasznéljuk a lim;_, ., W = 2mtd(wp — w) képletet, amibdl, (s ez

az, amit Fermi-féle aranyszabdlynak neveziink),

Pe—>g = Yot, (129)
ahol a spontdn emisszié gyorsasagdnak v, mértéke (ratdja):
Q% (w
Yo = 7r—°(2 ) (). (12.10)

Ez az eredmény mutatja, hogy a v, a d’wj-el ardnyos, de nem veszi figyelembe az atomi dipSlmomentum
és a mezd vektora kozotti szog lehetséges irdnyait, tovabba azt foltételezi a perturbaciészamitds elsd
rendjének megfeleld logikdval, hogy a gerjesztett atomi dllapot valészintisége végig kozel marad az 1-
hez, ami nyilvdnval6an nem érvényes.

12.1.2. A spontan emissziéo Weisskopf—Wigner elmélete

12.1. ébra. Victor Frederick Weisskopf (1908 - 2002) osztrak-amerikai fizikus. Forras: |icco://en.wikipeaia.

org/wiki/Victor_Weisskopf

Ebben a szakaszban egyetlen atom és sok mddus kolcsonhatdsat vizsgaljuk, amit a kovetkezd Hamilton-
operatorral modelleziink:

hw
H= thsalas + 7003 + hz (Q: ala_ + Q4 a50+) , (12.11)

ahol s az Osszes lehetséges moduson végigfutd index, és az utolsd kdlcsonhatési tagot a forgéhullamu
kozelitésben adtuk meg, amelyben () az s-edik médus vakuum Rabi-frekvencidja. A probléma id6fiiggd
megoldasat a

[W(1) = Coo(®) e H fe, {0}) + D Cy 1y (1) (F ) g, {1.}) (12.12)


http://en.wikipedia.org/wiki/Victor_Weisskopf
http://en.wikipedia.org/wiki/Victor_Weisskopf
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alakban keressiik, a C,((0) = 1 kezdeti foltétellel, ahol az elsd tagban szerepld |e, {0}) az az indul6
allapot, amikor az atom gerjesztett és minden médus a vdkuum 4llapotban van. A masik tagban szerepld
lg, {1s}) vektorok viszont az alapallapotd atom és a mez4 egy dltalanos egyfotonos dllapotdnak szorzatat
jelentik.

Irjuk be ezt a |T(t)) -t a Hamilton-operatornak megfelelé Schrodinger-egyenletbe, majd a
szokasos médon vetitsiik a kapott eredményt az |e, {0}) illetve a |g, {1, }) vektorokra. Az egyiitthat6kra
ekkor a

Ceolt) = =i 0 Cya,y(t)e o), (12.13)
Coquy(t) = =i QU @m0l o (2) (12.14)

egyenletrendszert kapjuk. Integréljuk formdlisan a (12.14) egyenletet és helyettesitsiik vissza (12.13)-be.
Igy a C.o(t)-re egy integrodifferencidlegyenletet kapunk:

t
Conlt) = =Y 0P / il t=C, (1) (12.15)
s to

Eszerint az egyenlet szerint C, o() derivaltjat a ¢ id6pontban annak kordbbi id6pillanatokban vett ér-
tékei hatdroztdk meg, azaz az egyenlet id6ben nemlokdlis. A mez6 és az atom kozotti csatoldsra jellemzd
Qs — Qw,0) = (e| D |g) E,/h belst szorzat fiigg ws, = w-tdl, azaz a médus frekvencidjdtol és a médus
polarizdcids irdnya és az atomi dip6lus 4ltal bezart szogtdl. Legyen a mddus k hullimvektordnak irdnya
a z irdny, &, két polarizdciés irdnya az € = &, és € = &,, mig az (e| D |g) dtmeneti dip6lmomentum
mutasson a 6 és ¢ polar és azimutszogekkel jellemzett irdnyba. Ekkor

2
(el Dlgh £l = &

d2
E2 sin? 0 (sin® ¢ + cos® @) = = E2sin? 0, (12.16)
ahol kihaszndltuk, hogy az dtmeneti dip6lmomentum nagysiga a két polarizaciés irdnyra azonos.

k

A

12.2. dbra. A k vektor a D vektor és a két polarizacids irdny e, illetve €’ térbeli helyzete.

A sokmdédusu tér kvantdlasandl haszndlt formalizmus szerint egy nagyméretli térfogatba zart me-
26 esetén a médusokra val6 Y, f(k) dsszegzés helyére a V/(27)* [ f(k)d?k alaki integral 1ép. Ttt a
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|k| =w/c helyett rendszerint az w valtozot haszndljuk, a mddusok irdnya szerint pedig a 6 és ¢ szerin-
ti szokdsos gombi valtozékban kell integrdlni. (Ha az integrandus a k irdnyatdl illetve a polarizaciotol
nem fiigg, akkor ez egyszerfien a V' térfogatban talalhaté médusok Vg(w)dw = Vw?/c3midw stirtiségével
szorzott fliggvény integralasat jelenti, amely mér a szogek szerint ki van integralva, esetiinkben azonban
nem ez a helyzet.) Igy a C.(t)-re vonatkoz6 egyenlet:

Ceo(t) = E 03/ / / (w, 0))? WQdWSIIl@deQS/ —iwme) e () dt,  (12.17)

ahol mint lattuk:
d hw

ﬁ 2€0V
Az irdnyok (0 és ¢) szerinti integralds eredménye 27 - 4/3 = 87 /3, és igy

sin 6. (12.18)

1Q(w, 8)] = %Ew sinf =

. 2 8 t ; ’
Ceolt) = —uw’d ilemeo)t= o (¢) dtf 12.19
,0( ) 87T3c3ﬁ2 / 2600‘] W/O € ,0( ) ( )
Most kihaszndljuk, hogy C. o(t') az e " (@=«0)(t= ¥) -hez képest lassan viltozo fiiggvény az el6fordul6

w-k tilnyomo tobbségére, igy azt a ¢ idopontbeli értékével helyettesitve kivissziik az integral jel elé. A
megmaradt exponencialis id0 szerinti integraljat a
t ) 1

lim [ e @ )t — n§(w — wy) — iP
t—o0o to W — Wo

(12.20)

képlettel szdmithatjuk ki, amelynek eredményében a Dirac-delta éppen azt jelenti, hogy a médusok frek-
vencidi koziil lényegében csak az w, rezondns frekvencia jatszik szerepet, éppen az amelynél e —*(« o)t
valtozdsa lassi. A masodik tag amelyben a P a féértéket jelenti, egy frekvenciaeltolddast eredményez,
amely kapcsolatba hozhat6 a Lamb féle eltolodéssal. Itt csak a valds részt figyelembe véve, az eredmény

Cuolt) = 720 Ceolt), (12.21)
ahol 4P
1 wy

= - 12.22

4dmey 3 hc? ( )

a spontan emisszi6t jellemzd dllando.

A Weisskopf—Wigner féle elmélet irreverzibilis €s exponencialis lecsengésti spontdn emissziot mutat,
itt nincs foléledés mint a Jaynes—Cummings—Paul-modellbdl kévetkezé dinamikdban, ahol csupédn egy
modusnak adja 4t az energidt az atom, és azt abbdl vissza is tudja nyerni. A szabad térben azoknak
a folyamatoknak az amplitido6i, amelyek ezt a visszanyerést irjak le a sok kiilonb6z6 médusfrekvencia
miatt destruktive interferdlnak ezért a visszatérés nem lehetséges.

12.2. A Lamb-eltolodas

A mez6 kvantumos természetének egy masik megnyilvanuldsa a Lamb-féle eltolédds. gy nevezziik
azt a kicsiny energiakiilonbséget, amely bizonyos atomi nivok kozott 1€p fol, €s amelyet az atom relati-
visztikus kvantummechanikdja nem magyardz,meg mert az az atom kornyezetét jelentd elektromdagneses
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vikuum fluktuécidinak tulajdonithatd. A relativisztikus kvantummechanika szerint a H atom két azo-
nos j = 1/2 kvantumszdmhoz tartoz6 allapota a 2S; 5 és 2P/, azonos energidjiak. 1947-ben Lamb és
Retherford mikrohulldmd mdédszerrel kb. 1 GHz-nek megfeleld energiakiilonbséget mértek a két ener-
gianivo kozott, amelynek magyardzatit a kvatumelektrodinamika segitségével ugyanabban az évben H.
Bethe adta meg. Mi itt egy kevésbé egzakt, de joval egyszerlibb meggondoldsra timaszkodva mutatjuk
meg a Lamb-eltol6dds eredetét. Ez a gondolatmenet T. Weltontdl szdrmazik. Az egzakt eredmény és
annak levezetése megtaldlhaté Landau és Lifshic Elméleti Fizika c. konyvsorozatanak I'V. kotetében [2].
Az elektron potencidlis energidja az e, toltésti mag terében

2
1 es

47eq |t + Or|

V(r+4or) = — (12.23)

ahol a dr amiatt 1ép f6l, mert a mez6 vakuumfluktudcidi befolyasoljdk az elektron helyzetét, beleértve a
magt6l mért térbeli tavolsagat is. A V (r + Jr) potencidlis energidt sorba fejtve kapjuk, hogy

V(r+or)—V(r)=06r-VV + = (5r V)V 4 ... (12.24)
Az els6rend tag dtlaga elttinik, mert a vakuumfluktudciok izotrép volta miatt (ér) . = 0. A mdsodrendi
tag részletesebb alakja
82
d dx;0 -V 12.25
( r-V)? Z Ti0Tj o o ( )

amelybdl dtlagolds utdn, ismét a (dz;) = 0 miatt, csak a “diagonalis”
= Z (9;)? a Fr é {(6r)*) V2V (12.26)
rész marad meg. Egy |n, {,m,) atomi sajatdllapotban a korrekcié mértéke elsd rendben igy
AE = é ((6r)%) (n, €, m| V?V |n, £, my) . (12.27)

Tekintettel arra, hogy V> —°| = —4medd(r), ahol §(r) a Dirac-delta, a korrekcid

- (1)) (n, €, me| 8(r) [n, £, my) . (12.28)

Mivel a staciondrius dllapotok koordindta hullimfiiggvényei az ¢ = 0-nak megfeleld s dllapotok kivéte-
1ével a Dirac-delta szingularitdsdnak helyén vagyis az origdban eltlinnek, ezért a fonti varhat6 érték csak
az s allapotokban lesz nullatdl kiillonbozd, €s azokra

1
(n,0,0]6(r) In,0,0) = |thnoo(r =0)* = ——

= ——
Tniayg

(12.29)

az eredmény, ahol ay a Bohr sugar. Lathatéan minél kisebb az n fékvantumszam ez az eltolddéds anndl
nagyobb, és az s édllapotokra pozitiv, mig a p dllapotokon nem jelentkezik, eszerint az energiavaltozas
1 el

AE = b (6r)%)

. 12.30
mia} ( )
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Most vizsgéljuk meg a {(dr)?) dtlagot. Ha ez egy —e, t6ltés(i elektron és annak mozgdsat a vdkuum
térerdsség hatdsara 1étrejovo klasszikus mozgasnak tekintjiik, akkor a mozgésegyenlet

d*(0
—Eitg)w _ 5 —iwt, (12.31)
és ennek megoldésa

r), = —L &,e (12.32)

or),, 5

mw

Az atlagos négyzetes eltérés egy modus hatdsira
€ o

(51‘) 2 & (12.33)

hw
2¢0V

1/2
és figyelembe véve az &, = ( > vakuum amplitidot, 6sszes modus hatdsdra bekovetkezd energia-

eltolodas
AFE =

12.34
660 7m3 3 Z m2k4c4 2€0V ( )
ahol £ = |k| = w/c, és V egy nagyméretli normaldsi térfogat, amely a mez6 mdédusait és a kisméretd
atomot tartalmazza. Az 6sszegz€s helyett integradlunk a modusokra, a V térfogatban taldlhaté médusok

szdmara vonatkozé médussiirtiség Vg(w)dw = Vw?/c*n?dw képletét haszndlva. Igy a kiszdmitand6
energiaeltolodds

1 e e2 hw w? dw 2 h 1 e\’ / h\® [1
AE = — 2 2 = 0 — /—d . 12.35
242 n3ad | m?wt Ar? ¢ 3wnddd (47‘(‘60 hic me W ( )
Itt 6 — o a Sommerfeld-féle finomstruktdra allandd, -~ = ). pedig az elektron redukalt (27-vel osz-

47reo hc
tott) Compton-hulldmhossza. Az integracids hatdrok elso latasra a 0 és oo kozott veenddk, igy azonban

az eredmény logaritmikusan divergens lenne a frekvenciaspektrum mindkét végén. Am egy természetes
levagéds mind az alacsony mind a magas frekvencidn megsziinteti ezt a problémat, ami gyakori triikkk az

elektromégneses vakuummal kapcsolatos feladatokndl. Az n f8kvantumszamhoz tartoz6 |E,| = So?

mcla
T2nZ
mc?a?

57— korfrekvencia a Bohr-elmélet szerint az elektron
szogsebességének a fele. Kézenfekvs a foltételezés, hogy ennél kisebb korfrekvencidkra a toltés nem re-
agal. A folss levagdsi hatdrt pedig az elektron nyugalmi energidjanak megfelels az w. = mc?/h = ¢/ ).
Compton-korfrekvencia adja, ettdl kezdve ugyanis a nemrelativisztikus dinamika amugy is érvényét vesz-
ti. fgy az eredmény:

2 h

N 2 h 2n?

NI = 2?2 (12.36)
Tmiayg wp mniay o

Ha itt még figyelembe vessziik az ag = (h/mc)/a = A/« kapesolatot, akkor a

2 2
AE = 20, 2 (12.37)
3m n3 a?
eredményt kapjuk. Az n = 2 esetén a 25, , dllapot energidja koriilbeliil ennyivel adédott magasabbnak
mint a 2P, allapoté, amit a két nivé kozotti energiakiilonbségnek megfeleld frekvencia AE/(27h) ~
1 GHz-es abszorpci6 kimutatasdval sikeriilt megmérnie Lambnek.
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12.3. dbra. Willis Eugene Lamb, Jr. (1913 - 2008) amerikai fizikus. (1955-ben fizikai Nobel-dijat nyert a

s 22

réla elnevezett Lamb-eltolddas kimutatasaért). Forras: |hcep://en.uikipedia.org/uiki/illis_Lamb

12.3. A Casimir-effektus

Ebben a szakaszban egy harmadik érdekes effektust targyalunk, amely szintén az elektromagneses
vdkuummal kapcsolatos. H.B.G. Casimir 1948-ban mutatott rd arra, hogy két tokéletes vezetd-, de
toltéssel nem bird sik kozott vakuumban is vonzé erd 1ép fol, aminek szemléletes oka, hogy a sikok
kozott az elektromagneses vakuum moédusstruktirdja mds lesz mint sikok nélkiil és ez egy vonzéer6hoz
vezet.

12.4. abra. Hendrik Brugt Gerhard Casimir (1909 - 2000), holland fizikus. Forras: |.co://en.wixipedia.ora/

wiki/Hendrik_Casimir

A kvantitativ leirdshoz tekintsiink egy négyzetes hasab alaku dobozt, amelynek méretei L, = L, =


http://en.wikipedia.org/wiki/Willis_Lamb
http://en.wikipedia.org/wiki/Hendrik_Casimir
http://en.wikipedia.org/wiki/Hendrik_Casimir
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L, és L, = d. Ha az elektromos térerésségre minden falon 0 értéki érint6 irdnyud hatarfoltételt irunk eld,
az a megfelel £, ~ cos(lmx/L)sin(rmy/L)sin(nrz/d) stb. médusfiiggvényekben el6fordulé I, m, n
nemnegativ egész szamokbdl a médus korfrekvencidjara a

12 m2  n2 1/2
Wimn = (L2 + T2 + ﬁ) (12.38)

formulat adja. Itt megjegyezziik, hogy az [, m, n szamok koziil egyszerre csak egyikiik lehet 0. A pozitiv
szdmharmasok két polarizacids irdnyd modust jelentenek, viszont ha a harom szdm koziil az egyik 0,
akkor csak egy polarizdciés modus lehetséges.

A doboz esetén a nullaponti energia:

/ 1
Eo(d)=3_ 2 (5hwlmn) , (12.39)

ahol a 2-es tényezd a médusonkénti két fiiggetlen polarizacids irdny miatt 1ép fol. A vesszd pedig arra
utal, hogy ha az egészek koziil valamelyik 0, akkor csak egy polarizaciés modus lehetséges, igy a 2-es
szorzd nem lép fOl.

12.5. é.bra. A ,,Vé.kuum-ﬂuktUéClé” graﬁkus SZemléltetéSG. FOl‘l‘flS: http://hu.wikipedia.org/wiki/Casimir-effektus

Az altalunk vizsgalt esetben fol fogjuk tenni, hogy L > d, s ekkor az [ és m szerinti Osszegzés
integraldssal helyettesithetd a 2 = k,, ™* = k, és az ennek megfelels Y, = [ Ldk,, >, = [ Ldk,,

9 0 /2

Ezzel szemben, ha szabad térben vagyunk, akkor d tetsz6legesen nagy lehet, és akkor ugyanez a helyet-
tesités az n szerinti 0sszegzéssel is megtehets, a =t = k,, és Y = f 4k, formulakkal. Eszerint a
d = oo esetre az

L2
Eo(oo) = & / dk;/ dk:/ dk. (K2 + k2 + k2)"? (12.41)


http://hu.wikipedia.org/wiki/Casimir-effektus
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kifejezést kapjuk. A fonti eredmények mindkét esetben divergensek, de a kiilonbséget végessé tudjuk
tenni, s ez azért lényeges, mert az
U(d) = Ey(d) — Ep(00) (12.42)

mennyiséget azonosithatjuk a két lemez alkotta rendszer potencidlis energidjaval, amelyre igy

hel? r r 22\ 4. [ [ 1
U(d) = — Z/dkx/dk’y <k§+k§+7) —;/dkz/dky/dkz (K2+ K+ K2)?
"o 0 0 0 0

(12.43)
adédik. Térjiink 4t hengerkoordinatékra az k,, k, sikon az k* = k2 + k. és a ¢ = arctan(k,/k,)
valtozokkal, ahol k., k, > 0 miatt csak 0 és 7 /2 kozott kell integralni. Ezt a ¢ szerinti integrdldst mar
elvégezve:

hel? > ,  mn? 12 d [* > 9 o on1/2
Uld) = —-3 > i kdk ( K+ — dr - — i kdk i dk, (K*+ k2) "dr| . (12.44)

Most az elsd tagban emeljiik ki az n egyiitthat6jdt a gydk aldl és végezziik el a w = (d?/72)k* helyette-
sitést, mig a mésodik tagban ezen tilmenden a z = %kz valtozocserét is. Ekkor

hL2 2 [e%s} e’} 3 0o 3
U(d) = C4 %[Zn/o (w+n2)1/2dw—/0 dz/o (w+22)1/2dw}. (12.45)

Ezek az integrilok divergensek. Casimir azonban ramutatott arra, hogy a frekvencidk fizikailag val6-
jédban nem lehetnek végtelenek, mert nagyon rovid hullimhosszakra a lemezek nem képeznek akaddlyt
szamukra. Ezért levagast alkalmazott, azaz egy olyan — kozelebbrdl nem meghatarozott — f (w/w,) fligg-
vénnyel szorozta az integrandusokat, amely w/w, < 1 esetén nem befolyésolja az eredményt, azaz
f(w/w.) = 1, (tehét a derivdltjai eltlinnek a 0 kozelében), viszont w/w. — oo esetén elegendden gyorsan
nulldhoz tart.

Vezessiik be ezutin az

F(u) = / dw (w + u2)1/2 f(re(w 4+ u?)V? Jw,) (12.46)
0
jelolést. Figyelembe véve, hogy az n = 0 mdédushoz csak egy polarizacids irdny tartozik, kapjuk, hogy

hel? 72
Ud) ==&

SF(0) + g F(n) — /OOO F(2) dz] . (12.47)

A zardjelben szerepl6 kifejezést az tigynevezett Euler—McLaurin-képlettel lehet megbecsiilni, amely sze-
rint

; F(n) — /0 F(2)dz ~ % (F(N) — F(0)) + ; 5 2’;' (FEF=D(N) — FE=1(0))  (12.48)

ahol a By, egyiitthatok az tgynevezett Bernoulli-szamok [28]: By = 1, B; = 1/2, By = 1/6, B3 = 0,
By = —1/30, .. .és a kozelités anndl jobb minél tovdbb megyiink az 6sszegzésben, azaz minél nagyobb
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ap. Haitt N > N,, akkor a fiiggvényérték és a derivéltak értékei a folsé hatdron eltlinnek, tovabba
egyszer(ien megmutathatéan F”(u) = —2u?, tehat F’(0) = 0, mig F""(u) = —4, a magasabb derivaltak
pedig elttinnek. fgy az eredmény

hel? 7% 1 hel? 72

= 4=-"1 12.4
4 d324-30 720 d3 (12.49)

U(d) =

A feliiletegységre hat6 erd, azaz a vakuum energiatél szirmazé P nyomds a potencidlis energia d szerinti

negativ derivéltja osztva L?-el, amibdl
he 7

a Casimir-erdnek nevezett nyomds. Egymastol 1 pm tavolsdgban 1évo lemezek esetén ez a nyomds 1,3 X
1075 N/em®.

Az effektus 1étezését kisérletileg el6szor 1958-ban M. Sparnaay mutatta ki, 2002-ben G. Ruoso és
munkatdrsai pontosabb kisérleti eljardssal az elmélettel kb. 15%-os hibahataron beliili egyezést mértek.

SE 3441

12.6. dbra. A Casimir effektus mérésérdl késziilt kép az "Astronomy Picture of the Day" honlapon. For-

2~
ras: http://apod.nasa.gov/apod/ap061217.html

Ellenorzo kérdések

1. Mi a spontdn emisszi6 jelensége, és miért nem magyarazza azt a félklasszikus elmélet?

2. Mi a kiilonbség a gerjesztett dllapot — alapdllapot dtmenet sordn a JCP modell és a spontdn
emisszié kozott?

3. Milyen értelemben pontosabb a Weisskopf-Wigner elmélet az egyszerii perturbativ megoldasnal?
4. Milyen mennyiségek hatdrozzak meg egy dtmenethez tartoz6 spontdn emisszid valdszinliségét?

5. Mit neveziink Lamb-féle eltoléddsnak, mekkora ennek nagysiagrendje a finomszerkezethez képest?
6. Hogyan magyardzza a vikuumfluktuécié a Lamb-féle eltolodast?

7. Miért csak az s dllapotok esetén jelentkezik az eltolédas?

8. Mit neveziink Casimir-effektusnak?
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9. Milyen két energia kiilonbségét kell figyelembe venni a Casimir-effektus nagysdganak kiszamit4-
sdhoz?

10. Hogyan szdrmaztathat6 a Casimir energidbodl a lemezekre haté nyomas?



Irodalomjegyzék

[1] Neumann J.: A kvantummechanika matematikai alapjai, Akadémiai kiadé, Budapest 1980

[2] V. B. Bereszteckij, E. M. Lifsic, L. M. Pitajevszkij: Relativisztikus kvantumelmélet, Tankonyvki-
ado, Budapest 1979

[3] C. Cohen-Tannoudji, J. DuPont-Roc, G. Grynberg: Photons and Atoms Vol 1. Wiley N.Y. 1989
[4] G.S. Agarwal: Quantum Optics, Cambridge University Press, Cambridge 2013

[5] D. FE Walls, G. J. Milburn: Quantum Optics, Springer, Berlin, 1994

[6] P. Meystre, M. Sargent III: Elements of Quantum Optics: Springer, Berlin, 1991

[7] R. E. Slusher, L. W. Hollberg, B. Yurke, J. C. Mertz and J. F. Valley, Phys. Rev. Lett. 55 (1985)
2409

[8] A. L. Wu, M. Xiao, H. J. Kimble, J. Opt. Soc. Am. B 4,1465 (1987); M. Xiao, A. L. Wu, H. J.
Kimble Phys. Rev. Lett. 59 278 (1987)

[9] G. Breitenbach, S. Schiller, J. Mlynek, Nature 387, 471 (1997)
[10] P. Kwiat, A. Sternberg, R Y Chiao, Phys Rev. A 45, 7729 (1992)
[11] E. T. Jaynes, F. W.Cummings Proc. IEEE, 51, 89 (1963)
[12] H. Paul, Annalen der Physik, 466, 411 (1963)
[13] J. C. Garrison, R.Y Chiao, Quantum Optics, Oxford University Press, Oxford 2008
[14] M.O. Scully, M.S. Zubairy, Quantum Optics, Cambridge University Press, Cambridge 1997
[15] R. Loudon, The Quantum Theory of Light, Third Edition, Oxford University Press 2000
[16] S. Barnett, PM. Radmore, Methods in Theoretical Quantum Optics, Oxford Clarendon Press, 1997

[17] J.J. Slosser, P. Meystre, Resource letter: Coherence in Quantum Optics, CQO-1, Am J. Phys, 65,
275, (1997)

[18] H. A. Bachor, A Guide to Experiments in Quantum Optics, Wiley-VCH, Weinheim 1998

[19] W.P. Schleich: Quantum Optics in Phase Space, Wiley-VCH, Berlin 2001

165



166 IRODALOMIJEGYZEK

[20] Y. S. Kim, M. E. Noz, Phase-Space Picture of Quantum Mechanics, World Scientific, Singapore
1991

[21] H. M. Nussenzveig, Introduction to Quantum Optics, Gordon and Breach. NY 1973

[22] C.C. Gerry, P.L. Knight, Introductory Quantum Optics, Cambridge University Press, Cambridge
2005

[23] R.J. Glauber in Quantum Optics and Electronics, ed. C. deWitt, A. Blanden, C. Cohen-Tannoudji,
Gordon and Breach N.Y. 1965 p. 65

[24] S. Haroche, J.M. Raimond, Exploring the Quantum , Oxford University Press, 2006
[25] M. Brune et. al. Phys. Rev. Lett. 76, 1800 (1996)

[26] D.M. Meekhof et al. Phys. Rev. Lett. 76, 1796 (1996)

[27] D. Meschede, H. Walther, G. Miiller, Phys Rev. Lett. 54, 551 (1985)

[28] M. D. Abramowitz, I. Stegun, Handbook of Mathematical Functions, Dover, NY 1972



	Bevezetés
	A fény kettos természetére vonatkozó elgondolás történeti kialakulása
	Problémák és konklúzió
	A jegyzet fölépítése

	Egymódusú mezo, állóhullám kvantálása
	Bevezetés
	Állóhullám mint oszcillátor
	Kvantálás
	A mezot jellemzo mennyiségek operátorai
	Fotonszám-sajátállapotok
	Kvadratúra operátorok és szemléltetésük

	A sokmódusú mezo
	Bevezetés
	Klasszikus elektrodinamika reciprok térben
	Longitudinális és transzverzális vektormezok
	A töltések és a mezo energiája, impulzusa
	Energia
	Impulzus

	A mezo mozgásegyenletei, normálkoordináták
	Diszkrét változók
	A mezo kvantálása és a fotonkép
	A teljes mezo állapottere
	Általános egyfotonos állapotok


	Koherens állapotok
	Bevezetés
	A számállapotok nem mutatják a klasszikus mezo tulajdonságait
	A koherens állapotok bevezetése
	A koherens állapotok kifejtése a számállapotok szerint
	Koherens állapotok belso szorzata, és (túl)teljessége
	A koherens állapotok idofejlodése szabad térben
	Egy klasszikus forrás koherens állapotú mezot kelt
	A koherens állapotok mint a vákuum eltolásai
	A koherens állapotok szemléltetése a fázistéren
	Két operátorazonosság

	A mezo keverék állapotai
	A suruségoperátor
	Várható érték keverék állapotban, redukált suruségmátrix
	Idofejlodés
	Kétállapotú rendszer
	Termikus állapot

	Wigner-függvény
	Klasszikus mechanika a fázistéren
	Fázisvalószínuség a kvantummechanikában
	A Wigner függvény kiszámítása koordináta-reprezentációban
	Keverék állapot Wigner-függvénye

	A Wigner-függvény tulajdonságai
	A Wigner-függvény a kvantumoptikában
	Koherens állapot Wigner-függvénye
	Fotonszám sajátállapotok Wigner-függvénye
	Termikus állapot Wigner-függvénye

	További kvázivalószínuségi suruségfüggvények

	A mezo préselt állapotai
	Bevezetés
	A kvadratúra operátorok
	Préselt vákuum és préselt koherens állapotok
	Préselt fény eloállítása parametrikus konverzióval
	A préselt fény mérése homodyn detektálással
	A préselt fény alkalmazása

	A veszteségmentes nyalábosztó
	Bevezetés
	A kvantumos nyalábosztó
	Az állapotok transzformációja
	Egyfotonos bemenet

	A foton oszthatatlanságára vonatkozó kísérletek
	Koherens bemenet

	Egy-egy foton a két bemeneten
	Hong–Ou–Mandel-féle kísérlet

	Kvantumradír

	Kvantumos koherencia függvények
	A klasszikus interferencia és koherencia
	Kvantumos koherencia függvények
	A Young-féle kísérlet értelmezése a kvantumos mezo esetén

	Magasabb rendu koherenciafüggvények
	A másodrendu koherencia kvantumos tárgyalása

	A Jaynes–Cummings–Paul-modell
	Bevezetés
	Kétnívós atom klasszikus mezoben
	Kétnívós atom kvantumos mezoben
	Rezonáns eset, kollapszus és föléledés
	Megoldás az n-hez tartozó sajátaltérben
	Megoldás tetszoleges tiszta kezdoállapotra
	Kollapszus
	Föléledés

	Nemrezonáns eset, fölruházott állapotok

	Kísérletek Rydberg-atomokkal és csapdázott ionokkal
	Rydberg atomok üregben
	A legfontosabb kísérleti eredmények

	Csapdázott ionok rezgési állapotai
	Mozgási Schrödinger macska állapotok

	Spontán emisszió, Lamb eltolódás, Casimir-effektus
	A spontán emisszió
	Megoldás a Fermi-féle aranyszabállyal
	A spontán emisszió Weisskopf–Wigner elmélete

	A Lamb-eltolódás
	A Casimir-effektus


