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Részecskék kotott és szort allapotai

Bevezetd

Klasszikus eset:

A klasszikus mechanikdban egy idofiiggetlen, egydimenziés potencial hatdséra két kiillonb6zo
tipusi mozgds lehetséges. Ha V' (z) mindkét oldalon nagyobb, mint a részecske teljes energidja
(E), akkor a részecske "bennragad" a potencidlgddorben, a fordulépontok kozott oda-vissza
ingdzik, de kiszabadulni nem tud. Az ilyen tipust éllapotot kotott allapotnak nevezziik.

x Y

Classical tuming points

Ha azonban a részecske energidja E meghaladja a V (x) potencidl értékét az egyik (vagy
mindkét) oldalon, akkor a részecske a "végtelenbdl" jon, a potencidl hatdséra lelassul vagy felgy-

orsul, majd visszatér a végtelenbe. Az ilyen tipusu dllapotokat szért allapotoknak nevezziik.
V(x) Vi) 4

Classical turning point

Bizonyos potenciédlok esetén csak kotott dllapotok lehetségesek (mint pl. a harmonikus
oszcilldtor esetében), mig mdsokndl csak szort allapotok (mint pl. egy olyan potencidlgat
esetében, amelyen nincs bemélyedés), de vannak olyan potencidlok is, amelyeknél mindkét
tipusu allapot lehetséges attdl fiiggden, hogy mekkora a részecske energidja.

V(x) &

Classical turning points

X
Klasszikusan kotott, kvantumosan szort éllapot.
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Kvantumos eset:

A kvantummechanikdban kissé mas moédon kiilonboztetjikk meg a kotott és szort allapo-
tokat. Ugyanis, mint azt a késébbiekben latni fogjuk, a kvantummechanika szerint annak is
van valdsziniisége, hogy egy részecske egy véges magassdagu potenciglgaton "dtszivarogjon", an-
nak ellenére, hogy az energidja kisebb, mint a potencédlgat magassdga. Vagyis ami itt szamit,
az a potencidl végtelenben felvett értéke:

E < V(-0) és E <V (c0) = kotott dllapot
E > V(—o0) vagy E >V (00) = szért allapot

Azon potencidlok esetében, melyek a végtelenben nulldba tartanak, a fenti kritériumok tovdbb
egyszeriisodnek:

E < 0= kotott allapot
E > 0= szért allapot

Mivel a végtelen magas fali potencidlgédor és a harmonikus osszcilldtor potencidlja © —
+00 esetén tart a végtelenbe, ezért esetiikben csak kotott dllapotok lehetségesek. Mivel a
szabad részecske mindenhol nulla potencidlban mozog, ebben az esetben csakis szort allapotok
lehetségesek.

1. Kotott allapotok

1.1. Végtelen potencidlgddorbe zart részecske

Tekintsiik a kovetkezd, végtelen magas fali potencidlgodrot

0 hal<z<a
oo hazx<0vagyzx>a

V(x):{

) V(x)
a0 a0

Mivel a potencidl az x = 0 és x = a pontokban végteleniil nagy, a godoérben 1év6 részecskének
csak kotott allapotai lehetségesek. A részecske kotott dllapotai pedig nem mésok, mint ezen
probléma Hamilton-operdtoranak staciondrius dllapotai, melyeket az idofiiggetlen Schrodinger-
egyenlet megolddsdval kapunk. Mivel a godor falai végtelen magasak, a potencidlgodron kiviil
a hullamfiiggvény azonosan nulla (ez felel meg annak, hogy ott nulla valdsziniiséggel taldljuk
a részecskét). Az idofiiggetlen Schrodinger-egyenletet tehat 0 < x < a tartomdnyon fogjuk
megoldani.



A részecske energidja nyilvin nem lehet kisebb, mint a potencidl minimuma (azaz a godor
legmélyebb pontja, jelen esetben 0). Ugyanakkor, E' nem lehet egyenlé sem a potencidlgddor
minimumadval (nem lehet 0), mivel az mindenhol azonosan nulla megolddshoz vezetne, ami azt
jelentené, hogy a részecske nincs is ott. Ezért az idofiiggetlen Schrodinger egyenletben E > 0,
és V(x)=0:

W e (z)
Tom a2 P
Bevezetve a k = Z;Z'ZE > 0 jelolést kapjuk:
To) 4 12 (@) =0
dx? '

Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasa:
¢ (z) = Asin (kx) + Bcos (kz) ,

valamilyen A és B (egyel6re ismeretlen) konstans praméterekkel.

Permfeltételek:

A hullamfiiggvény folytonos kell legyen minden x-re. Mivel a potencidlgodron kiviil a hul-
lamfiiggvény azonosan nulla ezért a kovetkezd egyenleteknek kell teljesiilnitik:

¢(0) = 0 (1)

pla) = 0 (2)
Az (12) egyenlet alapjan:

Bcos0 =0,

ahonnan kapjuk, hogy B = 0, vagyis a potencidlgodron beliili hullamfiiggvény alakja ¢ () =
Asin kz. Erre a hulldmfiiggvényre a (13) egyenlet miatt pedig még igaz, hogy

Asin (ka) = 0.

Ebben az egyenletben A nem lehet nulla, mert az mindenhol azonosan nulla hullamfiiggvényt
eredményezne (ami azt jelentené, hogy a részecske nincs is ott), igy csak sin ka = 0 lehet. Ez
akkor teljesiil, ha

sin (ka) = 0 <= ka = nmw, aholn =1,2,3, ...

Az n azért nem veheti fel a 0 értéket, mert sem a, sem k nem nulla. Azt kaptuk tehdt, hogy
végtelen sok ilyen k lehetséges, az adott n-hez tartozot jeloljiik k,-nel, ahol

Adott n-re a hullamfiiggvény

¢, (r) = Asin (k,z) = Asin (@) .
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Ez a hullimfiiggvény még nem normalt, a normalashoz szamitsuk ki ||, ||*-et:

a

. nmr
loal? = (pnlon) = / o0 [2 dr = A2 / s (222
0

a
0

“@q 2nm in (222) 1°
_ AQ/IL;Q)dx:fF{%[«T]S_% [%] }
Ca 0

0 a

— 22
>

Ebbél ||, || = A\/%, ezzel kell leosztanunk ¢, -et, ahonnan kapjuk:

2
0, (r) = \/isin(w> ,aholn=1,2,3,...
a a

A részecske lehetséges energidi a kivetkezok lehetnek (minden n-re més-mas)

K22 K22
om  2ma?

E, = n?,aholn =1,2,3, ...

Vagyis a kvantummechanika szerint a végtelen magas falti potencidlgodorben 1év6 részecske
energidja nem tetszoleges folytonos, hanem a fenti diszkrét (kvantélt) energiaértékek valame-
lyike lehet csak, kotott dllapotai pedig dlléhullamok, melyeknek a godor falaindl csomépontjai
vannak.

1.2. Dobozba zart részecske

Tegyiik fel, hogy a részecske szaméra megengedett tartomany az aldbbi a, b, ¢ oldali téglatest

A Z

Ez a kovetkezO potencidlnak felel meg
Viz,y,2) =V (2) +V(y) +V (2)

ahol az egyes 1-dimenzids potencidlok ugyanolyanok, mint az el6z6 feladatban, azaz

0 hal0<z<a
Viw) = { oo egyébként ’

_ 0 ha 0 <y <b
Vi) = { oo egyébként ’
0 ha0<z<e
Viz) = { oo egyébként
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A részecske most is csak kotott allapotokkal rendelkezhet a dobozon beliil, melyeket ismét
az idofiiggetlen Schrodinger-egyenlet megolddsaiként kapunk (ebben az esetben is £ > 0 az
el6z6 feladatban mondottak miatt):

2
h <d2w n d*y de) o

2m \ da? dy? * dz?

abol v = ¥ (2,9, 2).
Keressiik a megoldést (:U Y,z ) = 1 (z) vy (y) 5 (2) szorzat alakban. Ekkor a Schrodinger-

egyenlet (a k = |/ 25E ):
o e )60 () + E5 D01 (1)1 (2) + e ) er () = K1 ()2 )0 2).

Osszuk el ezt az egyenletet ¢, () v, (y) @5 (2)-vel, ekkor kapjuk:
id%l id2<ﬁ2 idZW?, _

= —k%. 3
¢y dx? ©y dy? s dz? )
Vezessiik be a ki = —i%, k3 = —%ﬁ, illetve k3 = —%3 5 jelolést. Igy a fenti (3)
egyenlet hdrom, az el6z0 ‘feladatbeli Schrodinger-egyenlettel teljesen analég egyenletre bomlik
¢y (x)
d;ﬁ‘Q +k%901 (Zlf) = Oa
P, (y) 2
dy2 +k“2902 (y) = Oa
d*py (2)
122 +k3p3(2) = 0
Az eléz6 feladat eredményeit felhasznédlva a lehetséges k-k:
by o= 2T =123,
a
ky = nibﬁ ny=1,2.3, ...
ks = BT . =1,2,3,...
c

a normadlt hullamfiiggvények és energisk:

2 . /mymx h2r2
O, () = \/gsm( - ), Enlzmnf n=1,2,3,...

2 . /neT hAn?
fa) = (g () B gEnd m=128

2 | [nsmz h2m?
Oy (2) = \/;sm( 3c ), EnSZan nyg=1,2,3,...

A részecske teljes hullamfiiggvénye és teljes energidja pedig

2 92 5
wn1n2n3 (*Tv Y, Z) = \/isin (n17T$> Zsin <n2ﬂ-y> 2 sin (7137'('2) 7
a a b b e B

K o= kK+k+k=m (n1+%+n3>
R’k? R*r? (n? ond | nd
Ennany = om  2m (_1+ b22jL 3)
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Specidlis eset: kockdba zart részecske (a = b = ¢)

Ha a részecske kockdba van zarva, akkor az alapéllapot (ahol ny, ng, n3 a legkisebb értékét
veszi fel) nemdegeneralt, ugyanis E,,, csak egyféleképpen allhat el6, mégpedig ha ny = ny =
n3 = 1, amikor is Fgup = i1 = 3%. Minden més energiaszint degeneralt, mivel toébbféle
{n1,n2,n3} szdmharmassal is eld4llithato.

Példa: FEq19 = FEho1 = FEo11, ugyanakkor v15, 119 és 19, linedrisan fiiggetlen sajatfiig-
gvények, amelyek tehat ugyanahhoz az energidhoz tartoznak, vagyis ebben az esetben a degen-

erdci6 foka 3.

1.3. Véges magassagu, szimmetrikus potencidlgodorben 1évo részecske

Tegyiik fel, hogy a részecske a kovetkezd szimmetrikus, 2a szélességii, Vy mélységii poten-
cidlvolgyben mozog;:

B 0 ha |z|>a
V(x)—{ Vo <0 ha |z] <a
ahol a > 0.
JlV(x)
—d a
x
1 i i
Vs

Keressiik a részecske kotott dllapotait, azaz jelen esetben a Vy < E < 0 energidji allapo-
tokat. (Konnyen ellendrizhetd, hogy az E = Vj eset azonosan nulla hullamfiiggvényre vezetne,
ezért zérjuk ezt ki). Mivel most a potencidl fala nem végtelen magas, a részecske hullamfiig-
gvényérol nem allithatjuk, hogy az azonosan nulla a volgyon kiviil. Meg kell tehat oldanunk az
idofiiggetlen Schrodiger-egyenletet a teljes térre (mivel most 1-dimenziéban vagyunk: a szam-
egyenesre) vonatkozéan. Ehhez bontsuk a szémegyenest 3 tartomanyra.

I. tartomany (z < —a):

Ebben a tartomayban V (z) = 0, vagyis az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet a kivetkezd

alaku:
_h_2d2¢1 (z)
2m  dx?

Atrendezve ezt, az alabbi egyenletet kapjuk:

= By (7).

d* 2mE
d;fﬁ Sty (@) = 0.




_ 2mE

Bevezetve a k = > 0 pozitiv paramétert (hiszen £ < 0 energidju részecskét vizs-

FL2
géalunk), a Schrodinger-egyenlet a kivetkezd egyszerii alakot 6lti:
d*y; (x)
# — K%y () = 0.

Ennek az egyenletnek a megoldasa

ahol A és B egyel6re ismeretlen konstansok.
Ennek a hullamfiiggvénynek azonban a —oo-ben lecsengdnek kell lennie:

Yy (—o0) =0.

Mivel ¢ ;-ben az e"*-es tag —oo-ben eleve lecseng, az e "*-es tag viszont oo naggyd vilik, a
fenti feltétel akkor teljesithetd, ha A = 0. A megolddsunk erre a tartoményra tehét

K

Ur (x) = Be™
alakd.
II. tartomdany (—a < = < a):

Ebben a tartomayban V (z) = Vj, vagyis az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet a kovetkezd

alaku: R (@)
x

—%# + Vouby (@) = By (2).
Atrendezve:

A (x)  2m 2m

# - ?Vo?ﬂu (x) = _?Eiﬂn (),

Py (x) | 2m(E = V)
12 + = Y (x) = 0.

Mivel Vy < E < 0, ezért E — V5 > 0. Vezessiik most be a £ = \/W > (0 pozitiv
paramétert, amellyel a Schrodinger-egyenlet az aldbbi alakra egyszertisodik:

2
i () QZZQ(@ + K*pyp () = 0.

Ennek a differencidlegyenletnek a megolddsa

Y, (x) = Csin (kx) + D cos (kx),

ahol C' és D a peremfeltételekbdl meghatarozhaté konstansok

II]. tartomany (z > a):

Ebben a tartomdyban V' (x) = 0 ismét, vagyis az id6fiiggetlen Schrodinger-egyenlet ugyanolyan
alakd, mint az I. tartomanyban:

d2¢1]1 (z)

A2 - H2¢1H (z) =0,



_2mE
h2

itt is kK = > 0. Ennek az egyenletnek az &ltaldnos megoldédsa (csakigy, mint az I.

tartomédnyban)

de mivel errdl a hullamfiiggvényrél is elvarjuk, hogy a +o0o-ben lecsend legyen (mely feltételt
az e~ "7-es tag igen, de az e""-es tag nem teljesit), igy

df[[](OO) :0:>G:0
A peremfeltételt teljesité megoldds ebben a tartoményban tehat:

Y (r) = Fe ™.

Osszefoglalva tehat a megolddsokat a hdrom tartomsnyban:

Y (z) = Be™, (haz < —a)
Y (x) = Csin(kx)+ Dcos (kx), (ha —a<zx<a) (4)
V() = Fe™, (haz>a).

Ahhoz, hogy a részecske hullamfiiggvénye a teljes szamegyenesen folytonos és differencidl-
hat¢ fiiggvény legyen, a v, (x), ¥, (z) és ¥, (z) hullimfiiggvényeket és azok deriviltjait ossze
kell illeszteniink az egyes tartomdnyok hatdrain azaz

Yr(—a) =1 (—a)
I.és II. hatéran dy;

_ % )
dz T=—a - de T=—a
Yy (a) = ¥y (a)
I1.és II]. hataran { iy _ dyy ;
dx _ dx _
r=a r=a

melyek az aldbbi egyenletekre vezetnek:

Be " = —C'sin (ka) + D cos (ka) } (5)

kBe " =k [C cos (ka) + Dsin (ka)]

(6)

Eliminéljuk D-t a fenti egyenletekb6l! Ehhez vonjuk ki (6) els egyenletébdl (5) els6 egyenletét,
illetve (5) mésodik egyenletébdl (6) masodik egyenletét, ekkor kapjuk:

Fe " = (Csin (ka) + D cos (ka)
kFe ™" =k [—C cos (ka) + Dsin (ka)]

(F — B)e " = 2C'sin (ka) } . )

—k (F — B) e " = 2kC cos (ka)

Hasonléan, most adjuk 6ssze (5) els6 (mésodik) egyenletét (6) elsd (mdsodik) egyenletével:

(F+ By —2penite) ) ®)

k(F + B)e " = 2kDsin (ka)

Ha C # 0, akkor (7)-bdl lathatéan F' # B és (7) egyenleteinek hényadosa az aldbbi egyenletre
vezet:

kcot (ka) = —k. 9)



Ha D # 0, akkor (8)-bdl latszik, hogy F' # —B és (8) egyenleteinek héanyadosdbol
ktan (ka) = k. (10)

A fenti (9) és (10) egyenletek nem teljesithetdk egyszerre. (Tegyiik fel ugyanis, hogy
teljesithetdk egyszerre és irjuk be k helyére k tan (ka)-t (9)-ban. Ez a tan? (ka) = —1 egyenletre
vezet, tan (ka) viszont valés, igy ellentmonddsra jutunk.) Két tipusi megoldést kiilsnbozteth-
etiink meg tehat:

(1) ¢ =0, F=B ¢ ktan(ka) =k
(2) D =10, F=-B ¢és kcot(ka)=—k

A megolddsok (1) csoportjdban a részecske hullamfiiggvénye paros fiiggvény, mig a (2) csoport-
ban pdratlan fiiggvény. (Ez a tulajdonsdg egyébként kivetkezik abbdl hogy a potencidl z = 0-
ra nézve szimmetrikus, azaz V (—z) = V (z). Hiszen ekkor a részecskének a potencidlvolgy
x < 0 oldaldn valé megtalédlasi valoszintisége meg kell hogy egyezzen a potencidlvolgy = > 0
oldalan valé megtalaldsi valészinfiségével, azaz i) (—z)|* = |1 (x)|%, melybél pedig kovetkezik,
hogy ¢ (—z) = +1 (x), vagyis a hullamfiiggvény péros, vagy pératlan fiiggvény.)

Az (1) ill. (2) esetekben a részecske kotott dllapotainak energiaszintjei az (10), ill. (9)
egyenletek grafikus megolddsdval hatdrozhaték meg. Ehhez vezessiik be a kovetkezo jelolést:

X = ka,
Y = ka,
ahol X,Y > 0, hiszen k = {/22E0) > 0 65 5 = /—23E > 0. Mivel
2m (E — V;
X2:k2a2:%a2,
és o E
V2 = 242 — _ Thnz a2,

ezekbdl elballithatunk egy olyan konstansot, amelyik csak a megadott Vy < 0 és a paraméterek-
tol fiigg:

2m(E—Vy) 5 2mE

X24+Y? = — a” — 72 a®
- & %2‘/0 mEiip _2m§22% (11)
_ Qm‘;;w ~ R
Igy a lehetséges E = —2:;2 energiaszinteket az (1) és (2) esetekben az

Xtan X =Y
(1) X24Y2= 2m6;L22|Vo\
XcotX =-Y
@ {

2ma?|V;
X24Yy2= hzl ol

gorbék (X > 0, Y > 0 tartomdnybeli) metszéspontjainak megfeleld Y értékekbdl hatdrozhatjuk
meg, ahogyan azt az aldbbi dbra is mutatja.
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< &y, (ahol

T<R<

N

2

.) akkor a kotott allapotok szama N + 1. (Nincs kotott dllapot, ha 0 < R <

Az dbrarol és az R-re vonatkozé (11) kifejezésbdl lathatjuk, hogy a kotott dllapotok szama
10

0,1,2,..

a? |Vpl-lal novekszik, és véges, ha a? |Vy| véges. Az is lathato, hogy ha
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2. Szort allapotok

Abban az esetben, ha egy részecske szért édllapotait vizsgdljuk valamely potencidlon, &l-
taldban arra vagyunk kivancsiak, hogy a részecske mekkora valdészinfiséggel jut at, vagy verodik
vissza az adott potencidlrol.

Az &dthatolds valdszinfiségét a T transzmisszids, a visszaverddés valdsziniiségét pedig az
R reflexios egyiitthaté adja meg, melyek az dthaladt illetve a visszavert és a beesd hullam

////// 7

valdszinliségi dramstiriiségeinek hdnyadosaiként vannak definidlva:
ji
Ji

Jr

T = -
Ji

,  R=

Y

////// ’”

ahol a val6szintiségi daramsiiriiséget az alabbi sszefiiggésbdl szamithatjuk ki:

1) = g [ 2 — (2],

- 2ma

Nyilvdnval6é okokbdl |j;| = |ji| + |jr| és T+ R = 1.

2.1. Lépcsos potencidlon torténo szérédas

Vizsgaljuk a részecske mozgdsat a kovetkezd potencidl esetében

0 haz <0
V(:E)_{ Vo>0 haz>0

V(x)

Keressiik az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet megolddsait az I (z < 0) és II (z > 0)
tartomanyokon. Két esettel foglalkozunk: 1. E > V és 2. E < V5. Mindkét esetben szért
allapotokat kapunk.

1) E >V (részleges reflexié esete)

I. tartomany:
Az idéfiiggetlen Schrodinger egyenlet alakja (V (x) = 0):
12 d (@)

Com da?

= By (x)
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Bevezetve a k1 = 4/ 2mE > ( jelolést kapjuk:

d*y ()
d2

Ennek a differencidlegyenletnek a megoldésa:

+ kv (z) =

Y (2) = Are™® 4 Alem R,

Ez a hullamfiiggvény megegyezik a szabad részecske mozgasanak vizsgalatakor kapottal. Az
Ajef1® tag -0o-bdl jobbra, mig az A}e 1% az ellenkez6 irdnyba haladé stkhulldmot ir le (A; és
A a megfelelé amplitidok).

II. tartomany:

Itt az idéfiiggetlen Schrodinger egyenlet alakja (V (z) = Vp):

h? d*y (z)
2m da?

+ Vo (z) = EY ().
Mivel EE > Vj, a ky = \/M > 0 jelolést vezetjiik be, ekkor kapjuk:

d%( )

+ kv (z) =
Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasa:
Uy (2) = Age™” 4 Ale 2",

A tovébbiakban feltessziik, hogy v;; (z)-nek nincs a potencidllépcsére az z-tengely pozitiv
irdnydbol érkezd Osszetevidje, azaz AL, = 0, vagyis

Vip (@) = Age™.

Illesztés = = O-ban:

A hulldmfiiggvénynek és derivéltjanak folytonosnak kell lennie ott, ahol a potencidlnak
ugrasa van:

dy, di; . , )
A . A . — Zk’l ( 1 1) Zk’g 2 ( 3)

A (13) egyenletben i-vel egyszerfisitiink és As-t az (12) egyenletbdl behelyettesitjiik:
ki (A — A)) = ko (A1 + A)).
Rendezziik kiilon oldalra A;-et és A)-t, vagyis:
Ar (k1 — k2) = A7 (k1 + k2) . (14)
Az (12) egyenlet k;-szeresét hozzdadva a (13) egyenlethez pedig kapjuk:
2k1 Ay = (k1 + k2)As. (15)
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Reflexiés egyiitthato:

A reflexids egyiitthatot a bevezetd részben mondottak alapjén tehdt a visszavert és a bees6
hulldm val6szintiségi dramsiiriiségeinek hényadosaként definidljuk. A bees® hulldm nem maés,
mint 1; azon tagja, mely a potencigllépcsé felé haladé hulldmot irja le, azaz A;e™1*. Jeloljiik ezt
a hulldmot a tovdbbiakban ¢,-vel. A ¢; mésik tagja a visszavert hulldm, hiszen ez a 1épcs6tol

tavolodik. Jeloljiik ezt o,-rel. Tehat
i (Zlf) = Aleiklza
() = Ay
b sy 22 (2) dp; (x)

Ji = i o; (v) du — @, (v) dr

— l |A1|2 [efikm: (Z/{Jl) eilﬂz . zk1z( ik ) fzklx]

hk
= 1 |A1| 9
és
b [ de, (2) de} (x)
=
m
A reflexids egyiitthaté tehat:
. Al 2
R=|Z|= |2,
Ji Ay

amely annak a valdsziniisége, hogy a részecske visszaverddik a potencidllépcesérol. A (14) egyen-

letbol kapjuk, hogy
(kl — k2)2
ky + ko

Vagyis a részecske véges valdszintiséggel akkor is visszaverddhet, ha energidja nagyobb, mint a
potencidllépcsd magassaga.

Transzmissziés egyiitthato:

A transzmissziés egyiitthatot a bevezetd részben mondottak alapjan az dthaladt és a beeso
hulldm valészintiségi dramsiiriiségeinek hanyadosaként definidljuk. Az dthaladt hulldim maga
a ¥ (z), hiszen ez csak az z-tengely pozitiv irdnydba halad6 hulldmot tartalmaz (feltettiik,
hogy jobbrdl balra nem halad hullim a I1 tartomdnyban). A neki megfelelé val6sziniiségi
dramsiirtiség a kovetkezo

. Dk
Jt |A2‘ :
A transzmisszios egyiitthaté tehat:
. 2
Jt ko | Ay
T=|==—|-—| =1—R,
Ji ki | Ay

13



ez annak a valdszini{iségét mondja meg, hogy a részecske dthalad a potenciéllépcsén. A (15)
egyenletbdl (vagy az 1 — R Osszefiiggésbil) kapjuk, hogy

_ 4k1ko
(kr + k)®
Ha a részecske energidja jéval nagyobb, mint a potenciéllépcsé magassaga (E > V), akkor
2
k1 = ko és a transzmisszos valészintiség T — % =1.
1

2) E < V; (teljes reflexi6 esete)

I. tartomany:

Az idbfiiggetlen Schrodinger-egyenlet most is

d*i) (x)
dx?

A megoldés tehdt ezen a tartomanyon ugyanolyan, mint az eléz6 esetben:

+ k3 (x) = 0.

vy (z) = AjetT 4 A’le’iklz.

II. tartomany:

Itt az idofiiggetlen Schrodinger egyenlet alakja (V (z) = V4):

()
2m  dx?

Vb () = B4 ().

2m(Vo—FE)
h2

Most E < Vy, és a p, = > 0 jelolést vezetjiik be, mellyel:

d2
V) ) =0

Ennek a differencidlegyenletnek a megoldésa:
Yy (z) = Boe?® + Bye P27,
A 1, (+00) = 0 peremfeltétel miatt most By = 0, vagyis

Yy (z) = Bye 77,

Illesztés = = O-ban:

A hulldmfiiggvénynek és derivaltjanak most is folytonosnak kell lennie a potenciél ugrdsanak
helyén:

dipy dry . ' /
— = ——| = A —A)) =—p,B 1
do . do ; ik (Ay 1) P2 Do (17)

14



A (17) egyenletben Bj-t az (16) egyenletbdl behelyettesitjiik:
iky (A1 — A}) = —py (A1 + AY) .
Aj-et és Al-t kiilon oldalra rendezve

Ay (iky + po) = Al (ik1 — py) - (18)

Reflexids egyiitthato:

A reflexiés egyiitthatét most is
2

_ A
-5

moédon szémithatjuk ki. A (18) egyenletb6l kapjuk, hogy

R

Y

kl _I_ 'lp2 kl - 'lp2

kl + ZpQ

=1,

. . . ) 1 AL L . . . .
azaz a részecske biztosan visszavertdik. (Az 5t hanyados komplex, ami azt jelenti, hogy vis-

A
szaverddéskor faziseltolodds 1ép fel). 1

2.2. Szérodés potencidlgddron

Tekintsiik ismét az 1.3.-ban vizsgdlt szimmetrikus, véges mélységii potencidlgodrot.

B 0 ha |z|>a
V<x>_{%<0 ha |z| <a

ahol a > 0.

)

v

1 I i

4

Keressiik a részecske szort allapotait, azaz az E > 0 energidju dllapotokat. Ehhez ismét
meg kell oldanunk az idéfiiggetlen Schrodiger-egyenletet a az I, I1, I11 tartomanyokon.

I. tartomdny (r < —a):
Ebben a tartomédyban V (z) = 0, vagyis az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet a kovetkezd

alaku:
B 71_2 d*; (x)
2m  dx?

= By (z).
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Atrendezve ezt, az aldbbi egyenletet kapjuk:

d2¢1 (x) L 27;;2E1/11 () = 0.

dx?
Bevezetve a k = 22§E > 0 pozitiv paramétert (hiszen F > 0 energidju részecskét vizsgalunk),
a Schrodinger-egyenlet a kovetkezo egyszerii alakot o6lti:
d*; ()
+ k%), (x) = 0.
L Ry ()

Ennek az egyenletnek a megoldasa
Uy (1) = Ae*™® + Be
ahol A és B konstansok.
II. tartomdany (—a <z < a):

Ebben a tartomayban V (z) = Vj, vagyis az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet a kovetkezd

alakui: R @ (@)
x

—%# + Vo (2) = By (2)
Atrendezve:

Y (x)  2m 2m

#() - ?V(ﬂﬂn (x) = _?Eiﬂu (),

Py (x) | 2m(E - V)
12 + = Y (x) = 0.

Mivel Vo < 0 és E > 0, ezért £ — Vi > 0. Vezessiik most be a p = \/W > 0 pozitiv
paramétert, amellyel a Schrodinger-egyenlet az aldbbi alakra egyszertisodik:

d2
71222(3;) + Pty () = 0.

Ennek a differencidlegyenletnek a megolddsa
Yy (&) = Csin (pz) + Dcos (pa),

ahol C és D konstansok.

I1]. tartomany (z > a):

Ebben a tartomayban az idofiiggetlen Schrodinger-egyenlet ugyanolyan alaki, mint az I.
tartomanyban:

>y (2)

# + k2 (2) =0,
itt is k = QZZE > 0. Ennek az egyenletnek az dltaldnos megoldédsa (csakigy, mint az I.
tartoményban)

Grpr (2) = Fe™ 4+ Ge ™,

16



A tovdbbiakban feltessziik, hogy a potencidlgédorre jobbrdl nem érkezik hulldm, azaz
G=0.
A megoldds ebben a tartomanyban tehdt:

Yy () = Fe'”.

Osszefoglalva a megolddsokat a hdrom tartomdnyban:
Yr(z) = Ae™ 4+ Be ™ (hax < —a)
Y (x) = Csin(pr)+ Dcos(pr), (ha —a<z<a) (19)
G () = Fe** (hax>a),
Illesztés az [. és [1. tartomdnyok hataréan:

Mivel a hullamfiiggvénynek folytonosnak és differencidlhaténak kell lennie, az aldbbi egyen-
leteknek kell teljesiilniiik:

Yr(—a) = i (—a)

de| iy
dzr |,__, dr |,__,
melyekbol:
Ae~*a 4 Betke = _(C'sin(pa) 4+ D cos (pa), (20)
ik (Ae_ik“ — Be““‘) = p(Ccos(pa)+ Dsin(pa)). (21)

Illesztés a I1. és [1]. tartomdanyok hataran:

Itt az aldbbi egyenleteknek kell teljesiilniiik:

Yr(a) = P (a)

dibyy Ay
dr |,_, dr |,._,
melyekbol:
Fe*® = (C'sin(pa) + D cos (pa), (22)
ikFe** = p(Ccos(pa) — Dsin (pa)). (23)

Transzmisszios egyiitthaté:

A transzmisszids egyiitthaté meghatdrozdsahoz haszndljuk ismét a bevezetOben leirtakat.
Most az athaladt hulldm maga a 1;;; (x), hiszen ez csak az z-tengely pozitiv irdnyaba haladé
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hulldmot tartalmaz (feltettiik, hogy jobbrdél nem érkezik hulldm a potencidlgoddorre). A neki

////// ’”

megfeleld valdsziniiségi dramsiiriiség a kovetkezo
. hk _o
Je=—|F ‘ .
m

A bejové hulldm nem més, mint 1, (z)-nek az x-tengely pozitiv irdnydba haladé része, azaz
Ae*k® A hozzé tartozé dramsfirtiség:

. hk
Ji=—IA".
m

Megjegyezziik, hogy most a bejovo és kimend hulldmok hulldmszama (a potencidllépcsd esetével
ellentétben) megegyezik. Igy a transzmissziés egyiitthat6 az aldbbi, igen egyszerii alakot 6lti:
. 2
Ji
Ji

T —

A

:'F

Vagyis megegyezik a két hulldim amplitidéja hdanyadosdnak abszolitérték-négyzetével.

T kiszamitasahoz az (20-23) egyenletekbdl ki kell fejezniink F-et, mint A fiiggvényét. Ehhez
el6szor fejezziik ki C-t és D-t, mint F fiiggvényét (22) és (23)-bél. C-t megkaphatjuk, ha (22)-et
megszorozzuk sin (pa)-val, (23)-t pedig cos (pa)-val, majd sszeadjuk 6ket, melybol:

C = Feita {sin (pa) + % cos (pa)] : (24)

D-t teljesen hasonléan, megkaphatjuk, ha (22)-et megszorozzuk cos (pa)-val, (23)-t pedig sin (pa)-
val, majd kivonjuk ket egymadsbdl:

D = Fe'ke [cos (pa) — % sin (pa)} : (25)

Ezutén helyettesitsiik be (24)-t és (25)-t (20)-be és (21)-be:

Ae*a 1 Betka = pethe {Sin (pa) + 2 cos (pa)] sin (pa)
p
+ Fetka {cos (pa) — % sin (pa)] cos (pa) (26)

= [Fetke [cos (2pa) — %Sin (2pa)} ,

Ae~ka _ Beika — ﬁk‘ (Feik“ [sin (pa) + ik cos (pa)] cos (pa)
i p
4 Feika [cos (pa) — %sin (pa)} sin (pa)) (27)

= éFeZk“ [Sin (2pa) + % cos (2pa)} :

18



A fenti (26) és (27) egyenletek sszeaddsdval kapjuk:
2Ae” e = Feiha [cos (2pa) — 2 sin (2pa)
p

P
-7 Sin (2pa) + cos (2,0a)}
ik

— etk |9 cos (2pa) + sin (2pa) (% — ?>}

r 2 | 1.2
= Fe™ |2cos (2 2

e _ cos (2pa) + ko sin ( pa)]

) r 2 k2

= Fetke 2cos(2,0a)—2ip i

sin (2,0(1)} :
melybdl kifejezve F-et:
Ae —2ika

cos (2pa) — z% sin (2pa)

F =

Ebbol pedig a transzmisszio:

A2

2452)2
cos2(2pa)+ (% ) sin?(2pa)

AP ’

azaz

Alakitsuk 4t kissé a nevezdt:

2 4 k2 2 4 12\ 2
cos® (2pa) + <p2—£p ) sin® (2pa) = 1 —sin?(2pa) + (p;;p ) sin? (2pa)
4 2.2 | 14
+2k%p + k :
= 1+ (p 4]{:2,;2 — 1) sin® (2pa)
4 2 2 | 14
1+ 02,7 sin® (2pa)
2 _ k2 2
= 1+ % sin? (2pa) .

2m(E—-Vy)
m(h2 0) és k2 = 2mE

Mivel p? = e

megadhatjuk 7-t, mint a, V) és F fiiggvényét, ugyanis:

2 2mV0 4m2V2
(p2_k2) = <_ h2 ): h40’

16m2E (E — Vy)

4k p* = 5 )
melynek felhaszndldsaval
T o_ 1
1+ (pjkzkz) sin? (2pa)
1

V¢ a '
1+msm (% 2m(E—VO)>

Az aldbbi dbra mutatja a transzmisszié fiiggését a részecske energidjanak fiiggvényében.
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mY

A transzmisszi6 tokéletes (T'= 1), ha

2
§\/2m(En — W) = nm,

ahol n tetszoleges val6s szam. Ebbol

1
2m

nrh\ 2
E,—Vo=E,+|W| = (2_(1)

azaz a transzmisszié tokéletes, ha a részecske energidjénak és a potencidlgodor mélységének
Osszege pont egybeesik az ugyanolyan szélességii, de végteleniil mély potencidlgodor valamely
energiaszintjével.

2.3. Potencidlgédton torténd szérodds
Vizsgaljuk a részecske mozgasat a kovetkezd potencidl esetében
V(g;):{ 0 haz<0vagyx>I

Vo>0 ha0<zx<l|

()

I

i

I | o |

Egy ilyen potencidl esetén a részecskének csak szort dllapotai lehetnek. Keressiik az idofiiggetlen
Schrodinger-egyenlet megoldésait az I, I1 és [1] tartomanyokon. Csak az E < Vj esettel
foglalkozunk részletesebben, az E > V; esetet az olvaséra bizzuk.
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E <V, (alaguteffektus)

I. és II]. tartomany:

Az idéfiiggetlen Schrodinger egyenlet alakja (V (z) = 0):

n? d*y (x)
_ - B
2m  da? ¥ (z)
Bevezetve a k; = 2;:le > ( jelolést kapjuk:
d*y ()
T2 + ki (x) = 0.

Ennek a differencidlegyenletnek a megolddsa adja a hullamfiigvényt az I és 111 tartomanyban:
?/1] (.flf) = Aleiklx —+ Alle_iklx
Upr () = Age™T 4 Agem e,

A részecske tehdt a potencidlgaton kiviil szabad részecskeként viselkedik. Ismét el6irjuk, hogy a
részecske hullamfiiggvnyének ne legyen a potencidlgatra jobbrol (x > [ feldl) érkezd dsszetevije,
azaz Ay = 0 legyen, vagyis: .

Vrpr () = Aze™".

II. tartomany:
Itt az idéfiiggetlen Schrodinger egyenlet alakja (V (z) = Vjp):

W A (a)
2m  dx?

Vb () = B4 ().

Mivel E < Vp, a p, = 2m(¥%_E) > 0 jelolést vezetjiik be, ekkor kapjuk:

d*) (z)

dz?

—p3 () = 0.
Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasa:

Y (1) = BoeP?® + Bhe P27,

Illesztés © = 0-ban:

A hulldmfiiggvénynek és derivaltjanak most is folytonosnak kell lennie a potenciél ugrdsanak
helyén:

¥ (0) = ¢ (0) = Ay + A} = Bo + B, (28)
dl' 0 dl' 0
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A (28) egyenletet szorozzuk be ik;-gyel, majd adjuk 6ssze a két egyenletet:
27:]{71/11 = B2 ('Lk‘l + ,02) + Bé ('Lk’l — p2) .

Ebbdl A;-et kifejezve:

A =B B . 30
LT 0k, + 5 2k, (30)
Illesztés ¢ = [-ben:
Ui (1) = ppp (1) = Bae' 4 Bye 2! = Age™! 31
II II7 2

d d 4

W) = G s (B — B ) = ik Ay (32)
l l

A (31) egyenletet szorozzuk be py-vel, majd adjuk 6ssze, illetve vonjuk ki a két egyenletet:

209 Boe??t = Aze™ (iky + py),
2p2B;6_p2l = Ag@ikll (p2 — 'Lk‘l)

Ebbol Bs-t, illetve Bj-t kifejezve:

Lok
B, — A3€zklz%ep217 (33)
2
. — ik
B, — AgelkllpzT)zlepQZ. (34)
2

Helyettesitsiik be ezeket az A;-re kapott (30) osszefiiggésbe:

. 2 . .
A = Ageitl (17%‘1'—1- D) el 4 Ageift! (ik1 — /)2) (ps — Zkl)epzl
4ikyps 4ikyps

; 1 : _ :
= A3€ kllm [(Zkl + ,02)2 e pal _ (Zkl — p2)2 €p2l]
- 1
= Asze™'—— [(—k] + 2ikip, + p3) €72 — (—ki — 2ikip, + p3) €]
4ikypy
- 1
= Ageitl_— [(—ki + p3) (6_”2l — epzl) + 2tk p, (e_”QZ + 6”21)}
4ik1py
; 1
= Aze™!'—— [(=k} + p3) (—2sinh (pyl)) + 2ik1py (2 cosh (pyl))]
4ikqp,
= Ase™! | cosh (pyl) — 2ZITPQ2 sinh (py!) (35)

Transzmissziés egyiitthato:

A bees6 hulldm most is 1; azon tagja, mely a potencidllépcso felé haladé hulldmot irja le,
azaz A1e®1® = ¢, (z). A hozzd tartozé valdszinfiségi dramsiirtiség itt is j; = 28 |A;]2. Az
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athaladt hulldém maga 1;;;, hiszen feltettiik, hogy nem érkezik hulldm jobbrél a potencidl-

gatra. A megfeleld valésziniiségi dramsiiriiség konnyen ellenérizhetd, hogy j; = h—n’? |A3\2. A
transzmissziés egyiitthato tehat ebben a probléméaban:

Ji | As
A

Ji

T —

Y

ez annak a valdszinliségét mondja meg, hogy a részecske atjut a potencidlgaton. Az (35)
egyenletbol kapjuk, hogy

2 1

etk [cosh (pol) — %ﬁf sinh (pyl)
1

4

T —
Ay

—k212)? )
cosh? (pyl) + % sinh? (p,!)
Akip3

4k3p3 cosh® (pol) + (—kf + p3)” sinh® (pyl)

Felhasznalva, hogy cosh? z — sinh? z = 1 kapjuk:
Akips
Ak3p3 (1 + sinh? (pyl)) + (—k3 + p3)* sinh? (p,l)
Akip3
4k3p3 + (k2 + p3)” sinh® (pl)

T —

Ha behelyettesitjiik ebbe a kifejezésbe ki és p, értékét:
4E (V; - E)

T = .
AE (Vy — E) + V2 sinh? ( 2m (Vo — E)%)

A részecske tehat nullatdl kiillonbozé valészinliséggel dthalad a potencidlgdton, ezt a jelen-
séget nevezziik alagiteffektusnak. Ez az effektus akkor jelentds, ha /2m (Vy — E)% ~ 1. Ha

ﬁ < | akkor az atjutds valdsziniisége, és ezzel az alagiteffektus is nagyon kicsinnyé
m(Vo—

vélik, ekkor ugyanis az aldbbi kozelité formula adja T-t:

T ~ 16E <V02_ E) ef%lw/2m(\/ofE)'
Vo

(Megjegyzés: Transzmisszios egyiitthaté az F > 1, esetben:

Leellendrizhet6, hogy a transzmisszids egyiitthaté az £ > Vj esetben:
AE(E—Vh)

T:
AE (E — Vy) + V2 sin® ( 9m (E — %)%)
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