Kvantummechanika 2. feladatok 2008. Il.feladatsor

1. feladat megoldésa:
Kvantumos Runge-Lentz vektor:

A= (LxP—PxL)—&—vm%:—[LQP}—i—me

1
2h R

DN =

Felhasznaljuk:
(1)Vektor operatorok esetén is igaz (A x B) C = A (B x C) mint arrdl kifrassal meggy6z6dhetiink (csak
itt a sorrend is fontos).

(A X B) C= (Asz - Asz) C.L + (AZBL - A.LBZ) Oy =+ (ALBy - AyBL) Cz
A(BxC)=A, (B,C. - B.C,) + A, (B.C, — B,C.) + A, (B,C, — B,C.)

(2) L komponensei forgatasként hatnak egy V vektoroperdtor komponensein: [L;, V;] = ihe;;, Vi
3) PL=(P,L,+P,L,+P.L,)= (L, P, +L,P,+ L,P,) =LP

¢sLP=RxP)P=R(P xP)=0
(4)

(LxP—-PxL), == ((L,P. — L.P,) — (P,L. — P.L,))

1
2
= - (L,P. — L.P, — ihP, — L.P, — ihP, + L,P.)

N =N =

— L,P. — L.P, —ihP, = (L x P)_ —ihP,

Ahol felhasznaltuk, hogy
P,L.,=[P,L.]+ L.P,=ihP, + L.P,
pP,L,=[P,L,)+L,P,=—ihP,+ L,P,

(LxP—PxL), == ((L,P.—L.P,)— (P,L. — P.L,))

N =
— N

3 (thP, + P.L, + ihP, — P,L, — P,L, + P.L,)
=ihP, + P.Ly, — P,L, =ihP, — (P x L),

Azaz

(LxP-PxL)=(LxP)—ihP =ihP — (P x L)

DN =

a) AL=LA =0

AL = (zih [Lz,P] +'ym%) L :2% ([LQ,PL} -P [L2,L]) + fym% RxP)=0
A szorzat kommutdtorara vonatkozé szabdlyok alapjan:

[12,P|L = [L2,PL] — P [L?,L]
Nyilvan [LQ, L] =0 és PL =0 miatt [LQ, PL] =0
Es % (RxP)= (% x R) P =0 mert % és R folcserélhetéek

b)
A% =2Hm (L? + h*) + v*m? ahol H = L 7l
2m R



2
A% = (;(LxP P><L)+’ym1;> =
1(L><P P x L) +ym= (L><P PxL)E—i— me(LXP P x L) +~v*m?
1 Ty R TR ”
R R
= (P P x L) (L x P —ihP) +-ym (L x P — ilP) 7 + ym7 (P ~ P x L) + *m’
L.TAG S TAC
. R R
2.TAG:’ym(LxP—th)EJr’ymE(thfoL):

R .-R R R
L <P><R) —thE +ih—P — <R X P) L}

m{ .
zym{L(PxR);—ih([P,;}] +;§P> +152P—;(R><P)L}
“ :

r 2 R 1

1 2 R R 1
_ 7 277 o S R - 2
’ym{ L 7 zh< th) thP+thP RL}

1 1
= —2ym (L2 + 52> = —2ymo (L? + n?)

Ahol folhasznaltuk az aldbbi kommutatort:

&)= [ ] o[+ [ 7]
——in (0,5 +0,5+0.7

TT"\R R R RR R

3 R? 2
= —ih (R R3> = fzhﬁ

és azt hogy az L minden komponense folcserélhetd L 7 rel
1.TAG = (L x P — ihP) (ikP — P x L)
=*P?+ihi(LxP)P +ihP (P x L) + (L x P) (P x L)
=h*P?+ihL(P x P) +ih (P x P)L+ (L x P) (P x L)
=h"P2+0+0— (LxP)(PxL)
Innentdl célunk, hogy beldssuk: — (L x P) (P x L) = P2L?
Tudjuk, hogy 0 = (PL)* = (P,L, + P,L, + P.L.)* = (P.L,)* + ¢cpm + P,LyP,L, + PoL,P.L. + cpm

(Megjegyzés: cpm=cikikus permutéltak)
Felhaszndlva, hogy P; és L; folcserélheto:

PIL2+PIL2+PL? = — (PwLmPyLy +P,L,P.,L, +|P,L,P,L, |+ P,L,P.L, + P,L,P,L, +|P,L,P,L, )



Igy
(L x P) (P x L) = (LyP. — L.P,) (P,L. — P.L,) + cpm

=—(P}L}+P,L; + P?L2) — LyP.P.L, — L.P,P,L. + cpm
az utolsé sorban szereplé L, P,P,L, és L,P,P,L, a kovetkez6 médon alakithato &t:

L,P.P.L, = (L,P.,] + P.L,) P.L, = ihP,P,L, + P,L,P.L,
= ihP,P.Ly + P. ([L,P.) + P.L,) L, = ihP, P.L, + ihP.P,L, + P L’

L.P,P,L, =(L.,P,)+ P,L,)P,L, =—ihP,P,L, + P,L.P,L,
= —ihP,P,L. + P, ([L.P))+ P,L.) L, = —ihP,P,L, — ihP,P, L. + P, L?

Az aldhuzottak és ciklikus permutaltjaik nem adnak jarulékot. Ez explicit kiirdssal bizonyithaté, vagy
észrevessziik, hogy

+ ¢pm = ihP, (P,L, — PyL.) + ihP, (P,L, — P,L.) + cpm
— 2P (P xL)=—2ihi(PxP)L=0

Tehédt
(LxP)(PxL)=—(PL2+P}L}+ P?L2) — P2L2 — P2L% + cpm
=—(P}+P}+P)(L2+L;+L2) =-P°L*

Es igy
1.TAG = h’P? — (L x P) (P x L) = P? (L* + 1?)

A’ =P* (L* +1?) - 2’ym% (L? + 1%) + +9°m* =
=2m <P2 - ’yé) (L? + 1®) +~v*m?
=2mH (L + 1®) +v*m?
c) [U;, U;] =?, ahol .
U :\/TWA
A d) kérdést megtanulményozva mér sejthetjiik, hogy [U;, U;] = ifie; ji Ly, kell, hogy legyen.

. X Y
[Az, Ay] = |thP, — (P x L), +’ymﬁ,zhpy - (PxL), —I—’ymﬁ



Ez a kovetkez6 9 tagot jelenti:

—h?*[P,P,] =0
ik [Pm (PxL),| =1.TIPUS
—ih|[(P xL),,P,) =1.TIPUS
Y] YX
ithym [Pg;, E = —hzymﬁ
X 1 ., YX
thym [R’Py_ =h ’ymﬁ
[(P xL),,(PxL),| =2T/PUS
Y] ,
—ym [(P xL),. 5| =3TIPUS
X ] ,
—ym | 5. (P x L), | =3.T1PUS
X Y]
2, 2
— |l =0
v [R’ R

1.TIPUS:
—ili [P, (P x L)y} = —ih[P,,P.L, — P,L.]

= —ih{P, [Py, L] + [Py, P.) Ly — P, [Py, L] — [Py, Py L.}
= —ih{0+ 0+ ihP, P, + 0} = kP, P,

—ili[(P x L), , P,,] = —ih[P,L, — P,L,, P,
= —ih {Py [LZ, Py] + [Pyv Py] L.—-P, [Lyv Py] - [Pz,Py] Ly}
= —ih{—ihP P, + 0+ 0+ 0} = —h’P,P,

Igy az 1.Tipusi tagok kiejtik egymast.
2. TIPUS: echhez kell, hogy
[AB,CD]|=A[B,C]D+ AC[B,D]+C[A,D|B+[A,C|DB

(PxL),,(PxL),|=[PL.~P.Ly,P.L, — P, L]

(PyL., P.Ly] = PyP. L., L] + [Py, P.] Ly L. + Py L., P.] Ly + P, [Py, L,] L.
= ihPyP.Ly +0+0 —ihP’L,
-|P,L.,P,L,)=~P,P,[L,,L,] — [Py, P,) L.L, — P, [L,,P;] L, — P, [P,,L.] L,
=0+0—ihP,L. —ihP.L
- [PZLy,Psz] =—-FP.P, [Ly7Lac] - [Pz;Pz] LoLy — P, [Ly,Pz] L,—-P, [PZaLw] L,
=4hP2L, + 0 — ihP,P,L, — ihP,P,L,
[P.L,,P,L.] = P,P,[Ly,L.] +[Ps,P,] L.L, + P, [L,,P,) L, + P, [P,,L.] L,
= ihP,P,L, +0—ihP2L, + 0



Teh4t

[(P x L), , (P x L)y} = —ihP?L, (csak az aldhiizottak maradnak meg)
3.TIPUS:
Y Y
—ym [(PXL) ’R} = —ym {PyLZ PzLy,R}
Y Y Y Y
= —ym {Py {LZ’R] + [Py,R] L,— P, [Ly’R} — {PZ’R} Ly}
LoX (1 Y? YZ
:—'ym{—lﬁPyR—Zﬁ<R R3>L +O+7,h( R?’)Ly}
. X 1 Y? YZ
—ym (P xL) mKPL —P.L
’y R ’y R’ zHT -z
X X X X
= - PZ 77[433 77Pz szpz *,Lz - *,Pz LZ
ol o]+ [ p] e [e - 5o 1}
X7 Y 1 X2
——’ym{O—ZhR L, +thR zh(R R3)L}
. X7 Y 1 X2
, . L X2 y? YZ XZ
— 4 X Y z
OSSZEGUth'ym{ Py —Pop +2§ — <R3+R3> LZ+R3Ly+R3LT}
, L. 1L X2 Y2 YZ Xz
MARADEK
L
= ihy2m—
ihry mR
L, X2 y? YZ X7
MARADEK = =2 — L.+ —Ly+—L,
R ia (R3 +R3) + 3 + 8
(X2+Y2+Z2 +YZL Xz,
R3 R3 T
Z? YZ Z
—=L.+ —=L, L ZL,+YL,+ XL,
R3 * i R3 R (ZL: YLy + XLa)
?RL—ER(RXP) Vo (RXR)P:O
Tehat végiil:

L,
[A,, A,] = —ilP?L, + ihy2m—

P2 /
= —ih2m < —

— | L, =ih(-2mH) L,
2m ’YR> ih(—2mH)



Azaz
1 1

Aia
vV-2mH vV—2mH
d) Mutassuk meg, hogy J; = 3 (L + U) és Jy = 4 (L — U) ket fiiggetlen, de azonos "hossztisagu"

impulzusnyomaték
(1) azonos "hossziisdgu": Az a) pont alapjan LU = UL = 0, igy

[Ui, U]} = Aj = iﬁeijkLk

Ji2=%(LiU)Zzi(L%LUiUIﬂLU?) :i(L2+U2)

(2) impulzusnyomaték: azaz komponensei tudjdk a megfeleld folcserélési reldcickat. Ehhez felhasznéljuk,

hogy
[Li, LJ] = ihéijkLk [Li7 Uj] = iheiijk [Uz, Uj] = ihéijkLk

[J1,2i, J1,25] = — [(Li £Us), (L £ Uj)]

([Li, L] £ [Us, L] & [Li, Uj] + [U;, Uj))

e N

= zihei‘jk (Lk + U, £ U + Lk)
1 1
= ih€ijk§ (L, £ U) = ifieijkiJl,zk

(3) fiiggetlenek: azaz egymassal foleserélhet6ek a komponenseik:

[J1i, J25] = i [(Li +Ui), (Lj — Uj)]
= 1 (L6 L]+ 03, L] = L4, U] ~ [0, U5)
= imezjk (Lk+Up — Uy — L) =0
¢)
3B=Ji= i (L*+U?) = % (L2 + _271nHA2)
1 <L2 | 2Hm (L7 +17) +’72m2) 1 (h2 B 'y2m>
4 —omH 4 2H

A sajétértékekre ez a kovetkezot jelenti:Mint tudjuk J? sajatértéke h2j; (j1 + 1) és hasonléan, J3 sajatértéke
h%js (j2 + 1) . Igy
7°m

1
hj(j+1)—4<h 5 )

ahol j; = jo = j(=0,%,1,2,--) Es ebbdl adédik, hogy

2
R2(452 445 +1) = -1
W4 +1) )
(25+1)?

Bevezetve a (25 + 1) = n (€ ZT) jelolést, és E-re dtrendezve:

vm 1
2h2 n?

E, =



Ami megegyezik a mas mdédon kapott értékkel.

f) Kordbbrol tudjuk, hogy H,.L? és L, folcserélhetéek, gy egy allapot a kovetkezd médon "cimkézhetd"
|n,l, m;). Es ilyenkor egy adott n-hez [ = 0,1,2,---,(n — 1) féle [ kvantumszam tartozik, és minden egyes
I még 21 + 1 szeresen degenerdlt (m; = —I,---,—1,0,1,---1) Igy az n-t6l fiiggd energia Zlnz_ol 20+ 1 =
14244+ (2n—1) = (2n— 1+ 1) 2 = n? szeresen degenerslt.

Ebben az esetben a felcserélhetd operatorok: H,.J? és J3.

H |n7jlaj2> =E, |naj1,j2>
I3 |n, 41, g2) = W21 (1 + 1) [n, i, gz)
I3 |, jv, j2) = h2ja (G2 + 1) [n, 1, j2)
n-et kétféleképp is megkaphatjuk, (251 + 1) = (242 + 1) = n, azaz minden egyes j; -ez és js -hoz tartozik
egy n és azt is tudjuk az impulzusmomentum &alltaldnos elméletébdl, hogy egy adott j, (25 + 1) szeresen

degeneralt. Mivel j; és jo fiiggetlenek ez 6sszesen (251 + 1) (2j2 + 1) szeres degeneraciét jelent, ami éppen
n2-tel egyenld.



