6. KENYSZEREKNEK ALAVETETT RENDSZEREK

6.1. Kényszerfeltételek

A koordinataknak és sebességeknek eldirt egyenleteket kell kielégitenie a mozgés folyaman.
(Ezeket a feltételeket, egyenleteket is anyagi kolcsonhatasok biztositjak, de ezek a kdlcsonhatasok
nagyon bonyolultak lehetnek, ezért egyszeriibb, ha a feltételeket mint egyenleteket vessziik
figyelembe.)

Példak:
1. Nyugvo lejto:

Z=1g(x)
y

kényszerfeltétel: ‘ x—tg(x)-y=0 ‘

v

z-re nincs kikotés A ..
vizszintes .

i

sebességekre: ‘ x—tg(x)-y=0 ‘

o

7:(17 —tg((X), 0)

[-7=0 1itt [=konstans, vagyis nem fiigg a m
koordinataktol és az id6tol

fx,y,z,t)=x—y-1g ()

of of of

=9 1.1 =290 —_ ] =9t = )
L ox ’ oy (o) L. 0z 0 ®
of
9L —o=p
ot 0

1d6tdl fiiggetlen geometriai kényszer (holonom szkleronom rendszer)

2. Matematikai inga:

y

kényszerfeltétel: | x*+ y*—1*=0

n sebességekre: | 2:x-x+2-y- =0

idofliggetlen geometriai kényszer

3. Tiszta gordiilés:

X—R-p=0
ha a mozgas lineéris, akkor geometriai kényszer
(l4sd: 6. példa)




4. Kettos csiga:

[=Rm+z—a+z—
(d=dllando)

z=d—z,

a

I"'=R""mt+z,—z4+z;—z

z,tzy,—2-z=d'

2-z,+z,+z;=c

geometriai kényszer
22,4 z,+2,=0
1,=(0,0.2)
1,=(0,0,1)
,=(0,0,1)
D=0

[
[

5. Mozgo lejté:
u = allandé

u-t v

(d '=dllands)

m

T - —

,_,
Il
(==}

w— - — —

!

=

!

X=X

1g (o)

!

<<

'=y—u-t

m ‘

x—tg(x) y+itg(x)ut=0 ‘

x—tg(x) y+ig(x)-u=0

geometriai kényszer, de 1d6fliggo

-

| =

(1,—tg(0(),0), D:tg<0()u

6. Fiiggoleges siku korong gordiilése vizszintes sikon:
a korong kézéppontja: (x, y,a)

forgasszog: @

a korong tengelyének és az x-tengelynek a

hajlasszoge: ©

v=a-® a gordiilés feltétele (nincs csiiszas)

x=v-sin(O)

y=—v-cos(O)
1l
kényszerfeltételek:

k—a-®-sin(O)
y+a-d-cos(@)=

kinematikai kényszer
Nem kiiszobolheto ki a feltételekbdl a sebesség, vagyis nem tudjuk csupan a koordinatakkal

felirni.
D=0

anholonom mechanikai rendszer, a tobbi példa holonom



7. Merev test:
olyan test, melyben barmely két pont tavolsdga a mozgas folyaman allando
adott n db tomegpont: m,, m,, ..., m, tomegek
7y, 75, ..., 7, helyvektorok
kossiik 0ssze dket sulytalan rudakkal
tegytik fel, hogy ‘7:'_ 7A=dy=dlland0' Vi, j=12,...,n
| (xl.—xf)2+y2+ z’

K

Egy merev test megaddsahoz altalaban elegend6 6 adat, ha a test lineéris, akkor elég 5 adat.
geometriai kényszer

feltétel, ennyi egyenlet van

8. Kettds inga:

geometriai kényszer
Hf.: irja fel a kényszerfeltételeket!

A kényszerfeltételeket irjuk fel kozos alakban!

mechanikai rendszer: m,, m,, ..., m,

koordinatdk: 7,, 7,, ..., 7,

sebességek: ?1, ?2, ?n

A koz0s feliras: 71-?1+72-?2+...+7,,-?,,+D=0, ahol D, Ti-k fiiggvényei a
koordinataknak, esetleg az id6nek: 7,(71, Tay ey P 1) €8 D(F), 7y, .o, Fpu )

Definicio: kényszerfeltétel: a Z 7i-Tzi+D= 0 | alaku, sebességekben linearis egyenlet.
i=1

6.2. A kényszerfeltételek osztalyozasa

—  geometriai vagy integralhatd, ha van olyan f (7, 7,, ..., 7, t), hogy '['i:g_f és
r;
of
D__
ot

~0f 5 0 d > 7 7
0 5,00 g\ s3, 7,70

[ a—-?.+%df:f(7l, R .. T t)=dllands

- kinematikai, ha nincs ilyen fiiggvény

Idéfliggés szempontjabol:
- id6fuggetlen vagy stacionarius kényszerek: [,=1,(7,, 7,, ..., 7,) és D=0
- 1do6fliggd vagy nem-stacionarius kényszerek



6.3. A mechanikai rendszerek osztalyozasa

tomegpontok: m,, m,, ..., m,

koordinatdk (3n db): 7, 75, ..., T,

sebességek: ?1, 7"’2, ?n

belsd és kiilsd erék: F 0 F by e F , un. alkalmazott, vagy szabaderdk

kényszerfeltételek (rdb): Y, 1% +D'=0 (x=1,...,r)
i=1

szabadsagi fok: f=3-n—r

Ha minden kényszer geometriai, akkor a mechanikai rendszer holonom rendszer, egyébként
anholonom.

Ha minden kényszer id6fliggetlen, akkor a mechanikai rendszer szkleronom rendszer,
egyebként reonom.

Legegyszerlibb rendszerek a szkleronom, holonom rendszerek.

6.4. Virtualis elmozdulas

A 67y, ..., 87, 3nkoordinatat virtulis elmozdulasnak nevezziik, ha kielégitik a

157 =0 (x=1,...,r) egyenletrendszert.

Ha d7, ..., d7, kielégiti a fenti egyenletrendszert, akkor d 7, ..., d7 -et a dt id6
alatt bekovetkezd valddi elmozdulasnak nevezziik.

Eszrevétel: két valodi elmozdulés kiilonbsége virtualis elmozdulas (ha dt kozos, vagyis az
iddtartamok megegyeznek)

> 0q 7 +D"dr=0
(=1)/ Y. 1a7,'+D"dt=0

D 1 d7—d 7, )=0

SF,

Ha a rendszer szkleronom, akkor a valddi és virtualis elmozdulasok azonosak.



Példziul;
1. Allo lejto:
1-87=0, ahol 72(1,—tg(o<) ,0)
] meréleges a lejtére
a lejt6 egyenlete: f(x,y,z)=x—1tg(x)-y=0 nivofelilet

of of of
0x 0y 0z

-

) merdleges a lejtére = 67 alejto sikjaba esik

2. Mozgo lejto:

u = allando

u-t

%

| ’ &7 olyan (nem valodi) elmozdulés, mintha a lejtd
m L m mozgasa befagyott volna. Azaz az elmozdulés végtelen

| s gyorsan (id8 nélkiil) kévetkezne be.

t ! t-Hdt

6.6. A dinamika altalanos egyenlete

m;, m,, ..., m,
P S
F,, F,, ..., F, szabaderdk

n

Altalaban m,.-i'f;l. £F ;

A PR

K;=m;r,—F; kényszerer6k definicioja.
Az i-edik tomegpont mozgasegyenlete: m 7 =F,+K, (i=1,..., n)
Elv:

> K. 87.=0 | alapelv
i=1

A tapasztalat szerint a kényszererék munkaja virtualis elmozdulas soran nulla.
Egy fiiggvény nivofeliilete legyen: f(x,y,z)=0, legyen sima feliilet.

-

67 merdleges a feliilethez tartozd [ -ra

722—; merdleges a feliiletre
1-67=0

Ha K-67=0 = K|/

0

~

K=

(8))
~4



Ez az elv csak strloddsmentesen érvényes, vagyis a kényszererdk koz¢é nem tartozhat a
surlodas, ezért a szabaderdk kozé soroljuk.

S=u-K
A kényszererdk virtudlis munkaja nulla:

n

Z ( F— m;)g 7 =0 | a dinamika altalanos egyenlete (DAE)

i

i=1

6.7. Lagrange-féle els6faji mozgéasegyenletek

A mozgas folyaman teljesiilnie kell a kényszerfeltételeknek.
A kényszerfeltételeket A-val szorozva €s Osszeadva, ezt az Osszeget a dinamika altalanos
egyenletéhez hozzaadva egy 3n tagu kifejezést kapunk, amely nullaval egyenld:

7

Z)\a-z_l'(."‘)-é}’:o (a=1,...,7r; r<3-n)

1 1
a=1 i=1

FA+ 2 A AY—m 7 ,|-67=0 3n tag

A 6x,, 6y, 6z, 6x, ..., 6z, 3nkomponens koziill csak 3-n—r fiiggetlen koordinata
lehet.

A 3n tagot csoportositsuk:

- 3-n—r filiggetlen komponensre

- r fiiggd komponensre

Valasszuk meg Aj,..., A, -eket gy, hogy a fiiggd tagok mind kiessenek.

n

z ﬁi+i Aa'_if‘u)_mi'?i

i=1 a=1
fiiggetlenek fiiggbek

n r
SFA D | FA AT —m, |- 67,=0
i=1 a=1

3-n—r tag r tag
legyen nulla

A fiiggetlen koordinaték egyiitthatéinak ekkor sziikséges nullanak lenni.

Ezzel mindig eléthetd: | m 7, =F,+> A1 | (i=1,...,r) 3negyenlet




n

f”‘ FA4ADY=0| (a=1,...,r) rdbegyenlet

i=1

A fenti 3-n+r db bekeretezett egyenletet Lagrange-féle els6faji mozgasegyenleteknek
nevezzik.

Példa: mozgas nyugvo lejtdn:
X
—=1g(«)
y

x—ig(a)- =0
l:(l,—tg(tx),O)

I =0m~g A Lagrange-féle els6fajii mozgasegyenletek
=

NLS

Komponensekben:
m-x=m-g+A-1=m-g+A
m-y=m-0—tg(x)-A=—2A-tg (x)
m-z2=m-0+A-0=0

—1g (o) 3=0

Differencialjuk a kényszert még egyszer:
i-1g(a)-y=0 = i=j-1g(x)

m-x=m-y-1g(a) = my= mX =—Atg(x) = mi=—At1g (a)=m-g+A =
ig(x)
— m-g _ 2
A=———2—=—m-g-cos” (x)
1+2g° (o)

m-j'c:m-g—m-g-cosz(a):m-g-(l—cosz(a)):m-g-sinz(tx)

& _g.sinz((x)_ .sin (&) cos(x
V@ glay g sinle)cosla)

x=g-sin(x)-sin(«x)
y=g-sin(a)-cos(x)

z=0

Kx:A-IZA:—m-g-cosz((x)

K ,=A—tg(o)]=m-g-sin(e)-cos ()
K.=A-0=0

Megjegyzés: jobb koordinatazas, ha az x-tengely a lejtdvel parhuzamos, az y-tengely pedig a
lejtére merdleges.



6.8. Lagrange-fé¢le masodfaji mozgasegyenletek

A rendszer legyen holonom!
Minden kényszer geometriai: £ (7,, 7, .
Példa: matematikai inga

7, 1)=0  (x=1,...,7).

N
x*+ y*=1’=0 y”©
o)
2-xx+2-y-y=0
£ 7=0
I=(x,7.0)
x=1[-cos(¢) < m-g
y=1-sin(p) V
U
x*(p)+ 1 (p)—1’=0,aq tetszbleges értékére teljesiil,
mert: lz-cos2(<p)+lz~sin2((p)—12=l2~(cosz(<p)+sin2((p))—lz=0
1
6.8.1. Altalanos koordinatak, altalanos sebességek
Tegylik fel, hogy vanak olyan ¢,,q,,.-., q ; koordinatak (n. altalanos koordinatak), hogy
ezekkel kifejezve az 7, 7,, ..., 7, derékszdgl koordinatékat a kényszerfeltételek

azonossagga valnak.

o1 | o7, OF, o f
0=5 fV=%L . 5q +...A—85qg +.. |+l )+...
S =57 | 5g, % aq. O arz( |

no_ S/ 67
0=> 7\ ~-§q,

i=1 \/Z::Iaqv

egy virtualis elmozdulas

L Lo, .
5ri:28q 0q,, itt 6q,-k fiiggetlenek!

v=1 v
4. L 07, . 07, oF. OF,
=—7(q9,,qy,....q,, )=, —qg,+— = | —L=—=
rl dt rl(ql QZ q/ ) ‘; aqv qv at aqv aqv




A sebességek altalanos sebességek szerinti differencialhdnyadosa egyenl6 a koordinatak
altalanos koordinatak szerinti differencialhanyadosaval.

(A g-k az altalanos koordinatak, ha a fiiggvények elegendden simak (tobbszor folytonosan
differencidlhatéak), ¢-ok az altaldnos sebességek.)

d OF, OF,

Egyszertien belathat6 a kdvetkezd egyenldség is: 7 ﬁ_qv_ a_qv

6.8.2. A mozgasegyenlet szarmaztatisa

A fenti Osszefliggések segitségével a dinamika altalanos egyenletébdl megkaphatjuk az altalanos
koordinatak iddfiiggését meghatarozo differencidlegyenleteket, az in. Lagrange-féle masodfaju
mozgasegyenleteket:

n

/ )
DAE: D F, 87 =) m 7 67
v=1 i=1

i

bal oldal:

5q,=2,0,5q,

v=1

- 07,
1 iaqv

S
2
v=1\1i

i=

0,

altalanos erd

jobb oldal (a fent bekeretezett 0sszefiiggések felhasznélasaval):

Loonder . L& o . Glas L o7 & . OF, B
;mm-;a—%-éqv—;i;mm-a—qvﬁqv—; E;mi-ri-a—qv—;mi-ri-a—% 5q,=
_yld o1 s 01l N (dOT 0T s _y

—szl dtaquzm’ Tog, &2 5‘“_; dt 0q, 0q, 5%_;QV(5"V

Mivel az éltalanos koordinaték fiiggetlenek, ezért minden koordinatara kiilon fenn kell allnia az
alabbi egyenletnek

a0, oq. o, v=1,..., f fdb masodrendii differencidlegyenlet

Ezek az un. Lagrange-féle masodfaji mozgasegyenletek.
A T mozgasi energia ¢és a Q altalanos erd kifejezhetd az altalanos koordinatak és az altalanos
sebességek segitségével.

Megjegyzés:

Ha nincsenek kényszerek, akkor az altalanos koordinatak megegyeznek az eredeti
koordinatakkal, illetve megfeleld koordinata transzformacidkkal 01j koordinatakat
vezethetiink be.

, “we . OF,
Altalanos er6: O, = Z F

= (v=1,...,f)
i=1 agv f



1 or; or, or, or;
T=) — — — i
Kinetikai energia: ; m; ; > ; 9q. g+ a7 ; 54, q, 3
S/ > f
1 or, 0T, 1 8ri or 1 or, ar
— — + . —.
V:”;z Z "™ 5q, dq, I Z} "or ot 2,(2‘2 "i5q, ot
a,(q.1) clg. 1) b.(q. )
S 1 S
T= z 3@ dy qu+z b, g, +c (a,,=a,, szimmetrikus)
v, u=1 v=1

Ha a kényszerek id6fiiggetlenek (vagyis a rendszer szkleronom), akkor 5,=0; ¢=0, ekkor a
kinetikai energia az altalanos sebességekben homogén masodfoku (kvadratikus), és érvényes, hogy

Z

ﬁqu

Kiegészités:
Homogén fiiggvényekre vonatkozd Euler-tétel:
legyen f(x,,...,x,) nvaltozds fiiggvény homogén k-ad foku:
F(Ax,, ..., Ax,)=A% f(x,,...,x,), cbben az esetben érvényes:

of v =
Zax k-f

i=1 i

Bizonyitas:

F(Ax,, ...,ax,)=A" f(x,,...,x,) mindkét oldalat differencialjuk A -szerint, majd
vegylink A=1-et:

df _|of
dA axl Ax”)

=k-A" 1f( 1,...,xn)

L]ar

X

A=1-re: adodik a tétel.
6.8.3. Példak

1. Matematikai inga:
x=1[-cos(¢p)
y=l-sin (@)

=

x=1{~sin (¢))-
y=1"{cos ()¢

>
r= m

F=mg
(m-g. 0, 0)
x>+ y*=[* (barmely ¢-re automatikusan teljesiil)

r=Lon{ s g =Lom 7| =sin (@) +/cos )]

1

10



dcos () _

oUu

e
=F.2L
0, Py

hol U=—m-g-l-cos(p)

N

=m-g-(—Isin(p), [-cos(p), 0)=—m-g-I-sin(p)=m-g-1 0w

Lagrange-fliggvény: LZT—U=%~m'lz-('p2+m-g-l-cos((p)

or _ & iB_T:m ¢
op " dt 0q

or_,

op

2. Linearis harmonikus oszcillator:
m-x=—D-x

x altalanos koordinata; x 4altalanos sebesség

T:l.m.xz- a_T ia_T:mx a_T:(). i@_T_@_T:Q
2 " O0x’ dt 0x " Ox " dt 0x Ox *
0, =—DxQ:—D-x
Ox
m-x=—D-x

6.8.4. A Lagrange-fiiggvény természetes alakja

op

Tétel: Tegyiik fel, hogy F -knek van potencialja (a szabaderdk konzervativak), akkor az

altalanos er6knek is van potencialja.

oV .
Bizonyitas: £, :_6—"’ ahol V (7, ..., 7,)
n n ; aU
Ekkor 0, F, =———, ahol
Z aqv 21( ) ,  0gq,
N . def.
U=V(F (g, qs) o Tulq o g ) =Ulg,, ..., q))

Ekkor a Lagrange-féle masodfaji mozgasegyenletek egyszertibb alakban irhatok fel.

dor or_ 0Ulg, ... q,)
dt0q, 9q, dq,

és mivel 6—U—O ezert
0q,

11
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dor-u) o(r-u)_ _
& 0q, oq. =0 (v=1,..., f)

Ha bevezetjiik a Lagrange-fliggvényt:

def.

L(gy, o dp G 4 t)=T(q, ¢, 1)=Ulq,, ..., q;)
. , ., , d OL OL _
Lagrange-féle masodfaji mozgasegyenletek: Eﬁ_ﬁ_o (v=1,..., f)

Ha egy Lagrange-fliggvényhez egy konstanst hozzaadunk, vagy ha egy nem nulla konstanssal
megszorozzuk, a mozgéasok nem valtoznak.
Definicio: a ©, altalanos er6t potencialos erének nevezziik, ha van olyan

U(qy, o450 41> -5 4, 1) 2-f+1 valtozos fiiggvény, hogy O, el8all mint
doU U
dr 8q. oq,
042U _oU o y
"4 8q, oq, (U altalanos potencial)

Példaul a méagneses Lorentz-erdnek is van éaltalanos, sebességtdl is fliggd potencialja.
Ha az éltalanos erdk potencialos erdk, akkor a mozgasegyenletek alakja:

QVZEa—C.]V—— = |\ @aq, oq, (v=1, ..., f)

6.8.5. Példak Lagrange-fiiggvényekre

1. Linearis harmonikus oszcillator:

L:T—UZ%-m-xz—%-D-xz

2. Matematikai inga:

L:T—U:%-m-lz-<p2+m-g-l-cos((p)

3. n-testprobléma: szigoriian centralis kdlcsonhatés

U,(7,, ..., 7,) belsé potencialis energia
n
_al—]»b:z Fji
or, o
J#
n 1
. 52 - -
L= SmT -U,(F, ..., 7))
i=1

12



4. Csatolt rezgések:

T:%-ml-x?-l-%-mz-xg
U:%Dl-x12+%-D2~x§+%-k~(xl—x2)2
L=T-U

5. Henger gordiilése lejton: a test homogén
¢ az elfordulés szoge
altalanos koordinata: x
altalanos sebesség: x
gordiilés: ¥x=R-

U=m-g-h=—m-g- x-sin(«x)

% m-R*, henger
o=, 2 2 _
g'm-R , gomb | > Y="5

m-R’, karika

L=T-U

oL_oT_, .
ox ox mE+y)
doL_ .
7 ax—mx(l+y)

AL__0U_ (e
o0x 0x g

m-x-(1+y)=m-g-sin (x)

j_C:g~sm(o<)
1+y

13



6.8.6. Az elektromagneses Lorentz-erd altalanos potencialja

A g toltésl, m tomegii részecske egy E (7, t), B(F,t) valtozé elektromagneses mezében
mozog. A ra hato er6 a Lorentz-erd, a mozgasegyenlet: m-7=¢g-E+q-VXB
Maxwell:

-

divB=0 = B=rotA

- -

E+% =0 = EZ—gradc;b—

rotE——@——amt;l
ot ot

= rot

ar

4 mez6 segitségével felirhatoé a 6 komponensti elektromagneses mezd:
¢ askalarpotencidl, 4 a vektorpotencial. (Ezek nem egyértelmiiek.)

Megmutatjuk, hogy a Lagrange-fiiggvény

- o | o -
L(7,7V,t)= E-m-v2 +q-v-A(F,t)—q-dp(F, 1)
— relativisztikus
relativisztikusan :
7L’2~m'\‘\‘ l*vfi
) iy oL -,
Bizonyitas: ﬁzm-v—i-q-A

x-komponensre:

oL oL 04 04 0A, 0¢

= +ag-A 2= . T4y iy . z__

ox AT Ay G TN\ ey TV ey T ax T B
daL . an . an . an . aAX aL
dgrox TN ex oy Y8z T ar | ox

- [_o9 o4, 04, o4,| |04 o4,

TN Ty e |\ e 8y | T ax a2
E. (ro[;i) *(Vot;i)‘.

X

m-3x=q-E _+q-(vXrot A)

B

A felirt Lagrange-fliggvény valdban ezt a mechanikai rendszert irja le.

14



6.9. Feladatok

6.9.1. M tomegli R sugar hengerre tekert nyujthatatlan kotél egyik végét @
« hajlasszogl lejtén rogzitjiik masik végére az abra szerint m tomegl
testet akasztunk. Mekkora o szdg esetén lesz a rendszer egyensulyban? o)

/o

6.9.2. Siugré indul az y=g-x*> sisanc 7 magassagl pontjabol. Hatarozzuk meg a réa hato
kényszererdt a palya tetszdleges pontjaban!

6.9.3. {rja fel az alabbi rendszerek Lagrange-fliggvényét és a Lagrange-féle masodfaju
mozgasegyenleteket

a) szabad tomegpont (hasznaljunk polarkoordinatakat)

b) nehézségi erdtérben mozgd tdmegpont

¢) linearis harmonikus oszcillator

d) térbeli harmonikus oszcillator (izotrop €s anizotrop esetben is)

e) homogén erdtérben mozgd anyagi pont

f) szigortian centralis er6térben mozgd anyagi pont (hasznaljunk polarkoordinatakat)
g) egymas gravitacios erdterében mozgo két tomegpont (vezessiink be sulyponti €s relativ
koordinatakat)

h)az m-%+k-x=F (¢t) mozgasegyenletii kényszerrezgést végzd anyagi pont

1) sikinga, gombi inga

6.9.4. Mutassuk meg, hogy a csillapitott linedris harmonikus oszcillator Lagrange-fliggvénye
ﬁ'l‘ 2

felirhato L:l-e’” : x2+£-x-)’c+ B 2

2 m 2-m- m

2
X

alakban, allapitsamegaz m, a B ésa k

paraméterek jelentését!

6.9.5. Mutassa meg, hogy az m tomegpont Lagrange-fliggvénye egy @ szogsebességgel forgd

. 1 [ = — —_ 2 -
vonatkoztatasi rendszerben L= 5 M [P+OXF —U(7)!

6.9.6. Egy m, tomegli matematikai inga vizszintes tengely mentén
elmozdulé m, tomegii csuszkahoz van rogzitve. frjuk fel a Lagrange-
fliggvényt és a mozgasegyenleteket!

6.9.7. Az [ hosszsagu sulytalan rad vizszintes tengelyli csukloval
kapcsolodik az 2 szogsebességgel forgo fiiggdleges tengelyhez, masik
végére m tomegll testet erdsitettek.

a) Irja fel a Lagrange-fiiggvényt és a mozgasegyenleteket!

b) Hatarozza meg az ,,egyensulyi” 9 szogetaz (2 fliggvényében!
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