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ELOSZO

Ez a jegyzet a kvantumfizika egyetemi szintd tanulmanyozasahoz késziilt, elsGsorban annak elméleti
vonatkozasaira fektetve a hangsilyt. Az L. rész egy BSc szintd kvantumfizikai el6adas megértését
segiti elg, mig a II. rész egy haladéobb kvantummechanika kurzus kévetését teszi lehetévé. Mind-
azondltal a kvantummechanika mélyebb atom- vagy molekulafizikai alkalmazésaihoz olyan tovabbi
ismeretek is sziikségesek, amelyek ebben a jegyzetben nem talalhatok meg. A cél itt csupén a
kvantummechanika alapjainak elsajatitasa lehet.

A jegyzetben a tananyaghoz mintegy 110 feladat csatlakozik, amelyek 6néllo megoldasa jelen-
t@sen elGsegitheti az anyag elsajatitasat. Az elektronikus forma lehetévé tette, hogy olyan de-
monstraciés és interaktiv animéciokat is csatoljunk az anyaghoz, amelyek nagyban megkonnyitik
a kvantummechanika igencsak absztrakt fogalmainak és térvényszertiségeinek megértését. Ezek —
mint a fizikdban altaldban — mennyiségi, azaz kvantitativ Osszefiiggések, amelyek lényege és igazi
tartalma a megfelel§ mélységben birtokolt matematikai ismeretek révén ragadhatok meg. Ezt a
nehéz feladatot igyekszenek reményeink szerint elé§mozditani az itt elérhetd multimédids anyagok.
Hasonl6 — multimédias eszkozoket tartalmazé — tankényvekre van néhany példa angol nyelven, de a
magyar nyelvi egyetemi anyagok kozott ezt a jegyzetet ebbdl a szempontbdl Gttérének gondoljuk.

Az animéciok a szévegb6l tablazattal kimelve, a tablazatban szerepld hiperlinkekre kattintva
érhetSk el, melyek legtobbszér valamilyen dinamikai folyamatot szemléltetnek. Vannak koztiik
egyszeriibb — csupan demonstraciot szolgalé programok, és vannak olyanok, amelyek interaktivak.
Ez utobbiakban a paraméterek véltoztatasaval a folhasznalé kiilénbo6zd fizikai szituacidkat leird
modellekkel talalkozik.

Az egyes programok illetve animéciok inditasahoz a szamitégépen a kivetkezd programok meg-
léte vagy installalasa sziikséges:

SZUKSEGES PROGRAMOK
‘ Az interaktiv tartalmak egy részének megjelenitéséhez sziikséges a java kérnyezet

(JRE) letoltése és telepitése. A bal oldali linkre kattintva letolthetjiik az operéacios-
rendszeriinknek megfelel§ java kérnyezetet.

Az interaktiv tartalmak masik részének megjelenitéséhez a Mathematica Note-
book Player 7 vagy a Wolfram CDF Player program megléte sziikséges. Ez
utoébbi a bal oldali linkre kattintva letolthets.

A videok jelent@s része flv formatumu Flash vided. Ezeket a ,szokasos médiale-
' jatszok” altaldban csak a megfelels Adobe-Flash plugin megléte esetén képesek

lejatszani. Ezt a bal oldali linkre kattintva az Adobe honlapjarél télthetjiik le. Az
swf formatuma flash animaciok megtekintéséhez pedig mindenképpen sziikséges ez a
plugin.

A flash videodk lejatszasara a masik lehetdség, hogy letoltjiik az ingyenesen elérhets
VLC Media Player-t. Ez a program rendkiviil sokféle vide6- és hang formatumot
kezel, tobbek kozott az flv formatuma videdkat is lejatsza.

Az L. illetve a II. rész végén egy-egy TESZT is talalhato, amelyre rakattintva feleletvalasztos
kérdésekre adott valaszokkal ellendrizheti tudasat a hallgato. A kérdéssorozatot a szamitogép vélet-
lenszerten allitja elé ugy, hogy tesztenként tobb mint 108 szamt kérdéssor lehetséges, elegendéen
széles korben fedve le a legfontosabb ismereteket.

A kvantummechanika nem kénnytd tantargy, de a modern fizika legalapvetébb térvényszertisé-
geinek miikodését érthetjiik meg altala. Ennek a kihivasnak a teljesitéséhez, mint altalaban minden
komolyabb 1j ismeret elsajatitdsdhoz kemény és 6néllé munkara van sziikség. Ehhez kivan hasznos
segitséget nyujtani a jegyzet.


http://www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/index.html
http://www.wolfram.com/cdf-player/
http://get.adobe.com/flashplayer/?promoid=DAFYL
http://www.videolan.org/vlc/
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1. Az iiregsugarzas torvényei

1.1. A Wien-féle eltolédasi torvény és a Stefan-Boltzmann torvény

Egy zart, beliil iires fémdoboz kis nyiladsa az ngynevezett abszoliat fekete test. A nyilas elektro-
magneses sugarzast bocsat ki, amely kiilénbéz6 hulldmhosszisagi komponenseket tartalmaz. Ha
a fémdobozt hevitjiik, akkor elegend6 magas hémeérsékleten ezt a sugarzast lathatd fényként is

észlelhetjiik. A kibocsatott sugarzas (fény) energidjanak a hullamhossz vagy (frekvencia) szerinti
folytonos eloszlasat az lireg, azaz a fekete test spektrumanak nevezzik.

FEKETE TEST HOMERSEKLETI SUGARZASA
@ A

Ezen a java animéciéon a fekete test altal kibocsatott sugarzés
spektrumanak hémérsékletfiiggését tanulmanyozhatjuk.

Sugarzas

"Ultraibolya katasztrofa"

Rayleigh-]eans

1000

f 2CIIIJO f . SCIII}U .

A sugarzas hullamhessza nm-ben

1. dbra. A fekete test altal kisugérzott intenzitas hullamhossz szerinti eloszlasa

Az iireg altal T hémérsékleten kibocsatott sugarzas spektruméaban, (amelynek alakjat a fonti

hatarozza meg:

abra mutatja) a A hullamhossztol valo fiiggés maximuménak helyét a Wien-féle eltolodasi torvény

Amax] =b=2,9%x1073m - K =2,9 x 10°wm - K. (1.1)
A teljes kisugérzott teljesitményt a Stefan-Boltzmann-féle térvény adja meg

P = ocAT*, (1.2)

ahol 0 = 5,67 x 107 8W/m2K* egy 4llando, A pedig a sugarzo feliilete.


http://webphysics.davidson.edu/Applets/BlackBody/BlackBody.html

2. &4bra. Forré fém egy kovacsmithelybdl. A narancsos izzés a hémeérésékleti sugarzas lathato hul-
ldmhossz tartoméanyba es része.

Ez a torvény jo kozelitéssel érvényes szédmos olyan test (tehat nem csak egy tireg) esetében is,
amikor az a h&mérséklete miatt sugaroz. A hémérsékleti sugarzas akkor 1ép f6l, amikor a test
energidja nagyszamiu bels§ szabadsagi foka kozott oszlik meg, és ez az energia elektroméagneses
hullamok formajaban elhagyja a testet. Ilyen hémérsékleti sugarzo pl. egy wolframizzd, a Nap,
vagy a csillagok.

.
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3. abra. A grafikonon a fekete test altal kisugarzott intenzitas hullamhossz szerinti eloszlésa lathato
kiilénb6z6 hémérsékleten. A gérbék maximumhelye a Wien-féle eltolodési torvényt kovetve valtozik.

1.1 Feladat: Mennyi energidt sugdroz ki mdsodpercenként eqy tizforintos érme szobahdmérsékleten
(20°C-on)? A méreteit mérjik meg!
1.2 Feladat: Mekkora térfogati levegdnek van ennyi belsé energidja?

1.2. A hullAmhossz szerinti eloszlas magyarazata

Az lireghen elektromagneses allohullamok alakulnak ki. Egy ilyen, adott hullamhossza allohullamot
hullammaédusnak vagy csak egyszeriien médusnak neveziink. A modus jellemzésére a A hullamhossz



LVDWIG

BOLTZMANN
185 - 1996
Jozef Stefan 1879 Ludwig Boltzmann, 1884
megmerte kiszamitotta
4. abra.

helyett gyakran a v frekvenciat hasznéljuk:
c
v=1(=1) (13)

Megjegyezziik, hogy ha nem vikuumban, hanem valamilyen kézegben tekintiink egy ilyen hullamot
a v ugyanaz, A viszont valtozik. Ha a kdzegben a fény fazissebessége ¢y, akkor a hullaimhossz:

A=k (1.4)

w=2mr=— =k (1.5)

Itt a k = 27” mennyiséget a médus hullamszamanak nevezziik.

A frekvencia vagy a korfrekvencia megadasa azonban nem jellemzi a médust egyértelmtien,
sok ugyanolyan frekvenciaji modus lehetséges attol fliggden, hogy milyen irdnyban alakul ki az
allohullam.

Vizsgéljuk meg, hogy hogyan fiigg az iiregben 1év§ elektromagneses energia térfogati striisége
a v frekvenciatol. Az elsé lépésben Lord Rayleigh elgondolasat kovetjiik, aki a 19. sz. legvégén
foltette, hogy egy-egy mddus, azaz egy elektromégneses dlléhulldm, tulajdonképpen egy harmonikus
rezgést végzd objektum, azaz egy harmonikus oszcillator. Valéban, egy allohullamot kivalasztva,
abban az elektromos és a mégneses mez6 az adott frekvencidval harmonikus rezgémozgést végez.
A rezgéshez tartozd energia két részbdl, az elektromos és a méagneses mezd energiajabol all Gssze,
hasonléan ahhoz, ahogyan egy mechanikai oszcillator (egy rugon rezgd test) energidja is két részbol
all, a mozgasi és a rugalmas energiabdl. Az {iregben 1év§ teljes energia az egyes modusok energi-
ajanak Gsszege. Ahhoz, hogy ezt kiszamitsuk két dologra van sziikség. Meg kell adni, hogy egy
oszcillatornak, azaz egy moédusnak mennyi az energidja és hogy hany moédus van az iiregben. Ez
utobbiak szama fligg az tireg térfogatatol. Az egységnyi térfogatban és dv frekvenciaintervallumon
a modusok szama (amelyet itt szamitas nélkiil kozliink):

812
g(v) =

3 dv. (1.6)



A V térfogatt tiregben a modusok szama g(v)V, a szamités részletei a statisztikus fizikai, illetve a
kvantumoptikai kdnyvekben taldlhatok meg.

Az egyes modusok energidja altalaban kiillénb6z6 és ezért az energia értékének eloszlasat, vagy
annak csak az atlagat tudjuk megmondani. A modusok érintkezésben vannak az iireg falaval, azon
keresztiil egymasnak energiat adhatnak &t, és igy hémeérsékleti egyensilyba keriilnek. Az atlagos
energiat az elemi statisztikus fizikdbo6l ismert modon adta meg Rayleigh. Eszerint hémérsékleti
egyensulyban, adott T" hémeérsékleten egyetlen oszcillitormédusra, amely két szabadsagi fokkal, —
jelen esetben egy elektromos és egy méagneses szabadsagi fokkal — és az ezekben tarolt energiaval bir

g =kpgT (1.7)
energia jut atlagosan (ekvipartici6 torvénye), ahol kp a Boltzmann allando:
kp=1,38 x 1072 J/K. (1.8)
A fontiekbol a mez6 energiastriisége (energia/térfogat) a dv frekvenciaintervallumon:

8712

ugp(v)dv = kT dv. (1.9)

c3

Ennek az Osszefiiggésnek a neve Rayleigh-Jeans-torvény, amely azonban a kisérletek szerint csak
viszonylag alacsony frekvencidkon bizonyult helyesnek. Léathat6, hogy a fiiggés adott T-nél a v
monoton (négyzetesen) novekvs fiiggvénye, mig a kisérletek szerint ez a fiiggvény egy ponton maxi-
mumot ér el (ennek helyét szabja meg a Wien-féle eltolodési torvény), majd megfordul és kozelitsleg
exponencialisan csdkkenni kezd. Ezt az ellentmondast "ultraibolya katasztrofanak" szokés nevezni,
mert a v2-el ardnyosan névekve energiastiriiség elvileg is lehetetlen. A teljes energiastrtség ugyanis

o
az Osszes frekvenciara vett energiastriség integralja: [ up(v)dy, ami a v2- es fiiggés miatt végtelen

nagynak adodik. A Rayleigh-féle gondolatmenet teh&% valahol téves.

Planck rajott (1900), hogy ha folteszi, hogy az egyes allohullamok (oszcillatorok) az energiat
csak diszkrét adagokban, un. kvantumokban adhatjik at egymésnak, s ezen adagok nagysiga egy
v frekvenciaju rezgés esetén

e = hu, (1.10)

ahol h egy éllandé (Planck-allandé), akkor a probléma kikiiszobolhets. Ez esetben ugyanis az
ekvipartici6 € = kT torvénye mar nem lesz érvényes, aminek az az oka, hogy ha a hv energiaadag
joval nagyobb mint az atlagosnak gondolt kpT', akkor azt az adagot az oszcillator egyaltalan nem
tudja folvenni. Levezethets, hogy a fonti kvantumos f6ltételezés esetén egy oszcillatorra atlagosan

1

energia jut.
Ebbél az liregsugarzas energiastirtisége:
812 h
up(v)dv = g(v)edv = i Y dv. (1.12)

3 ehw/ksT _q

Az iireghdl a kis lyukon kilépd sugérzas teljesitménye hullamhossz- illetve frekvenciafiiggését is
ez a formula szabja meg, mert az Gireghdl kisugarzott intenzitas az liregben 1év§ energiaval aranyos.
A feliiletegységen idGegység alatt atsugarzott energia, masnéven teljesitménysiiriség

2712 hv

I, T) = —up(v) = = T 1

(1.13)

1

ahol a ¢/4 egytitthato geometriai meggondolasokbol kovetkezik. Ez a Planck-féle sugarzasi torvény.



Max Planck 1858-1947

1878 1901 1925

1918 évi Nobel dij 1919

5. 4bra.

Lummer, Pringsheim és Rubens az iiregsugarzas spektrumanak kisérleti gorbéivel 6sszehason-
litva azt talaltak, hogy a fliggvény menete tokéletesen egyezett a fonti képlettel. A mérési eredmé-
nyekkel 6sszevetve Planck meg tudta hatarozni a h allandé nagysagat, melynek mai értéke:

h=6,626 x 1073* Js.

A fonti képletek részletesebb levezetésére 1d. pl. Hevesi, Szatméari: Bevezetés az Atomfizikaba,
vagy http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/mod6.html

1.3 Feladat: Az elméleti fizikaban a rezgések és hullamok leirdsdndl a frekvencia helyett gyakran a

kérfrekvencidt haszndljuk, melynek definicidjo w = 2wy = % = ke. Irjuk fol az energiasiriséget v
helyett w-val, azaz adjuk meg u(w)dw-t (majdnem trividlis) és haszndljuk itt a szokdsos

_h

27

jelolést. h értéke:
h=1,06x 1073* Js.

1.4 Feladat: Irjuk fol az energiasiriséget v helyett A\-val, azaz adjuk meg uw(\)d\-t. Ez eqy kissé
kevésbé trividlis.

1.5 Feladat: Mutassuk meg, hogy kis frekvencidkon a Planck-torvénybdl viszszakapjuk a Rayleigh-
Jeans-torvényt. Mit jelent kvantitative (mennyiségileg) a "kis" frekvencia?

1.6 Feladat: Milyen térvény szerint vdltozik kézelitdleg "nagy” frekvencidkon az energiasiriség? Ez
utdbbit nevezziik Wien-féle sugdrzdsi torvénynek, amelyet Wien még Planck eldtt taldlt termodina-
mikai meggondoldsokbdl.

1.7 Feladat: Vezessiik le a Wien-féle eltoloddsi torvényt, az 1.4 Feladatban kapott eredménybdl, azaz


http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/mod6.html

szamitsuk ki az w(\) figguény mazimumdnak helyét, és szamitsuk ki a b dllanddt.

1.8 Feladat: Vezessiik le a Stefan-Boltzmann-torvényt, a Planck-torvény I(v)-re vonatkozo alakjd-
o0

nak frekvencia szerinti integrdldsdval. [tt haszndljuk az ff3(65 — 1) ld¢ = 7{—; integrdlformuldt.
0

Hatdrozzuk meg ennek alapjdin a Stefan-Boltzmann dllanddt.

2. A fotonhipotézis, a fény részecske természete

2.1. A fotoeffektus vagy fényelektromos hatas

i
Sl

P00 3 © o
©5 @ 0 o

6. abra. A fényelektromos hatéas sematikus abréaja

Fém feliiletét fénnyel megvilagitva, a fémbdl negativ toltési részecskék, elektronok lépnek ki, ezeket
fotoelektronoknak nevezziik. A jelenséget Hallwachs és Stoletov fedezte f6l, majd Herz, Lenard és
Millikan tanulményozta igen alapos kisérletekkel. Ennek nyomén megéllapitotték, hogy

[,

e A kilép6 fotoelektron energidja csak a fény frekvenciajatol fiigg, az intenzitésatol nem
e A kiléps fotoelektronok szdma ardnyos a fény intenzitasaval
e Nincs mérhetd iddkésés a feliilet besugirzasa és az elektron kilépése kizott

Heinrich Hertz Wilhelm Hallwachs Philipp Lenard Robert A. Millikan

1857-1894 1859 -1922 1862-1947 1868-1953

-

7. 4bra.

A fonti megfigyeléseket Einstein azzal magyardzta, hogy az elektronok a beérkezd fénybdl az
energiat adagokban, kvantumokban nyelik el. Egy fénykvantum energidja a Planck-féle gondolat
nyoman

e = hy, (2.1)



ahol v a fény frekvenciaja, h a Planck-alland6. A h = h/27 jeloléssel és az w = 27 korfrekvenciaval
ez a képlet az elméleti fizikdban hasznéalatosabb

€= hw (2.2)

alakba is irhat6. A fénykvantum késébb a foton nevet kapta.

A _eUO = Ekin

8. adbra. A fotoeffektus sordn kilépd elektronok mozgasi energidja a fémfeliiletet megvilagito fény
frekvencidjanak fiiggvényében. A kiiszob frekvencidnak megfelel§ foton energia ott van, ahol az
egyenes a vizszintes tengelyt metszi.

A kilépd elektronok mozgasi energiajara a kovetkezd osszefiiggés ("fényelektromos egyenlet")
érvényes:

Eyyin = hv — W, (2.3)

ahol W, — amelyet kilépési munkinak szokés nevezni — az elektronnak a fém belsejébdl valé kisza-
kitasdhoz sziikséges energiamennyiség, a fémre jellemz§ érték. Ha hv kisebb, mint W, akkor nincs
elektronkilépés. Alkali fémek pl. Na, Cs esetén a lathato fény is alkalmas elektronok kiszakitésara,
a legtdbb fém esetén azonban a hvy = W, egyenléségnek megfelel§ hatarfrekvencia az ultraibolya
tartomanyba esik. Az FEy;, értékét azzal az Uy ellenfesziiltség értékkel lehet meghatarozni, amely
mér éppen nem engedi eljutni az elektront egy elektrodardcsra. A fényelektromos egyenletet a v
fliggvényében mért Uy értékeket abrizolva lehet igazolni.

FENYELEKTROMOS HATAS
T Ezzel a szimuléacioval a fényelektromos hatést vizsgélhatjuk, és
‘ = olyan virtuélis kisérletet végezhetiink, mellyel a Planck-allandé és
a kilépési munka meghatarozhaté.

2.1 Feladat: A fotoeffektust egy cézium bevonati fotocelldval vizsgdlva 546 nm hulldmhosszisdgu
fény esetén az elektronok 0,33 V ellenfesziiltséggel dllithatok meg, mig 365 nm hulldmhosszisdgi
fényt haszndlva ez az érték 1,46 V.

Mennyinek adodik a Planck-dllandd értéke ezekbdl a mérésekbdl, és mennyr a cézium kilépési mun-
kdja?

Mekkora lesz az elektronok megdllitisihoz sziikséges ellenfesziltség, ha a fotoeffektust 436 nm hul-
ldmhosszusdgiu fénnyel vizsgdljuk? Mekkora az a hatdarhulldimhossz, ameddig van elektronkilépés?
2.2 Feladat: Becsiiljik meg a villanyszamla alapjin, hogy mennyit fizetink egy 5%-o0s hatdsfoki
100W-0s ég6 1 masodperces bekapcsoldsa sordn eqy zéld fotonért.
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2.2. A foton impulzusa

Einstein a fotonokhoz impulzust is rendelt. A v frekvenciaju, tehat vikuumban A = ¢/v hullam-
hosszusagu foton impulzusa

p=—k =~k = Ik, (2.4)
C

ahol k a monokromatikus sikhullamnak tekintett fényhullam terjedési irdnyaba mutaté egységvek-
tor, k = kk pedig a fény hullamszamvektoranak nevezett mennyiség, melynek nagyaga k = 27/\. p
fonti alakja 6sszhangban van a tetszéleges mg (nyugalmi) témegi szabad részecske esetére vonatkozo

E%/c? — p? = (mpc)? (2.5)
képlettel, ha a foton esetére érvényes mg = 0 kikotést tessziik.

2.3. A Compton-effektus

A fotonhipotézis szamos bizonyitéka koziil igen fontos az A. Compton kisérletei nyomén Compton-
effektusnak nevezett jelenség, amelyet az alabbi abra vazol.

Detektor ,
Bragg
kristaly
Ao > [0 Transzmlttalt
x V) sugérzas
Rontgen
sugarforras Apertarék e
9. 4bra.

Ao hulldimhosszusaga rontgensugarat bocsatunk egy mintara, ahonnan az elektronokat 16k ki,
mikozben masodlagos, szért réntgensugarzas keletkezik, melynek irdnya és hullamhossza is megvél-
tozik. Kz utébbiakat a fonti elrendezéssel mérni lehet.
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10. abra. A Compton-effektus sematikus dbraja: a ball oldalrél érkezé rontgen foton szorodik a
minta egy elektronjan.

A szort rontgensugar hullaimhossza legyen Ag. A jelenséget a foton és az elektron, mint klasszikus
pontszert objektum {itkdzésének tekintve az energia- és impulzusmegmaradashol az abranak
megfelelgen a kovetkezd egyenletek irhatok fol:

hvg + Eg = hvs + B, (2.6a)
h hvs
oo _ COS 0 + pe cOS 1, (2.6b)
c c
hv,
0= "2 sin o — pesin . (2.6¢)
c

Itt Eg = mec? a kezdetben nyugvo elektron energiaja. E, és p, pedig az elektron {itkozés uténi
energiaja, illetve impulzusanak nagysaga:

2
MmeC mev
E.=—, = —. 2.7
Ny be V1—v2/c? 27
A fonti hdrom egyenletbdl némi matematikaval a
h
As — Ao = (1 —cosyp) (2.8)

e

egyenldség vezethets le. (Az elektronoknak a minta atomjaiban valojaban egy kis kotési energiaja
is van kezdetben, de ennek nagysiga elhanyagolhat6 az itt szerepld tobbi energia mellett, ezért
a kezdeti elektron energidjat nullanak, illetve relativisztikus esetben mec?-nek vehetjiik.) Ez a
képlet Osszefiiggést teremt a rontgenfotonnak a szoéras soran bekdvetkezd hullamhosszvaltozasa és a
p szorasi szog kozott. A képletet Compton kisérletei pontosan igazoltak. A

h

MeC

Ao = =2,43 x 107 ?m (2.9)

hosszusagot az elektron Compton-hulldmhosszanak szokés nevezni. Ekkora a hullamhosszvaltozas
= A\¢/2m

a ¢ = m/2-nek megfelels derékszogi szoras esetén. Megjegyezziik, hogy néha a Ao =
MeC
értéket nevezik Compton-hullamhossznak. ‘

COMPTON-EFFEKTUS

‘ . | Tanulméanyozzuk a Compton-effektust a bal oldali linken talalhat6
java animécioval, és valaszoljuk meg az ottani tesztkérdéseket.
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2.8 Feladat: Vezessiik le a Compton-effektus sordn a hulldmhosszvdltozdsra vonatkozd formuldt az
elektron energidjinak és impulzusdnak klasszikus alakjdval.
2.4 Feladat: Vezessiik le ugyanezt o ralativisztikus energia és impulzus képletét haszndlva.

A kisérletek tehat azt mutatjik, hogy az elektroméagneses mez§ bizonyos értelemben diszkrét
természetd, adott frekvenciaju és iranyd terjedés esetén, a fonti formulaknak megfelel§ energidval
és impulzussal rendelkez6 részecskeként hat kolesén az atomos anyaggal.

2.4. A gravitaci6s voroseltolodas

A foton energidjanak hv képletével is interpretalhatd egy tovabbi hires kisérlet, amelynek soran
Pound, Rebka és Snider az Gn. gravitacios voroseltolodast 1959-ben, majd késébb 1965-ben még
pontosabban kimutattdk. Egy torony aljaban elhelyezett radioaktiv vasizotépbdl szarmazé gam-
ma sugar fotonjainak frekvenciaviltozasat mérték, mialatt azok a torony tetején ¢ magassigban
elhelyezett detektort elérték. Mivel a foton a Fold nehézségi erdterében f6ljebb keriil, potencialis
energidja nagyobb lesz, ezért frekvencidjanak csokkennie kell (tehat a "voros" irdnyaban eltolodik),
hogy a teljes energidja allandé maradjon. Az energiaviltozasra igy fonnall a h(vg — 1) = (hv/c?)gl
sszefiigges, ahol v a foton kézepes frekvencisja és hv/c? a mozgé foton tomege. Ebbdl a relativ

frekvenciavaltozas:
Vo — Y Ly

(2.10)

v 2

A 225 m magas toronyban ezt a frekvenciavaltozast a Mdssbauer-effektus segitségével sikertilt

kimutatni, illetve a pontossagot oly médon is névelni, hogy a forrés és a detektor helyét megeserélték.

Az eredmény azonban szigortian véve nem kvantumos jelenség, a h Planck-alland6é ugyanis nem
szerepel benne.

Detektor

Forras

11. dbra. Kisérleti elrendezés a voroseltolédas mérésére

2.5. A foton impulzusnyomatéka

A fotonok energia és impulzus mellett impulzusnyomatékkal, perdiilettel is rendelkeznek. A kisér-
letek szerint, ha egy atom fotont nyel el, akkor az impulzusnyomatéka is megvéltozik. Elméleti és
kisérleti eredmények szerint a cirkularisan polaros fényben egy foton impulzusnyomatéka, amelyet
ez esetben spinnek is szokis nevezni

S = ih%. (2.11)
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Nagysdga tehat h, és vagy a terjedés irdnyaba, vagy azzal ellentétes iranyba mutat. A + el&jel
esetén ot édllapotil, pozitiv helicitast (a régebbi irodalomban balra, az tijabb kiényvekben jobbra
cirkularisan polarizalt) fotonrol beszéliink, a — elGjel esetén negativ helicitasa fotonrol van szo.

— . — s=+hk s=-hk
s =+hk s =-hk
A
Ev
a) o b) o C)

;;;;;

f sz

targyalandd mélyebb elmélet ad majd értelmet.

3. Atomok vonalas szinképe, a Bohr-féle posztulatumok és a hidro-
génatom Bohr-modellje

Fényforras Sa(h)

13. abra. Spektrograf: a kiilonbéz6 hullamhosszisagi komponensek

A szinképelemzés a 19. szazad kozepén folfedte, hogy az egyes anyagok géz halmazallapotban kisu-
garzott fénye csak bizonyos j6l meghatarozott hullaimhosszusagu komponenseket tartalmaz, szemben
a korabban targyalt tiregsugarzassal, ahol a kisugarzott fényben minden hullamhossz megjelenik. Az
eléfordulé hullamhosszakat azok intenzitasaval egyiitt az adott anyag szinképének, spektrumanak
nevezziik. (A spektrum szot ettdl kiillonbozs értelemben fogjuk hasznélni késébb a kvantummecha-
nikdban.) Mi a magyarazata ennek a diszkrét szinképnek, és hogyan lehetne megérteni, hogy mely
hullamhosszakon torténik a fénykibocsatas? Illusztracioként alabb lathatjuk a legegyszertibb (a leg-
konnyebb) atom a hidrogén spektrumanak a lathaté tartomanyba esd részét, amelyet egy burdba
zart ritka hidrogéngiz bocsat ki, ha a gazon at elektromos kisiilést hozunk létre.
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434.0 nm

410.1 nm 486.1 nm 656.3 Nm

14. abra. A H-atom spektruma a lathat6 tartomanyban, a Balmer-sorozat

A spektrumvonalak hullamhosszara Balmer a kévetkezd képletet taldlta probalgatassal:

2
A:B<2”4> n=3,4..., ahol B =3645,6x 1078 cm. (3.1)
.

Késébb tovabbi vonalsorozatokat figyeltek meg: a Lyman-sorozat az ultraibolyaban, a Paschen-,
Brackett-, stb. sorozatok az infravordsben vannak. Mindezekre Rydberg a Balmer-képlet altalano-
sitasaként az

k2 n?
képletet talalta, ahol a Lyman-sorozatra k = 1, a Balmer-sorozatra k = 2, sth. ésn = k+1, k+2....

>| =

ED:RH(l —1>, Ry =1,097 x 107 m™" (3.2)

3.1 Feladat: Mutassuk meg, hogy a Balmer-képlet a Ryderg-félének specidlis esete, és szdmitsuk ki
B-t az Ry segitségével.

3.2 Feladat: A fonti[If] dbrdn lithaté a vords — tigynevezett H, — Balmer vonal hullémhossza.
Ennek alapjin szdmitsuk ki az elsd, legnagyobb hulldmhosszi in. Lyman—a vonal hulldimhosszdt a
Rydberg-dllandé folhaszndldsa nélkil. A Lyman-sorozat az alapdllapotnak nevezett legmélyebb ener-
giaji dllapotba vald dtmenetek sordn keletkexik.

3.8 Feladat: A spektroszkdpusok észrevették, hogy a Balmer-sorozat tovdbbi vonalai egyre stribben
kovetik eqymdst. Milyen hulldmhosszhoz tartanak (torléddasi pont) a Balmer-sorozat vonalai?

A diszkrét spektrumvonalak f6llépésének magyarazatahoz idézziik f6l, amit az atomok szerkeze-
térsl tanultunk. Az atomok tulajdonsagainak megismerésében alapvetd szerepet jatszott a Ruther-
ford féele szorasi kisérlet, amelyben egy vékony aranyfoliat pozitiv toltést a-részecskékkel (He-atom
magjaival) bombaztak. A részecskék tulnyomo tobbsége irdnyvaltoztatas nélkiil dthaladt a folian,
egy kisebb hanyaduk kiilonb6z4 iranyokba eltériilt. A nagyobb szégben eltériils részecskék szama a
sz0g novekedésével erdsen csckkent. Ennek segitségével Rutherford bizonyitotta, hogy a koriilbeliil
10~ 1%m sugart gémbszertinek gondolt atomok egy pozitiv téltésti maghol és a mag koriil keringd ne-
gativ toltést elektronokbol 4llnak, de a mag mérete az egész atom meéretének csupan 10~ °-szerese,
és ebben a magban koncentrdlédik az atom témegének tulnyomoéd része. Ez magyardzza, hogy a
bombazé a-részecskék koziil csak azok tériiltek el 1ényegesen, amelyek a mag kozelébe jutottak a
szoraskisérlet soran. A kisméretd mag foltételezésébsl Rutherford levezette, hogy az eredeti irdnytol
0 szoggel eltéritett atomok szama 1/sin® f-val aranyos, s ez a kisérletekkel dsszhangban volt. Ez
a Rutherford-féle modell magyarazta a széraskisérlet eredményét, de mas szempontbdél nyilvanvalo
hidnyossagot mutatott.

Nem érthet6 meg ugyanis ebben a modellben az atomok stabilitdsa, mert a pozitiv mag ko-
riil kering6 elektron gyorsul, hiszen a mag felé mutaté centripetalis gyorsuldsa van. Viszont az
elektrodinamika altaldnos elvei szerint egy gyorsulé toltés elektromagneses mezét sugaroz, s emiatt
energiat veszit. Ezen alapszik pl. az, hogy egy TV adé sugéroz, ugyanis az antennajiban rezgémoz-
gast — tehat gyorsulé mozgést — végz6 elektronok mozognak. Hasonléan sugarzast bocsatanak ki a

15



korpéalyan mozgd toltések is. Ezen az elven miikédnek az tigynevezett szinkrotronok, amelyekben
mégnesekkel kényszeritik korpalyara a fénysebességhez kozeli sebességgel mozgd elektronokat, és az
altaluk kibocsatott sugarzéast anyagvizsgalati célokra hasznéljak. A szinkrotronban csaktgy, mint
a TV addékban a kisugarzott energiat az elektronok elveszitik, persze ezt a veszteséget az ilyen be-
rendezésekben kiils§ forrasbol potoljak. Az elektrodinamika szerint ugyanigy sugaroznia kellene az
atomban korpalyan mozgo elektronnak is. A szamitasok szerint ez ahhoz vezetne, hogy az elektron
nagyon gyorsan elveszitené az energiajit, ami miatt a magba kellene hullania, és az atom nem is
létezhetne. Egy masik probléma, hogy ebben az esetben a kisugérzott mezs w korfrekvencidja alap-
vetSen a korpalya szogsebességével egyezne meg, és igy nem kapunk magyardzatot az atomokndl
megfigyelhets vonalas szerkezetre.

3.1. A Bohr-féle posztulatumok

A font jelzett problémék kikiiszobolésére Bohr két posztulatumot fogalmazott meg.

1. Az atomokban az elektronok elektromdgneses energia sugdrzdsa nélkil tartézkodhatnak igy-
nevezett staciondrius pdlydkon vagy staciondrius dllapotokban. Ezen dllapotok energidja nem lehet
akdrmilyen, hanem csak meghatdrozott diszkrét értéki.

2. Az atom akkor sugdroz, amikor az elektron dllapota megudltozik, az elektron az E1 energidji
staciondrius dllapotbol dtkeriil eqy Eo energidji staciondrius dllapotba és kozben a

hv = E2 - E1 (33)
dsszefliggésnek megfeleld v frekvencidji fotont nyel el, ha Eo > Fq,vagy a
hv = E1 - E2 (34)

dsszefliggésnek megfeleld frekvencidji fotont sugdroz ki, ha Fo < Ey.

Ezek a posztulatumok énmagukban nem érthetéek, mert ellentmondasban vannak a klasszikus
elektrodinamika elveivel, és "ad hoc" jellegtiek. JelentGségiik mégis igen nagy volt, mert késébb
kideriilt, hogy ezek a torvényszertiségek az "igazi" kvantummechanika fényében is helyesnek bizo-
nyulnak. Am nem alapvetéek, hanem lényegében kévetkeznek majd a kvantummechanika altalanos
elveibél és formalizmusabol.

3.2. A hidrogénatom Bohr-féle modellje

Kérdés azonban, hogy mi az a torvényszer(iség, ami egy atom esetén kitiinteti az 1. posztuladtum-
ban szerepls stacionérius allapotokat vagy a pélyakat? Erre vonatkozéan a hidrogénatom esetén
Bohrnak sikeriilt egy olyan kvantumféltételt megfogalmazni, amelyik helyesen adta vissza a H-atom
spektrumat, ezt nevezziik a H-atom Bohr-féle modelljének. Targyaljuk most réviden ezt a modellt.
A H-atomot tgy képzeljiik, mint az elektronnal 1836-szor nagyobb tomegd pozitiv t6ltési magot
és a koriilotte keringd elektronbol all6 rendszert, ahol az elektront a magtol szarmazo Coulomb-erd
vonzasa egy r sugard kérpélyan tartja.

Korpalyat feltételezve tehat, a Newton-torvény szerint, a testre hatd erd egyenls a tomeg és a
kor kdzéppontja felé mutatd % gyorsulas szorzataval (a palya valojaban éltaldban ellipszis, mert a

Kepler-torvények érvényesek klasszikusan):

2 2

~ ~ LN
k:q;gpr = —k:r—Qr = —me~-f, (3.5)
R SN B (3.6)
- dweg c?’ ’
ahol # a magtol az elektron felé mutato egységvektor, ¢, = —qe = 1,6 x 107 C = ¢g a proton

toltése, me = 9,1 x 1073 kg az elektron témege, mig m, = 1836 m, a proton tdmege.
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15. abra. Az elektront a magtol szarmazé Coulomb-er§ vonzéasa az egyszeriiség kedvéért itt kor
alaktnak feltételezett palyan tartja

Vezessiik be az alabbi jelolést:
kqg = e, (3.7)

ekkor a mozgasegyenlet eZ/r? = me*-, amib6l az elektron mozgési energidja:

1, 1é

Ek’in = ime?} = 57 (38)
Az elektron potenciélis energidja a magtol r tavolsagra
2
e
Epot = —70, (3.9)

mert ennyi munkat kell végezni ahhoz, hogy az elektront a végtelenbél a maghoz r tavolsdgra hozzuk:

r T 2
W = / Fdr = / pIP gy = 0 Epor (az integracios uttol fiiggetleniil). (3.10)
0o T

2
o r

A teljes energia igy:

1ed 1 Epot
E = Ek;zn + Epot == _570 = _imeUQ = _Ekzn = ;O . (311)
Adjuk meg az elektron perdiiletét, masnéven impulzusnyomatékat is:
l:=r x mev. (3.12)

Ennek centralis térben — tehat Coulomb térben — valé megmaradéasabol kovetkezik Kepler 2. tor-
vénye a bolygdémozgas esetén. Ezek eddig teljesen klasszikus Osszefiiggések. Az 4j, kvantumos elem
a Bohr-féle modellben a kovetkezs. Bohr foltette, hogy a H-atomban csak azok a palyak megenge-
dettek — ezek a stacionérius palydk— amelyekre az elektron perdiilete a % egész szdmu tobbszordse:

~ h
|¢| = £ = merv =n— = nh, n=123.... (3.13)
27
Ebbél kiszamithato, hogy a teljes energia
1ek 1, 1 n?n?
E = —57 = —§m€U = _imem2r2 (314)
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2
h 2 2

Ty = 5n° = agn”. (3.15)
M€
Lathato, hogy a palyasugarak diszkrétek, és a
2 ~10
5 =ap=0,53x10""m (3.16)
meeg

ngynevezett Bohr-sugar, vagy els6 Bohr-sugér és a négyzetszamok szorzatai. Az eredményt vissza-
téve az energia fonti kifejezésébe, a stacionarius péalyak energidira is csak diszkrét értékek adodnak:

1e2 meet 1 1
E,=—22=-__"°0____R 3.17
" 271, 2h2 n? n2 (3.17)
ahol a Rydberg
1Ry =2,18 x107¥J=22aJ =13,6¢eV (3.18)

az atomfizikaban gyakran hasznalt energiaegység. A Bohr-féle 2. posztulatummal kiegészitve igy a
H-atom altal kisugérzott, vagy elnyelt fény (elektromagneses hullam) frekvenciajara a

1 1
Osszefiiggés adddik, a tapasztalattal Balmer, illetve Rydberg formulaival megegyez&en.

Energia szintek / eV

B n TR v/cm™
IoniZacio
0 — e e i it ettt --=- —0
7 A : :
6 ry
5 y v
b
9 L . : : : yywy . Pfund-
4 : : : -sorozat
: : : Brackett-
-sorozat —{10,000
— - Y¥YYyYvY°7
15 |— 3 —% :
Paschen-
-sorozat
i _|20,000
r £ T :
345 — 2 . YYVYWYY
I : Balmer- 130,000
. -sorozat
Lyman-sorozat
-136 1 YYYY __l110,000

16. abra. Az egyes spektrumvonal-sorozatok keletkezésért felelGs dtmenetek
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17. dbra. A lehetséges d4tmenetek a Lyman- és a Balmer-sorozat esetén

A H-ATOM BOHR-FELE MODELLJE

Ez az animacié szemléletesen magyarazza a H-atom spektrumvo-

nalait a Bohr-modell alapjan. Az animacio tartalmaz azonban
bizonyos hibakat is, erre kérdez ra a 3.4 Feladat.

3.4 Feladat: Milyen hibak lathatdk a font idézett animdcion?

3.5 Feladat: Szimitsuk ki az elektron sebességét a Bohr-modell szerint az n-edik kérpdlydn.

3.6 Feladat: A H-atom Bohr-modelljében szerepld témeg valdjiban az elektron és a mag redukalt
tomege.

Mekkora ennek alapjin a Lyman-o vonal hullimhosszdnak kilonbsége a deutérium (nehézhidrogén)
és a hidrogén esetén? (Nézzink utdna, hogy mi a redukdlt tomeg, és mi a nehézhidrogén.)

A spektrumvonalaknak ezt az in. elsGdleges szerkezetét tehat a Bohr-féle modell jol visszaadja, de
nem ad szamot a H-atom spektruménak tn. finomszerkezetérsl, amely egy nagyobb spektroszkoépiai
folbontas esetén észlelhets. Valdjaban ugyanis minden a Bohr-modellbdl kapott spektrumvonal
tobb, egyméshoz kozel esd, kissé kiilonbozd hullamhosszisidgi vonalbdél all. Ezt a tulajdonsagot a
Bohr-modell tovabbfejlesztésével A. Sommerfeldnek sikeriilt megmagyaraznia.
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18. abra. Arnold Sommerfeld (1868-1951) és Niels Bohr (1885-1962). A jobb als6 sarokban egy dan
bankjegy Bohr képével.

Ennek sordn a Kepler-féle palyadkhoz hasonléan Sommerfeld ellipszis pélyakat is megengedett,
djabb, a Bohr-féle £ = nh kvantumfoltételhez hasonlo foltételeket irt eld, illetve a mozgo elektronra
a relativisztikus mechanika képleteit alkalmazta, mely szerint pl. az elektron mozgési energidja

Ekin = meCQ/m — mecz, stb.
-
--

19. abra. A He- az O- és a Xe-atom emisszios spektruma

Ezeket a meggondolasokat azonban nem targyaljuk tovabb, mert ma méar csak torténelmi ér-
dekességiik van. A Bohr-Sommerfeld-féle megkozelitést ugyanis nem sikeriilt kiterjeszteni a tébbi
atomra, pl. mar a He-atomra sem, ahol a mag koriil mér 2 elektron mozog, s igy a H kivételével a
tobbi atom spektrumaéat, amelyek koziil néhanyat a[19] &bran lathatunk, nem sikeriilt megmagya-
razni. Ennek oka, hogy a Bohr- és Sommerfeld-féle kiindulas csak annyiban helyes, hogy bizonyos
fizikai mennyiségek értéke valéban csak diszkrét vagy diszkrét is lehet, emogott azonban sokkal szé-
lesebb és mélyebb elvi okok 4llnak, mint az itt bemutatott, és az ahhoz hasonlé 1ényegében 6nkényes
kvantumfoltételek. Az tehat csak véletlen, hogy a H-atomra kapott fonti eredmény helyes.
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4. Feles spin és fotonpolarizaci6

4.1. Stern-Gerlach berendezések

A kisérleti fizikdbol ismeretes a Stern-Gerlach-kisérlet. Egy kalyhabol eziistatomok 1épnek ki, majd
egy kollimator (sz(ir6 és gytjt6 rések) utan egy atomnyalabot kapunk, amely inhomogén magneses
mez6én halad keresztiil. A tapasztalat szerint a mégneses mez6 hatasara a nyalab kettévalik. Az
eziistatomok elektromosan semlegesek, ezért az eltériilést nem a méagneses Lorentz-erd gyakorolja,
homogén magneses térben nincs is ilyen effektus. Az eltériilés oka az, hogy — mint kideriilt —
ezek az atomok magneses dipolusmomentummal rendelkeznek, azaz ugy viselkednek, mint egy kis
mégnestd vagy egy kis kordram. Az ilyen tulajdonsign részecskékre a B inhomogén mégneses
mezd F = — grad(uB) erét gyakorol. Emiatt az eziistatomok eltériilnek a berendezés mogott. A
mégnesek kialakitasa olyan, hogy B-nek csak az egyik komponense erés, legyen most ez a z irany, de
ugyanakkor az véltozik is, tehat az erének lényegében csak z komponense van, amelynek nagysaga

F=—pu, ‘1%. Az erg altal okozott eltériilés ardnyos az erével, tehat jelen esetben a méagneses

diplélusmomentumnak a z komponensével.

Eziist atom nyalab

Fotolemez

Inhomogén mezét kelté magnes

20. abra. A Stern-Gerlach-kisérlet vazlata. Itt a magneses mez6 iranya lényegében folfelé, a z iranyba
mutat, és a mez6 z komponensének gradiense is ugyanilyen irdnyt, a magneses erdvonalak az S polus
felé kozeledve stirtisédnek.

Azt gondolhatjuk, hogy a mégnesbe érkezé atomok magneses momentum vektoréanak az iranya
akarmilyen irdany is lehet a térben, s ennek megfelel§en az egyes atomok magneses momentumainak
z komponensei tetszéleges nagysaguak lehetnek, tehat azt varjuk, hogy az eziistatomok eltériilési
irdnya egy folytonos eloszlast kovet. Ehelyett lényegében csak két egymaéstol jol elkiiloniils irdny-
ban torténik eltériilés, az atomnyalab ketté valik. Ebbd] arra kell kévetkeztetniink, hogy a magneses
momentum vektora a térben nem lehet tetszéleges irdnyt, hanem csak két kiillénb6z§ irany megen-
gedett.

Ismert tény, hogy egy mégneses dipélusmomentum mindig mechanikai momentumhoz, perdii-
lethez, azaz impulzusnyomatékhoz kapcsolodik, és azzal ardnyos:

B =18, (4.1)

ahol S a mechanikai impulzusnyomaték. Igy p. = 7S, és — megellegezve itt a késobbi eredmé-
nyeket — kideriilt, hogy a két nyaladb a kisérletek szerint olyan eziistatomoknak felel meg, amelyek
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impulzusnyomatékinak z komponense //2, illetve —h/2 értékid. A lényeges eredmény szempon-
tunkbol egyelére az, hogy két kimend csatorna van: ha az inhomogenitas f6 iranyat valasztjuk a z
tengelynek, akkor a kijové atomok +z vagy —z irdnyba tériilnek el, amint az a [20} &bran lathato.

S:+ nyalab
] S;+ nyalab
"Kalyha" 3 2
y SG2 [z] s¢éz | ___ _ _ ____ Nincs Sz- nyaldb
S;- nyalab
(@
S:t nyalab
Kslonar sas SGi S+ nyalab
yha __@ k S« nyalab
S:- nyalab
(b)
S:+ nyalab S+ nyalab
. ) ) - S:+ nyaldb
Kalyha SGZ Iﬂ SGk —-@ SGz | S:- nyalab
S:- nyalab S,- nyaldb
(c)

21. 4dbra. Stern-Gerlach berendezések egymés utan

Takarjuk ki most az egyik kimen& nyaldbot, mondjuk a —z irdnyba eltériilét, és helyezziink el
egy masik Stern-Gerlach berendezést az els6 utan, amelynek az inhomogén tere ugyanolyan, (azaz z
irany) mint az els6é. Ekkor ennek —z-nek megfelels kimenetén mér nem jelentkeznek részecskék,
ami érthetének latszik, hiszen azokat mar kiszdrtiik. Legyen azonban most a mésodik berendezésiink
olyan, hogy az inhomogén magneses mez6 az el6z6re meréleges +z iranyd. Ekkor azt tapasztaljuk,
hogy az els6bdl kijovs 4z tipust részecskék egyik fele a +x maésik fele a —x irdnyba eltériilve jon ki.
Ez nem meglepd, mert ugy gondoljuk, hogy a z szempontjabdl + vagy — irdnyba bedllt részecskék
az x irdny szempontjabol még lehetnek kétfélék. Tegyiink azonban most egy harmadik berendezést
is be, a mésodik utan, amelyben ismét z irdnyt a méagneses mezd. Azt talaljuk, hogy azon megint
van —z irdnya eltériilés. Tehat ha a dolgot dgy képzeltiik volna, hogy az els§ berendezés mar
kisztirte a —z irdnyu részecskéket, és azok mar ezért nem jelentkeznek a harmadik berendezés utan,
az nem felel meg a valdésagnak. Még meglepGbb a dolog, ha abbo6l a helyzetbdl indulunk ki, hogy
a két z irdnyu kozil az egyiknek a —z kimenetét takarjuk ki, a masiknak a 4z irdnya kimenetét.
Ha csak ez a kett§ van egymés utén elhelyezve, akkor nincs kilépé részecske. Ha viszont betessziik
az x irdnytt a ketts kozeé, akkor megjelenik a harmadik utan a —z (és a +z is). Ugy tiinik, hogy
az x iranyu berendezésen adthaladé részecskék elfelejtik az el6z6 sziirés eredményét. A hagyoményos
részecskeképpel ez semmiképpen sem magyarazhato!

A jelenséget leir6 kvantummechanikai szdmitas részletes targyalasat késébbre hagyjuk, most
az a célunk, hogy egyaltalan folvazoljuk azt a modellt, amelyben a jelenség targyalhat6. A dolog
megértése céljabol hivjunk segitségiil egy sok szempontbol hasonlé problémaét.
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4.2. Fotonok polarizaciéja

Otto Stern és Walter Gerlach

Gerlach levelezélapja
Bohrnak (1922)
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22. abra.

Egy lézerbdl kijovs fénysugart tekintiink, amelynek terjedési irdanya legyen a z tengely iranya. A
nyalab utjiba egy kalcit kristdlyt helyeziink, amely kettGsen tér, azaz a kristdlyon athaladd fény
térben kétfele valik. Amint az optikabdl ismert, a fény transzverzalis hullam, és a kalciton atha-
ladva a fényhullam két nyalabja két egymasra meréleges sikban rezeg. A nyalabok sikban vagy
mésképpen linedrisan polarosak lesznek. Vizsgiljuk a két nyalab kozil csak az egyiket, igy, hogy
pl. kitakarjuk a masikat. Kitakaras helyett alkalmazhatunk egy olyan eszkozt is — polarizdtort,
vagy egy Nicol-prizmmat — amely a két nyalab koziil eleve csak az egyiket, azaz valamely irdnyba
polaros fényt enged at, nevezziik ezt a z tengelyre meréleges iranyt a polarizator irdnyanak. A
polarizacié iranya a polarizator z tengely koriili forgatasakor valtozik. Ha a P polarizator utdn egy
masik polarizatort helyeziink el, amelyet analizatornak A is szokés nevezni, akkor az analizdtoron
atmend fény intenzitdsa a polarizator és az analizator irdnya &dltal bezart szogtdl fiigg. Maximélis
az intenzitas, ha a két eszkdz irdnya megegyezik. Ha viszont ez a sz0g éppen derékszog, azaz P
és A egymasra merélegesen all, akkor a tapasztalat szerint egyaltalan nincs atmend fény. Tegyiink
azonban a P és a ra merGlegesen allitott A kozé még egy P’ polarizatort ugy, hogy ennek iranya
P ¢és A iranyanak szogfelezGje legyen, azaz alljon 45°-ban P és A kozott. Azt tapasztaljuk, hogy

az atmend fény ismét megjelenik.

" x" dlfapot

A polarizitor tengelye

23. abra. Egymashoz képest ¢ szdggel elforgatott polarizécios iranya polarizatorok.A méasodik po-
larizétort analizatornak is szok&s nevezni.
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POLARIZATOR

‘ ;,. . A bal oldali linkrél egy egyszerii java animaciot tolthetiink le,
= amely a polarizator mikodését szemlélteti.

Hogyan magyarazhatjuk a jelenséget fény esetén? A lézerbdl kijovs fényhullam transzverzalis,
és elektromos vektora E = Eq cos(wt — kz). Itt Eg irdnya véletlenszert, ezért atengedjiik el6szor egy
x irdnyn polarizatoron, amely kivilasztja az x irdnyn rezgést. Ennek nincs y irdnyd komponense
ezért, hogy ha a mésodik polarizator y iranyt, akkor azon méar nem megy at az x polarizalt kompo-
nens. Ha azonban betesziink a ketts kdzé egy 45°-os polarizatort, akkor mivel az x irdnyd rezgést
felbonthatjuk egy 45°-0s és egy —45°-0s8 rezgés Osszegére, és a 45°-0s komponens atmegy P’-n (a
teljes intenzités fele), ezutén a polarizétor utén a fény mar 45°-os polarizacioju lesz, azaz “elfelejti”
a korabbi rezgését. FEnnek a 45°-ban polarizalt fénynek azonban megint lesz y irdnya &sszetevdje,
ezért ezutan mar it fog menni a harmadik, y irdnyba beallitott analizitoron is, bar az intenzitasa
ismét gyengiilni fog.

Ha meggondoljuk, hasonlo dolog torténik az eziistatomokkal a harom Stern-Gerlach berende-
zésen vald athaladas utén. Azt kell foltételezniink tehét, hogy a spin mérése szempontjahol az
eziistatomok is valamiképpen hasonldéan viselkednek, mint a fény, azaz mintha egy adott iranyu
impulzusmomentum valami fajta rezgési irdnynak felelne meg, s emiatt az impulzusmomentummal
rendelkezé részecskék hasonloéan viselkednek, mint a polarizacié szempontjabol a fény. De hogyan
lehetne a spinnel rendelkezd részecskét tgy tekinteni mint egy valamilyen irdnyban rezgs vektort,
hiszen itt diszkrét részecskék csapoédnak be a detektorba? Mégis errdl van sz6, és valdjaban a fény
polarizaci6janal is follép ez a meglepd jelenség, ha ugy tekintjiik, hogy a fényhulldmban fotonok
terjednek. Valoban, ha a polarizatoros berendezésnél a fényforrasbol bejovs intenzitast gyengitjiik,
akkor itt is megjelenik a diszkrétség: a kiilonb6z6 irdnyba eltériil és igy kiilonb6z6 polarizacioju
fotonokat szamlalni lehet. Mivel a fény esetében a hullamképbdsl mar tudjuk, hogy mi torténik, a
jelenséget a hullamkép segitségével a fonti leirasnal alaposabban is elemezhetjiik. Az elemzés soran
viszont egy ponton hivatkozni fogunk a fény részecske, azaz kvantumos jellegére, és ilyen médon el
tudunk jutni a kvantummechanika bizonyos térvényszertiségeihez.

Tekintsiik tehat a z tengely irdnyaba haladé lézersugarat. Ezt atengedjiik egy polarizatoron,
amely egy a z-re merdleges sikban 1év6 az x tengellyel valamilyen 0 szdget bezard ég egységvektor
altal kijel6lt irdnyba polarizal. Engedjiik at ezt a polarizalt fényt ezutédn egy kettsen toérs kalcit
kristalyon, amelybdl két egyméastol térben elkiiloniilg nyalab 1ép ki. A kalcit megfelel§ elforgatasaval
elérhetd, hogy az egyik nyaldb a vizszintes &, a méasik a fligg6leges y egységvektorok altal kijelolt
iranyba polarizalt legyen. Mivel az ég az x tengellyel 0 szbget zar be, a polarizatorbdl kijovs ég
iranya elektromos vektort félbonthatjuk

ép = 2 cos+ gysinb (4.2)
alaknak megfelel6en, két egymésra meréleges rezgés Osszegeként. Ez mutatja, hogy a polarizétor
utan a fény Z iranya amplitidoja cosf aranyban lesz kisebb, mint a teljes amplitudd, mig az g

irdnyu sin f aranyban. A kalcit altal a két kiillénboz6 iranyba atengedett két fénynyalab amplitadoi
emiatt éppen ilyen aranyban lesznek a kalcitba beérkez6 teljes amplitiidéhoz képest.
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24. abra. A polarizatorbol kijové ég iranyua elektromos vektort folbonthatjuk Z és ¢ iranyt kompo-
nensek Osszegére.

Mivel a fény intenzitdsa (Poynting vektordnak nagysaga) az amplitidé négyzetével ardnyos a
megfelel intenzitésok
I, = Ipcos 0 illetve I, = Iysin?0), (4.3)

ahol Iy a bejovs intenzitds. Ezt nevezzilk az optikdban Malus torvényének. Gyongitsiik azonban
most Ip-t. A szemmel val6 észlelés helyett érzékeny detektorokat helyeziink a két nyalab atjaba,
amelyek pl. kattanassal jelzik, ha egy fotont nyeltek el. ElegendGen gyonge intenzitas esetén, amikor
mér csak egyszerre egy foton lehet a berendezésben, azt tapasztaljuk, hogy vagy az egyik, vagy a
maésik detektor kattan, egyszerre soha sem! Ha Osszesen N fotont észleltek a detektorok és az x
irdnyban polarizalt fény ttjaba helyezett N, a masik NV, szamu fotont detektélt, akkor a tapasztalat
szerint

N, 9
— = 0
cos” 0,

Nagyszam részecske esetén ezek az aradnyok dgy interpretélhatok, mint detekidldsi valosziniiségek
Osszhangban a fonti intenzitasképletekkel. Ha 6 nem 0 vagy m/2, akkor nem tudjuk teljes
bizonyossaggal megjosolni, hogy hova ékezik a foton, az x vagy az y irdnyt érzékels detektorba.
Abban a két specialis esetben azonban, amikor 6 éppen 0 vagy 7/2 a kimenetel biztos. Ezért ezt
a két irdanyt a kalcit sajatirdnyainak vagy sajdtdllapotainak nevezziik. Lényeges dolog az, hogy a
sajatiranyok fiiggenek a kalcit helyzetétél. Ha a kristalyt a bejovs fénysugar, mint tengely koriil
elforditjuk, akkor a sajatirdnyok méasok lesznek, de a két sajatirany mindig meréleges lesz egymaésra,
pl. olyan, hogy az el6z6 = tengellyel +45°-ot illetve —45°-0t fog bezarni amint azt az alabbi abra
mutatja.

Egy berendezés sajatallapotait szokéas bazisallapotoknak nevezni, mert ezek segitségével a tébbi
allapot a Osszefiiggéshez hasonloan kifejthet6. Ebben az értelemben pl. az A bazisallapotai
T és ¢, mig a hozza képest 45°-kal elforditott B berendezés sajatallapotait, azaz bazisallapotait
jelolhetjiik az 7 illetve az N szimbolumokkal.

A képletben szerepld szogfiiggvények kifejezheték, mint a megfeleld egységvektorok belss
vagy skalaris szorzata, amelyet pl. & és éy esetén igy jeloliink: (Z|ép). Minthogy egységvektorokrol
van sz6

N,
Wy = sin? 6. (4.4)

cos = (Z|ég), sinf = (g|ég) . (4.5)

Ennek alapjan
ép = T cosb+ ysinf = & (T|ég) + 7 (J|ég) (4.6)
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Fotonok polarizacioja

' - l . Az A berendezés

sajatiranyai

Kalcit

A-

A

> \ \ . Mas sajatiranyok

tartoznak B-hez

Kalcit

B

25. abra. Az A és a B kalcit mindegyikének két egymasra meréleges, masnéven ortogondlis sajatira-
nya van, de ezek kiilonbdznek a két berendezés esetén. Egy berendezés sajatirdnyainak Osszességét
a berendezés bazisallapotainak nevezziik. Lathato, hogy A-hoz és B-hez méas béazis tartozik.

irhato. Osszevetve ezt —el, azt latjuk, hogy egyetlen fotonra vonatkoztatva a jelenséget ugy
lehet magyarazni, hogy a detektaléasi valoszindségeket a bels§ szorzatok négyzetével azonositjuk:

P, =cos?0 = | (#|ég) |, P, =sin’0 = | (g|ég) |*. (4.7)

Specialisan: nyilvanvalo, hogy (Z|g) = (9|Z) = 0, hiszen az z irdnyu polarizdtoron nem megy at a
ré4 meréleges iranyba polarizalt fény, és forditva sem.

4.1 Feladat: Adjuk meg az / és az\_ dllapotok kifejtését az & és 1y dllapotokkal és forditva. Fejtsik
ki az ég = T cosO + ysinb, dllapotot az 7 és az \_ dllapotok segitségéuvel.

4.3. A valosziniiségi amplitadé fogalma

Tekintsiik ismét az el6z6 kisérletet: a polarizatoron atmend nyalab atmegy egy kalcit kristélyon,
am ezutan egyesitsiik Gjra a kalcit utan szétvalt nyalabokat egy lencsével. Engedjiik 4t az egyesitett
nyaldbot egy olyan polarizatoron, amely csak ¢ iranyba enged at. Az egyesiilés utén, a fény ismét

€9 = Tcosf + ysinf (4.8)
irdnyban rezgs vektor modjara viselkedik. Ennek a mésodik, é’-s irdnyu polarizétor iranyaba esé

vetiilete az €' és é bels szorzata: (é’'|é). Ha mondjuk €' mertleges ég-ra, akkor az elébbi elgondolas
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szerint (€'|ég) = 0, s igy a mésodik polarizatoron nem megy at semmi. Itt ég helyett beirhatjuk az
el6z6 (4.8)) képletet is, és tagonként szamolva ki ezt a bels szorzatot kapjuk, hogy

(€'12) (2]ég) + (€'19) (lég) = (€'|2) cos O + (€']§) sin 0. (4.9)

Ha é’ mer6leges éyp-ra, akkor a geometriabol lathatoan (¢'|2) = —sin6, (€'|§) = cos ), s ilyen modon
is

(¢'lég) =0 (4.10)

nulla az eredmény. Ez ut6bbi nem meglepd, hiszen nem tortént mas, mint hogy ép-t kifejtettiik
vizszintes és fliggdleges komponensei szerint.

Tekintsiik most viszont a fotonokat mint klasszikus részecskéket. Ekkor a kovetkezSképpen kell
eljarnunk. Ha a részecske az els§ berendezésen valé athaladdsa utan az x irdnyban polarizélt,

amely esemény |(2|ég)]? = cos? 0 valoszintséggel torténik meg, akkor a részecskét ezutén az &
iranyban |(¢/|2)]* = |—sinf]> = sin® 0 valosziniséggel detektaljuk. Annak valészintisége tehat,

hogy a foton el6bb az x iranyba polarizalodik, majd atmegy az é' iranyba allitott polarizatoron
sin?f cos? 0, mivel a két eseményt fiiggetlennek tekinthetjiik. A maésik lehet&ség, hogy a foton a
kalcit utan az y irdnyban lesz polarizalt |<gj|ég>|2 = sin? @ valoszintséggel, majd innen az é-be
1(¢']9)|* = |cos 0]® = cos? 0 valoszintséggel keriil. Ha a kétfajta ut fiiggetlen, marpedig a klasszikus
kép alapjan ezt gondolhatjuk, akkor az Gsszes valészintiség a kétféle ithoz tartozé valdszintiségek
Osszege, vagyis 2sin? 6 cos? 6. Ez pedig lathatolag kiilonbozik a hullamkép alapjan kaphat6 valoszi-
niiségtsl, ami (¢'|é) = 0 esetén nulla volt.
A helyes eredményt a hullamkép adja, a tényleges valészintiség a fonti kisérletnél, tehat a helyes
eredmény:
P(& « &) = |(2'|2) (#léa) + (1) (71éo) I (4.11)

Konklizié: Minden é — € dtmenethez hozzdrendeliink eqy dgynevezetlt valdsziniségi amplitiddt:
c(é' + é) = (&'le), (4.12)

egy szamot, amely altaldban véve komplex, és ha a részecske tobb kiilonféle dton is mehet, akkor
az egymas utin koévetkezd lehetéségek amplitudéit Gssze kell szorozni, illetve ha ez tébb aton is
torténhet, akkor a megfelel§ amplitidokat Gssze kell adni és a végén négyzetre emelni, ez adja a
valoszintiséget. Azaz nem szabad a valdszintiségeket Gsszeadni, hanem a megfelel§ amplitidokat kell
Osszeadni és a végén négyzetre emelni.

Létezik olyan kristaly, amely a raesé bdrmilyen irdnyban linedrisan poldros bemend sikhulla-
mot két, azonos intenzitdsi ellentétes értelmd cirkularisan polaros nyaldbra bontja, ezeket + és
— allapotuaknak fogjuk nevezni. Ezek az ugynevezett pozitiv helicitasu (régebbi elnevezéssel bal-
ra cirkularis) illetve negativ helicitasu fotonok (az utobbiakat nevezték vagy nevezik néha ma is
jobbra cirkularisan polarosnak). A fizikai mennyiség, amelyben ezek kiilonboznek az altaluk vitt
impulzusnyomatékban van. Egy foton ilyenkor A, illetve —h impulzusnyomatékot visz, a haladéas
irdnyaval + esetén jobbcsavart, — allapot esetén balcsavart alkotva. Ennek alapjan ki lehet derfteni,
(4.2 Feladat), hogy a cirkularisan polaros fotonok kapcsén f6lléps amplitudok altalaban sziikség-
képpen komplex szamok, és az eredmény a kovetkezd valasztas esetén konzisztens a kisérletekkel:
(+ég) = %e‘iee”, ahol a v egy konvencié altal rogzitett valos szam, s ezt v = O-nak szokés
valasztani, azaz:

(+lég) = L, (4.13)

V2

Igy specialisan éy = &, (ahol 6§ = 0), illetve ég = ¢ (ahol 6 = 7/2) esetén:

HE) = =, () = Jlie—m/? (4.14)

S
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A negativ helicitasa fotonokra ugyanez az eredmény:

11’0

(—|ég) = Ee .

4.2 Feladat: Bontsuk fol az ég irdnyd linedrisan poldros fotont egy & és y irdnyban linedrisan
poldrosra, majd engedjik dt eqy + -os szidrdn, dgy, hogy kiézben nem wvizsgdljuk, hogy T vagy gy
irdnyi volt a foton. A (+|ég) wvaldszindségi amplitido igy két rész interferencidjabol szdrmazik:
(+|ea) = (+|2) (&|ég) + (+]9) (9]ég). A tapasztalat szerint |(+|ég)|* = %, a 0 szdgtdl fiiggetleniil.
Mutassuk meg, hogy nem lehet egyszerre (+|2) és (+|§) is valds, azaz nem lehet +1//2.

Mutassuk meg, hogy a fonti komplex amplitidck viszont tetszdleges 0 esetén helyes eredményt adnak.

4.8 Feladat: Mutassuk ki hasonlé okoskoddssal ugyanezt a (—|ég) amplitiddkra.

4.4 Feladat: Tudjuk, hogy (églég) = cos(@ — @), (honnan tudjuk?). Engedjik a bejovd nyald-
bot kizben dt eqy £+ berendezésen, azaz vizsgdaljuk az amplitiddt a kovetkezd folbontdsban: (ég|ég) =
(6g|4+)(+|eg )+ {eg|—)(—|ég). Mutassuk meg, hogy sziikségképpen (ég|+) = (+]ég)* = €%, és (¢g|—) =
(—|ég)* = e, azaz az amplitidét forditott sorrendben szimitva, az az eredeti amplitidé komplex
konjugdltjaként adodik.

4.5 Feladat: Mutassuk meg, eqy zy berendezés kizbeiktatdsdval és az amplitiddk interferencidjdval,
hogy a fonti vdlasztds esetén, a tapasztalattal dsszhangban (+]—) = 0.

Teérjiink vissza most a képletre, illetve altaldban a foton polarizaciés allapotainak pl. éy, T,
vagy + Jellel vett jeldlésére. Lattuk, hogy fizikai jelentése altaldban ezek bels§ szorzat jellegid
kombinaciéinak van. Meégis a tovabbiakban az ilyen tipust belsé szorzat végrehajtasat mintegy
megelGlegezve, magukat a fonti polarizacios allapotokat is beletessziik egy |) alaku zar6jelparba,
azaz a fonti allapotokat mar eleve |ég) ,|Z) |+) alakunak irjuk. Eszerint az |é') < |ég) atmenethez
tarozik a (é¢'|ég) amplitudo, amely angolul egy bracket, azaz zardjel. Ezért P. Dirac javaslatéra az
|ég) alakba irt allapotokat "ket"-nek is szokds nevezni. Azt az éllapotot, amibe a végén keriil, vagy
keriilhet a részecske az (¢| alakba {rva ez utobbit "bra" allapotnak szokas mondani. Térjiink vissza
most a képletre, amelyet ezek szerint az

|€0) = |2) (Z|é9) + 19) (9léo) = cx [T) + ¢y [9) (4.15)

alakba is frhatunk, ahol ¢, = (Z|ép), ¢y = (9]€p) a megfelels komplex valoszintiségi amplitadok.
Itt az |ép) &allapot lathatéan az egyméasra merdleges |2) és |g) ((Z|g) = 0) allapotok — amelye-
ket bdzisdllapotoknak nevezhetiink — linearis kombinaciojaként van folirva. Arra is emlékeztetiink,
hogy ezeket a bazisallapotokat egy adott mdédon beallitott kalcit kristdly sajatallapotainak nevez-
tiik. Nyilvanvalo tovabbé, hogy ugyanezt az |ég) allapotot egy masképpen beéllitott kalcit masféle
sajatallapotainak més linearis kombinaciojaként is fol lehetett volna {rni.

4.6 Feladat: Tekintsiink egy figgdlegesen polarizdlt fénynyaldbot, amely eqymds utdn dthalad a ko-
vetkezd berendezéseken:

(a) polarizdtor (Nicol-prizma), mely csak a fiiggdlegesen polarizdlt fényt engedi dt.

(b) polarizdtor (Nicol-prizma), mely csak a figgdlegessel +45°-ot bezdrd sikban polarizdlt fényt en-
gedi dt.

(¢) polarizator (Nicol-prizma), mely csak a vizszintesen polarizdlt fényt engedi dt.

(d) Magneses térbe helyezett specidlis anyag, ami +45°-al elforgatja a polarizicids sikot (Faraday-
effektus).

(e) N/4-es lemez, ami 5 relativ faziskilonbséget hoz létre a vizszintesen és fiiggdlegesen polarizdlt
komponensek kdzott.

(f) polarizator (Nicol-prizma), mely csak a fiiggdlegessel —45°-ot bezdrd sikban polarizdlt fényt en-
gedi dt.
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4.6.1 Feladat: Legyen a beesd fényhullam amplitiddja E. Milyen polarizdicidji és mekkora amp-
litiddji fény hagyja el az a, b, ¢, d, e és [ eszkézoket?

4.6.2 Feladat: Egyetlen fiiggblegesen polarizdlt foton lép be a rendszerbe. Mi figyelhetd meg az a, b,
¢, d, e és [ eszkozok utdn?

(Mekkora valdsziniséggel jut el oda a foton és milyen lesz a polarizdcidja)?

4.6.3 Feladat: A fény dllapota jellemezhetd eqy vektorral. Az E amplitiddji fiiggdleges polarizdciogi

feny pl. a o= (g) vektorral irhato le. Egy berendezésen dthaladva a fényt leird vektor megudltozik.

Ezt a wvdltozdst egy mdtrizszal lehet leirni. Pl. az (a) berendezéshez tartozo mdtriz: A = <8 (1)>

Irjuk fel a tobbi berendezésekhez tartozé mdtrizokat (B,C, D, E,F)! Adjuk meg hogyan transzfor-
malodik az imént megadott vektor, amint sorban halad végig az eszkizokén!

4.6.4 Feladat: Az el6z6 pontban olyan koordindtarendszert vdlasztottunk, amelynek x tengelye viz-
szintes, y tengelye fliggdleges volt. Vdlasszunk most egy ehhez képest 45°-kal elforgatott koordindta-

rendszert, amiben a vektor —45°-ban polarizdlt fényt ir le. Irjuk fel a fiiggdlegesen polarizdlt

0
E
fényt jellemzd vektort ebben a koordindtarendszerben! Irjuk fel a berendezéseket leird transzformdcids
mdtrizokat (A, B',C', D', E', F") és az egyes berendezéseken vald dthaladds wtdni dllapotvektorokat
is az elforgatott bdzisban és végezziik el az dllapotvektorok transzformdcidjat!

4.6.5 Feladat: Hatdrozzuk meg a transzformdcids mdtrizok sajatértékeit és sajdtvektorat!

4.6.6 Feladat: Az eredeti és az elforgatott koordindtarendszerben felirt dllapotvektorok és mdtrizok
egymdsba transzformdlhatok. Hogyan?

4.4. Altalanositas ketténél tobb dimenziora

A Stern-Gerlach berendezésre visszatérve, ezilist atomok esetén az inhomogén mezében szétvalo
nyalabok szama ketts volt, de ugyanez a helyzet H-, Na-, K-atomok esetén is. Ennek megfelelGen az
eziist atomok esetén azt mondjuk, hogy a kvantummechanikai probléma kétdimenziés. Kétdimenzios
a foton polarizacidjat érinté fontebb targyalt eset is. Vannak azonban olyan hasonlé feladatok illetve
kisérletek, ahol a jelenség tobbdimenzids. Stern-Gerlach tipusi kisérletet mas atomokkal elvégezve
azt talaltdk, hogy az inhomogén mégneses mezében eltériillé nyalabok szdma nem csak kettd lehet.
Pl. higany (Hg) esetén csak egy nyalab van, viszont vanadium (V) esetén 4, mangan (Mn) esetén 6,
vas (Fe) esetén 9. Az ok a kérdéses atomok sajatimpulzusmomentuméval, spinjével van kapcsolat-
ban és a magyarazatot késgbb latni fogjuk. Ezekben az esetekben az n dimenzié szam a nyaldbok
szama, azaz a fonti példakban n =1,4,6,9.

Az ilyen tipusid kisérletekbdl a kdvetkezs szabalyok vonhatdk le. A részecskének van egy kezdd
bemend &llapota, jeldljik ezt i-vel, amit valamilyen moédon preparaltunk. Ez a részecske belép
egy olyan berendezésbe, amelynek n kiilonb6z6 kimenete lehetséges, és amely utdn a részecske
tobb kiilonb6z8, a berendezésre jellemz6 ug, (kK = 1,2,...n) allapotba keriilhet (egy részecske
mindig csak egybe). Ez az n darab uy alkotja az adott berendezéshez tartozo béazisallapotokat, vagy
roviden bdzist. Minden kimenethez rendelhetiink egy komplex szdmot a ¢ = (ug|¢)) valoszintségi
amplitudét, amelynek abszolat érték négyzete megadja azt, hogy mekkora valészintiséggel megy a
k-adik csatornaba a részecske:

Puy, 4= ) = [(url)* = |ex]*. (4.16)

Err6l csak Ggy tudunk meggy6zddni, ha oda is tessziik a detektort. Mivel a részecske valamelyik

csatorndba biztosan megy:
n n
S k) = 3 Jerl? = 1. (1.17)
k=1 k=1
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Ha eleve valamelyik uy allapot volt a bejovs, akkor az eredmény biztosan ugyanez lesz. Csak a
k-adik csatornaba torténik kimenet, a tobbibe biztosan nem, azaz:

[ (urlur)| =1,
(uglupy =0, ha k#L (4.18)

Emiatt az ug allapotokat az adott modon bedllitott berendezés sajdtdllapotainak nevezziik. Meg-
allapodunk tovabbé abban, hogy azonos be- és kimend allapot esetén, nem csak az abszolut érték,
hanem maga a szorzat is 1: (ug|ux) = 1. A fonti Osszefliggések koziil az els6: |(ug|ug)| = 1 tulaj-
donségrol azt mondjuk, hogy a béazisallapot normalt. A masodik: (ug|u;) = 0 tulajdonsagrol pedig
azt mondjuk, hogy a bazisallapotok ortogonélisak, vagy méasnéven merGlegesek. A két foltételt
egylittesen teljesits allapotokat ortonormalt bazisnak nevezziik.

Ha a részecskét el6bb beengedjiik egy masik berendezésbe, amelynek sajatallapotai v;-k, majd
a csatornakbol kijove részecskenyalabokat tjra egyesitjiik, és ezutan engedjitk az A berendezésbe,
akkor az ug mérési eredmény amplitudojat a

n

S Cugvi) (vilw) (4.19)

i=1

osszeggel kell kiszdmitani.

5. Kvantumkriptografia, kvantumos titkositas kétallapott kvantum-
rendszerrel
5.1. Klasszikus kriptografia

Egy szoveg rejtjelezése a titkosirds vagy idegen szoval kriptografia régota hasznélatos tizenetek
kiildésére, kommunikaciéra. A kvantummechanika kétallapoti rendszerei pl. fotonok polarizacioja
erre egy érdekes lehetGséget nynajt. Miel6tt ezt targyalnank roviden ismertetjiilk az tigynevezett
klasszikus titkos kulcsa titkosirds modszerét. A szdveg betdit a titkositas céljabél egy-egy szdmmal

26. abra. A szoveg titkositasdhoz el6szor az egyes bettiket szamokkal helyettesitjiik

M

k

A titkositas abbol all, hogy az egyes betiikh6z tartozd szamokat mondjuk egy 5-tel nagyobb
szammal helyettetsitjiik Mod 30. Ekkor A KOCKA EL VAN VETVE sziveg igy néz ki: E OSGOE

S—>
-0
EHI—

N—<

—
0]
I3kl
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I[P AER AIXAI Az iizenet olvasdsiahoz a kulcsot ismernie kell a kiildének és a fogadonak is, de
mésoknak nem. A kulcs ebben az esetben az 5-6s szdm, amelyet az iizenet olvasdsakor a fogadd
kivon az egyes karaktereknek megfelel§ szambol. Egy ilyen egyszerti moédon kdédolt széveg azonban
gyorsan feltérhets vagyis a kulcs megfejthetd.

Azonban ha a bettit kodol6 szaimhoz mindig méas és mas véletlenszertien generélt szamot adunk,
majd az igy kapott szoveget irjuk le, az mar nem lesz megfejthetd, csak annak szamara, aki a kulcsot
is ismeri. Kz utobbi a Vernam-kéd, Gilbert Vernam amerikai kutaté nevérél, aki ezt a modszert
1918-ban javasolta. A kulcsot azonban idérél idére valtoztatni kell, mert egyébként az is megfejthetd.
Be lehet ugyanis bizonyitani, — ez 1925 koriil tortént — hogy a biztonsigos tovabbitashoz, vagyis a
megfejthetetlenséghez az kell, hogy a kulcs és a kddolando szoveg hossza azonos legyen. Ezt a kulcsot
emiatt egyszeri blokknak (one time pad) szokis nevezni. Ilyen titkosirassal iizent Che Guevara a
boliviai Gserdskbdl Fidel Castronak, illetve Dr. Sorge a szovjet elharitas Japanban kémkedd tisztje
a II. vilaghaboruban. O pl. Németorszag statisztikai évkonyvének elre megbeszélt szamtablazatait
hasznélta a kodoldsra. A kritikus pont nyilvanvaloan a kiild6 és a fogadé &lltal hasznalt kules
azonossaganak biztositasa.

Megjegyezziik, hogy manapsag pl. banki adatok tovibbitasira mas moédszert hasznalnak, egy
tgynevezett nyilvanos kulcst titkosirast, amely val6jaban szintén alkalmaz egy gyakorlatilag meg-
fejthetetlen, titkos kulcsot is. Ennek az un. RSA-algoritmuson alapuldé mdédszernek a leirasa meg-
taldlhato pl. a

http://hu.wikipedia.org/wiki/RSA-eljaras

cimen.

Megjegyezziik még, hogy a gyakorlatban mind a koédolandé széveget, mind a kulcsot megfeleld
hossztsaga binéris (0 és 1 szamokbol allo) karakterek sorozatéval szokas megadni.

Itt most viszont egy olyan kvantumos modszert fogunk ismertetni, amellyel elvileg is titkosan
lehet egy azonos kulcsot késziteni két fél, Aliz és Bob szamara. Ezt kvantumos kulcstovabbitasnak,
vagy Gjabban kvantumos kulcsgeneralasnak szokés nevezni, ez az alapja a kvantumos titkosfrasnak
a kvantumkriptografidnak.

5.2. Kvantumkriptografia és a BB84 protokoll

A ket fel: Aliz (A) és Bob (B) iizenetei nyilvanosak lehetnek, de a kodolashoz és a visszafejtéshez
titkos kulcsot hasznalnak, amelyet csak 6k ismernek. A kvantumos moédszer valojaban a titkos kulcs
atvitelehez sziikseéges A és B kozott, ezért a modszert kvantumos kulestovabbitasnak (vagy kules-
szétosztasnak) szokas nevezni. Az angol Quantum Key Distribution szavak roviditéseként QKD
modszerrdl illetve protokollrol is szoktak beszélni. A két fél (Aliz és Bob) a kulcsot mint megfelelo
qubitek sorozatat juttatjik el egymashoz, igy ha azokon egy harmadik, illetéktelen személy mérést
hajtana végre, akkor elrontja az eredeti allapotot, amit a két fél statisztikai modszerek alapjan észre
tud venni.

Az els6 QKD protokoll, a BB84-nek nevezett modszer, amelyet Bennett és Brassard javasolt
1984-ben. Ez valtogatva két nem ortogonélis, nem mer6leges bézist hasznal a kod elGallitdsara. A
BB&4 a kévetkezoképpen miikodik. A elallit egy klasszikus véletlen bitsorozatot, melynek k-adik
tagja legyen ajr. Ennek a bitsorozatnak egy alkalmas részsorozata lesz majd a titkos kulcs. Ezt
fogja A kodolni egy |¢k) kvantumallapot-sorozattal, amelyek egy kétdimenzios tér elemei. Ezeket
a klasszikus bitekkel szemben kvantumos biteknek qubiteknek szokas nevezni. A kédolas modjanak
meghatarozasdhoz A egy mdsik véletlen klasszikus bitsorozatot aj-t hasznal a kovetkezSképpen:
ap-t attol fiiggen kodolja egyik vagy mdsik bdzisban, hogy mi az a) értéke. Fizikailag, a tekintett
qubiteket fotonok polarizaciés allapotainak tekintjiik, a jelenleg mér kereskedelmi forgalomban is
kaphat6 kvantumtitkosité berendezésekben valéban ezeket is hasznaljak.
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27. abra. Aliz a fonti beallitdsokat hasznéalja

A két bazist a kovetkez6képpen valasztjuk. Az egyiket, melyet Z bézisnak neveziink, a [<)
és |]) allapotok, azaz a horizontalisan (vizszintesen), illetve vertikéalisan (fiigg6legesen) polari-
zalt fotondllapotok alkotjak. Ezekre a korabbiak szerint érvényesek a kovetkezok, («»| 1) = 0,
(o) =19 =1
A masik bézis elemei, amelyet X béazisnak neveziink, a +45°-ban, és —45°-ban polarizalt fotonalla-
potok, melyeket | ) és |\) modon jeloliink. Ez a bazis szintén ortonormalt. A két bazis kozott a
kivetkez6 kapcsolat all fenn: | ) = %(\H> + (1)), illetve |N) = \i@(\@ —[&)).

5.1 Feladat: Hogyan kapjuk meg a Z bdzis elemeit az X bdzis elemeinek seqitségével?

A protokoll szerint, ha, a,j,€ = 0, akkor Aliz a Z bézist hasznélja. A Z bézisban pedig ha a; = 0,
akkor a |pg) = [¢), ha a; = 1, akkor pedig a |pi) = |]) fotonallapotot kodolja. aj = 1 esetén
viszont Aliz az X bazist hasznalja, és ekkor ha a; = 0, akkor |pr) = | ), illetve ha a; = 1, akkor
ok) =N\
Ezutan A atkiildi a |¢k) kvantumos véletlen kodsorozatot B-nek, aki mérést hajt végre a |ok)
allapotokon. Méréberendezését 6 is véletlenszerden 4llitja be Z vagy X irdnyba, egy dltala vilasztott
b), klasszikus bitsorozat segitségével, ugyanazon el6iras szerint mint A. Vagyis, ha bj, = 0, akkor B
is Z iranyban mér, mig ha b, = 1, akkor X iranyban. A mérés eredményétdl fliggden 6 is létrehozza
sajat klasszikus by, bitsorozatat, ugyanazon el6iras szerint, ahogyan A. Azaz, ha a mérési eredmény
a Z beallitas soran [«»), akkor by = 0, ha pedig |]) akkor by = 1. Illetve, ha az X beallitast
hasznalta, akkor | ) esetén lesz by = 0, mig |\) esetén by = 1.

Vil4dgos, hogy ha B éppen véletleniil azonos bazisban mért, mint amelyben A kodolt, akkor az
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eredmeény elvileg egységnyi valdszintiséggel ugyanaz, mint amit A kédolt. Ha viszont B nem azonos
béazisban mért, mint amelyben A koédolt, akkor az eredménye csak 1/2 valoszintiséggel esik egybe
ap-val. Az alabb lathato tablazat Gsszefoglalja a lehetséges kimeneteleket, a tablazat 3-6. soranak
a 4-7. oszlopaiban a megfelel mérési valdszintségeket adtuk meg:

k) =0 b, =1
<) 11 7 1IN
A =0 ap=0 |o) 10 1/2 1/2
ah=0 ap=1 [} 0 1 1/2 1/2
d =1 ap=0 |7  1/2 1/2 10
ah=1 ap=1 |X)  1/2 1/2 0 1

bp=0 bp=1 bp=0 bp,=1

Ezek utan B egy nyilvdnos csatornan kozli A-val az 6 b} sorozatat, de titokban tartja by-kat. A
most mar meg tudja mondani B-nek, hogy melyek voltak ezek koziil olyanok, amelyekkel az 6 ko-
dolasi moédja megegyezett, azaz kivilasztjak azokat a vessz6tlen elemeket, amelyekre a vesszsek
megegyeztek. Lathato, hogy ha b, = a;g, akkor by = aj egységnyi valészintséggel. Az ezeknek a
k-nak megfelel§ biteket megtarthatjak, mint titkos kulcsot, ekkor ugyanis a kivalasztott ap-k rész-
halmaza megegyezik a megfelel§ by-k halmazéaval a masik oldalon. Ha valaki viszont csak a vesszds
bitsorozatrol szerez tudomadst, szaméara az ap-k (és bp-k is) egyformak, azaz 1/2 valoszintiséggel
lehetnek 0-k vagy 1-ek . Hidba tudja meg valaki a nyilvanos csatorna lehallgatasaval a bj -k értékét,
annak alapjan pontosan 1/2 annak a valoszintdsége, hogy ax értéke 0 volt vagy 1, azaz nem jut
informéciéhoz.

Valéjaban azonban A és B nem lehetnek biztosak abban, hogy a két megtartott bitsorozat
pontosan azonos, aminek két f§ oka lehet. Egyrészt lehetséges, hogy maga a qubiteket atvivg
csatorna nem tokéletes, azaz zajos. Maésrészt elfordulhat, hogy van egy harmadik személy, aki
lehallgatja az atvitt informéciot. Ezt a személyt E-nek szokis nevezni az angol “eavesdropper”
(hallgatézo) sz6 miatt. Természetesen E-nek az az érdeke, hogy A és B ne vegyék észre, hogy 6
lehallgatta az lizenetet. A kvantumos csatorna hasznélata miatt azonban A tudomast szerezhet
arr6l, hogy a csatornat lehallgatjak. Hogy ezt hogyan tehetik meg, az aldbbiakban targyaljuk.

E két modon probéalhat tudomast szerezni arr6l, hogy milyen |pg) qubit allapot ment 4t A
és B kozott. Egy primitiv médszer lehet, ha E mérést hajt végre a qubiteken. Tudjuk azonban,
hogy a kvantummechanikidban egy mérés altalaban befolyéasolja az dllapotot kivéve, ha FE abban a
bazisban mér, amelyben A kodolt. Noha FE esetleg tudja azt, hogy A melyik két lehetséges (az X
vagy a Z) bazist hasznélta kodolasra, mégsem tudja megfejteni a kulcsot, mivel a bazis vilasztas
véletlenszertien torténik. igy E még e tudas birtokdban is atlagosan csak a meéréseinek felében
nem fogja megvaltoztatni az eredményt. Egyébként maguknak a valasztott bazisoknak a szadma, is
lehet t6bb stb. Mésrészt pedig, ha a kvantumos informéaciéatvitel qubitjeit, mint a fonti példaban
fotonokkal valdsitjuk meg, akkor a kézbeavatkozis nyoman a foton elnyel6dhet és meg sem érkezik
B-hez.

Egy ravaszabb moédszer lehet ennél, ha E megprobélja lemasolni az atvitt qubit értékét egy
altala kiilon erre a célra hasznalt kvantumregiszterbe. Meg lehet azonban mutatni, hogy kvan-
tumallapotokat méasolni 100 % -os hitelességgel elvileg is lehetetlen. Ez az an. nemklénozhatdsdgi
tétel.

Latjuk tehat, hogy vagy a csatorna esetleges zajossaga, vagy E kozbeavatkozéasa miatt, az atvitt
qubitrendszer megvaltozhat. Err6l A és B azonban tudomést vehet oly médon, hogy félaldozza
a megtartott és a kozbeavatkozas nélkiil biztosan megegyezének gondolt bitjeinek egy részét, ugy
hogy ezeket nyilvanosan egyeztetik. Meg lehet mutatni, hogy annak a valdszintisége, hogy a titkosan
tartott bitek kozott valami miatt nem egyezk vannak, ardnyos a nyilvinosan egyeztetett és elté-
rének talalt bitek ardnyéval. Ha ez utébbi kicsi, tehat a nyilvanosan egyeztetett bitek lényegében
megegyeznek a két oldalon, akkor ugyanez igaz a titkosan tartott bitekre is.

Megjegyezziik még, hogy az itt ismertetett BB84-protokollon kiviil szdmos mas kvantumos tit-
kositasi protokoll is 1étezik.
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6. EPR-paradoxon, Bell-egyenlStlenség

A klasszikus fizikiban megvaldsitott mérés soran a mérés megdllapitja egy test, egy részecske vala-
milyen tulajdonsagat, amely a méréstdl fiiggetleniil a mérés végrehajtasa elGtt 1étezének tételezhetd
fol. A kvantummechanikiaban viszont — a tapasztalatok szerint — egy bizonyos szempontboél azonos
tulajdonsagi objektumokon, részecskéken egy masik tulajdonsigot megallapité mérés tébb kilon-
b6z eredményt adhat. A legegyszeriibb példa, a korabban latott fotonpolarizacios kisérletek koziil
az, ha mondjuk egy olyan nyaldbot vizsgalunk, amelyet el6zéleg pl. a vizszintessel 45°-0s szdget
bezaré irdnyban polarizédltunk. Ha ezt a nyaldbot egy olyan mdédon bedllitott kalcit kristalyra bo-
csatjuk, hogy annak polarizidcids sajatirdnyai a vizszintes és fiiggéleges irdnyok legyenek, akkor a
kalciton val6 athaladas utan a fotonok kb. fele vizszintes a masik fele fiigg6leges polarizacidju lesz.

Ezzel kapcsolatban folvethetd az a kérdés: Mitdl fiigg egy adott, eredetileg 45°-ban polarizalt
foton esetén, hogy az vizszintes vagy fiiggsleges polarizéltsagu lesz a kalcit utan? A kvantumme-
chanika valasza erre az, hogy a 45°-o0s foton a kalcittal valé kdlcsénhatds sordn vdlik vizszintes vagy
fliggbleges iranyuva. Ez a bejovs fotonba nincs el6re belekédolva, ezért eleve nem is lehetséges a
kérdésre egy adott foton esetén biztos valaszt adni, itt a legtdbb amit mondhatunk, a kiilonb6zs
kimenetelek valészintiségének megadasa. Masképpen mondva, ez a mérés nem megallapitja a foton
egy korabban meglévd tulajdonsagat, hanem megteremti ezt a tulajdonsagot, a megfelels val6szi-
niiséggel.

FEz a valasz azonban nem mindenkit elégit ki, mert elgondolhaté egy olyan vélasz is, hogy valo-
jdban minden foton esetén méar a kisérlet tényleges végrehajtasa el6tt létezik mindkét tulajdonsag.
Tehat pl. az, hogy 45°-ban is polarizalt és ugyanakkor vizszintesen is polarizalt, ha ez utobbit
kaptuk a mérés végén. Az mas kérdés, hogy a kvantummechanika nem ad errél szamot, mert nem
adhatd meg egyszerre egységnyi valoszintiséggel — azaz teljes biztonsaggal — a polarizacié irdnya egy
adott részecskénél két egyméssal nem parhuzamos irdnyban. Ez pedig azt jelentheti , hogy létezik
valamilyen — a kvantummechanikidnal mélyebb — elmélet, amely szerint ezek a tulajdonsigok egy-
szerre és pontosan megvannak a mért objektumban. Mivel pedig a kvantummechanika errél nem ad
szamot, azt nem tekinthetjik a fizikai valosag teljes leirasanak. Ezt az utébbi allaspontot képviselte
tobbek kozott A. Einstein is: és ezért sziiletett Einstein, B. Podolsky és N. Rosen hires cikke 1935-
ben melynek cime: “Teljesnek tekintheté-e a fizikai valosadg kvantummechanikai leirasa?” A cikk
végén arra a kovetkeztetésre jutnak, hogy a kvantummechanika nem teljes elmélet, de megjegyzik,
hogy szerintiik egy teljesebb elmélet a jovében meg fog sziiletni.

Egzakt definiciot igyekeznek adni a teljes elméletrsl:

“Teljes az elmélet, ha a waldsdg minden elemének megfelel egy fizikai mennyiség az
elméletben.”

De mi a valosag egy eleme? Frre is valaszt kapunk.

“Ha egy fizikai rendszer barmifajta megzavarasa nélkiil teljes bizonyossaggal, azaz egy-
ségnyi valoszintséggel meg tudjuk mondani egy fizikai mennyiség értékét, akkor 1étezik
a fizikai valésig egy olyan eleme, amely megfelel ennek a mennyiségnek.”

Einstein Podolsky és Rosen (EPR) egy részecskeparon végzett gondolatkisérlettel egy konkrét fi-
zikai szituaciét mutatnak be, amely szerintiik mutatja azt, hogy a kvantummechanika nem teljes.
Példajukban a részecskepéar koordinatajanak és az impulzusanak meérését vizsgaljak. Ehelyett azon-
ban érdemes inkabb azt a D. Bohm altal 1957-ben javasolt gondolatkisérletet tekinteni, amely egy
egyszertibb rendszeren ismétli meg az EPR-féle gondolatmenetet, ahol a mérési eredményeknek csak
kétfajta kimenete lehetséges, azaz mar egy kétdimenzids allapottér elegendd a probléma targyala-
sara. Itt konkrétan fotonok polarizaci6jat tekintjiik.

Az azdta ténylegesen is sokszor megvaldsitott kisérlet 1ényege a kovetkezs. Egy forrés fotonparo-
kat general, amelyek a térben kiilénb6z6 iranyokban, mondjuk a forrastol jobbra és balra terjednek.
A par tagjainak polarizacids allapotat egymastol fiiggetlentil mérni lehet. A mérések szerint a
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par tulajdonségai kozott szigora (anti)korrelacioé van, ami a kovetkezdt jelenti. Ha mindkét fotont
ugyanolyan polarizaciés beallitasi méréberendezésen engedjiik at, pl. vizszintes-fiiggsleges, A je-
14 berendezésen, akkor ha az egyik foton vizszintesen polarizalt, akkor a parja fiigg6legesen, vagy
forditva. Az A polarizator két lehetséges sajatallapotat itt most A+ illetve A— jellel fogjuk jeldl-
ni, a B polarizatorét pedig B+ illetve B— jellel. Ugyanez igaz, ha egy tetszéleges mas bedllitadsa
, de mindkét oldalon egyforma B berendezésen mérjiik mindkét fotont. Azok polarizacidja a B
berendezés ( operétor) szempontjabol is mindig ellentétes iranyu, ortogondlis allapot. Ez az anti-
korrelacids tulajdonsag kovetkezik a fotonpar keltésének modjabol is, amit alabb részleteziink. Az
ilyen tulajdonsagui részecskepirokat EPR-paroknak is szokis nevezni.

A.Einstein, B. Podolsky, N. Rosen (EPR) 1935,
bizonyitjak(?), hogy a kvantummechanika nem teljes
D. Bohm 1957

A- [ .
_ Kalcit Kalcit

A A
Kalcit Kalcit | B-
B B

Szigoru korrelacié van a két oldal eredményei kdzott, ha
ugyanolyan berendezés van mindkét oldalon.

28. abra. Az A polarizator két lehetséges sajatallapotat A+ illetve A— jellel fogjuk jeldlni, A B
polarizatorét pedig B+ illetve B— jellel.

Eszerint elegendd csak az egyik oldalon mérni. A péar méasik tagjanak enélkiil is meg tudjuk
mondani az allapotat, az tehat a méréstdl fliggetleniil létezik, mondja EPR. Nem lehet, hogy a
jobb oldalon azért mériink + -t, mert ezzel egyidében mérve a bal oldali mérés eredménye — volt,
ugyanis a hatés terjedéséhez id6 kell: ez a ,lokalités elve”, amit Einstein relativitaselmélete kiilondsen
hangstlyoz. A nem mért foton polarizacidja tehat a valosig egy eleme, mert azt annak mérése nélkiil
is egységnyi valészintiséggel meg lehet mondani.

Ennél még tobb is igaz, egy EPR-par esetén a részecske dllapotét egyszerre kétfajta (inkompati-
bilis) berendezés szempontjabol is meg tudjuk mondani, ami a kvantummechanika szerint lehetetlen.
Tegyiink ugyanis két kiilonb6z6 berendezést a két oldalra:
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Kiilonb6zo berendezések a két oldalon

—WF .
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29. abra.

B

|
g-»f-@-zr

-

Ha ekkor a bal oldali részecskén az A tulajdonségot (fizikai mennyiséget) meérjiik, akkor tudjuk,
hogy a jobb oldali parja az A szempontjabol milyen allapotu, ni. éppen merdleges a bal oldalon
mért irdnyra. Jobb oldalon viszont mérhetiink egy B beallitast berendezéssel, igy megéllapithatjuk
ennek az egyetlen részecskének mind az A, mind a B szempontjabol a polarizacios tulajdonsigait,
s hasonldéan a parjanak is a mésik oldalon. Fzek a tulajdonsagok tehat egyszerre meghatarozottak
egy-egy részecske esetén. A kvantummechanika viszont azt allitja, hogy egy adott beallitas (A fizikai
mennyiség) szempontjabol meghatérozott allapotban 1évs részecske egy masik beallitas (B fizikai
mennyiség) szempontjabol nem lehet meghatérozott allapotban, ha A és B nem egyiranytak, amint
az az abran lathato . EPR szerint tehat a kvantummechanika nem ad szadmot a részecskét egy-
szerre jellemz§ két fizikai mennyiségrdl, tehat nem teljes. N. Bohr ezzel szemben azzal érvelt, hogy
a két szétrepiils részecske egyetlen szétvalaszthatatlan kvantumrendszert alkot (a ma hasznalatos
szoval dsszefonddott dllapotban van) ezért az egyik részén torténs beavatkozas, meérés, a méasik oldal
eredményét is azonnal befolyésolja, még ha a két rész tavol is van egymastél. Ezt Einsein a lokalitasi
elvére hivatkozva nem tudta elfogadni, és a vita nem délt el.

A kérdés eldéntésére John Bell egy konkrét kisérleti elrendezést javasolt 1964-ben. Eszerint mér-
jiink a két kiilonbozé irdnyba repiil§ részecskék esetén mindkettdre egyméstol fiiggetleniil haromféle
fizikai mennyiséget, azaz haromféle lehetséges polarizaciot, A-t, B-t és C-t, igy hogy a polariza-
torok beéllitdsat minden fotonparra véletlenszertien véalasztjuk. Kideriil, hogy ezaltal kisérletileg
ellendrizhets, hogy a kvantummechanika allitasa a helyes, vagy az az Einstein féle elgondolas, hogy
a részecskék egyszerre tobbféle iranyt hatarozott polarizacioval is kell, hogy rendelkezzenek. Az
eredeti Bell-féle gondolatot itt egy egyszert, Wigner Jend altal javasolt moédon mutatjuk be.
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John S. Bell (1928-1990)

30. abra.

Tegyiik fol, hogy a részecskeparok tagjainak mar a mérés el6tt, attol fliggetleniil mindharom
irAnyban meghatéarozott irdnyta 4 vagy — polarizacidja van, és az ellentétes iranyba repiil6 részecs-
kéknek egy adott irany szempontjabol mindig ellentétes a polarizécioja. A lehetséges parok tipusét
a tablazat mutatja, ezek szadma 8, és jeloljiik egy konkrét méréssorozatnal a mért részecskepérok
tipusanak szadmat Np-val. Itt annyit irunk els, hogy a péar két tagja minden adott irdny szempont-
jabol ellentétes polarizacidjuak, ami kisérletileg igy is van, ha mindkét oldalon ugyanazt a beallitast
hasznaljuk.

bal oldalon jobb oldalon

A B C A B C
N+ + + - - -
N + + - - - +
N3 + — + - + -
Ny + — - - + +
Ns — + + + - -
Ne — + - + - +
Ny — — + + + -
Ny — — = + + +

Tekintsiik most azokat a parokat, amelyekre a balra repiil6 részecske A+, a jobbra repiil re-
szecske C'+ meérési eredményt ad. Ezek N(A+,C+) szama a fonti téablazatbol N(A+,C+) =
N5 + N4. Hasonléan azon parok szédma, amelyekre bal oldalon A+ jobb oldalon B+ az eredmény
N(A+, B+) = N3 + N4. Végiil pedig azoké, amelyekre balra B+ jobbra C+ az eredmény, ez a
szam N(B+,C+) = No + Ng. Kapjuk, hogy

N(A+,C+) < N(A+,B+) + N(B+,C+). (6.1)

Ezeknek a paroknak a szamét meg lehet mérni, és a fonti egyenlStlenséget 6ssze lehet hasonlita-
ni a kisérletek eredményével. Miel6tt ezt tovabb elemeznénk, fogalmazzuk at a fonti eredményt
valészintiségekre, hogy annak a kvantummechanikaval valé viszonyat {6l tudjuk tarni.

Legyen P(A+,C+) annak a valoszintisége, hogy egy véletlen valasztas soran a bal oldali megfi-
gyelg A iranyba +-t mér, s a parjan a jobb oldali C+-t stb. Ekkor nyilvan

N(A+,C+)

P(A-i—, C+) = 287]\]
=17
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és hasonléan a tobbi valoszintségre is P(A+, B+) = N—glij\;), P(B+,C+) = w. Ezek
1=1""7 )
alapjan a (6.1]) egyenlGtlenség a
P(A+,C+) < P(A+,B+) + P(B+,C+) (6.2)

alakba irhat6. Ez egy Bell-egyenl6tlenség, amely nem a kvantummechanikin, hanem azon alapszik,
hogy a részecskeparoknak a mérés el6tt mar meghatarozott tulajdonsigai vannak.

Vizsgéljuk meg mit mond a fonti val6szintségekrdl a kvantummechanika, ahogyan az alabbi dbra
mutatja. Egy valodi mérésnél egy-egy kristaly van mindkét oldalon, és ezeket forgatjuk egymastol
fiiggetleniil véletlenszertien az A, B és C irdnyba. Ha bal oldalon pl. A+ -t mériink, akkor a parja a
mésik oldalon A—. Annak a valészintiségi amplitidoja tehat, hogy ez a masik részecske egy tetszéle-
ges olyan éy irdnyba polarizélt, amely az A— irannyal 6 szoget zar be cos . A megfelel6 valoszintiség
tehat cos? #. Vagy ha az A+al bezart o = 7/2 — 0 sz6gét hasznéljuk ennek az ég iranynak, akkor ez
a valoszintiség sin? a. Mivel mindkét oldalon egymastol fiiggetleniil 1/3 valészintiséggel valasztunk
A-t, B-t vagy C-t, egy adott beéllitas valoszintisége 1/9. Annak a valészintisége pedig, hogy a bal
oldalon pl. A+ az eredmény amig a jobb oldalon nem mériink 1/2, igy az adott beallitasnal pl.
P(A+,C+) = i5sin?(A+,C+), ahol (A+,C+) a ket irdny kozotti szog.

Bell: N(A+,C+) < N(B+,C+) + N(A+,B+)

N(A+,C+) = N@H) P(A+,C+)/18
(kapcsolat a val6sziniiséggel)

OSZZEVETES A
- KVANTUMMECHANIKAVAL

P(A+,C+) =sin?(A+,C+)
A- P(B+,C+) = sin? (B+,C+)
P(A+, B+) =sin’(A+,B+)

31. abra. A Bell-egyenl6tlenség sériilése

Véalasszuk az abran mutatott specidlis irdnyokat, azaz legyenek a kalcit kristalyok, tehat a mé-
r6berendezések A, B és C sajatiranyai egymashoz képest 30°-kal elforditva. Vagyis legyen az
(A+,B+) = (B+,C+) = 30°-o0s szbg. Ekkor a megfelels kvantummechanikai valosziniiségeket
kiszamitva az eredmény:

1 1 1

P(A+,C+) = Esm2 60°, P(A+,B+) = Esin2 30°,  P(B+,C+) = Esm2 30°. (6.3)
irjuk be ezeket a valoszintiségeket a (6.2]) képletbe, s azt vessziik észre, hogy ezek az értékek nyil-
vanvaléan nem teljesitik (6.2) a Bell-egyenlttlenséget, mert ([6.2]) szerint ehhez az kellene, hogy
sin? 60° < 2sin? 30° teljesiiljon. Azaz igaznak kellene lennie a

3 1
g 6.4
4~ 2 (64)

38



eredménynek, ami nyilvanvaléan hamis.

Ezek szerint alkalmas irdnyokat véalasztva a polarizdtoroknak a megfelel kvantummechanikai
valoszintiségek sértik a Bell-egyenl6tlenséget. Igy direkt kisérleti lehetdség nyilik annak megalla-
pitasara, hogy a kvantummechanika vagy a Bell-egyenlGtlenségek érvényesek. A kisérletek szerint,
amelyek kézvetleniil a fonti N(A+,C+) stb. mennyiségeket mérik, a Bell-egyenlétlenség alkalmasan
vdlasztott A, B, és C irdnyok esetén nem érvényes, viszont érvényesnek bizonyulnak o kvantumme-
chanika dltal josolt eredmények.

Mindez azt jelenti, hogy vagy a méréstsl fiiggetleniil még a mérés elGtt egyszerre 1étezd tulaj-
donsagok foltételezése nem igaz, vagy pedig létezik egy nemlokalis kommunikéicié a par két tagja
koézott, azaz az egyik részecskeéllapot azért lesz olyan amilyen, mert a parjan, t6le messze, akar
térszeriien elvalasztott eseményként (1d. relativitaselmélet) valamilyen adott eredmeényt mériink.
(Meg lehet azonban mutatni, hogy ennek ellenére informéciot a két mérési hely kozott ilyen modon
nem lehet tovabbitani, ebbdl a szempontbol tehat a lokalitasi elv nem sériil.) Mindkét el6bbi 4llitas
ellentmond a természetrsl alkotott hagyomanyos folfogasnak. Az els esetben annak, hogy egy ré-
szecske esetén, az azt jellemz6 minden mennyiségnek — tehat az inkompatibilis mennyiségeknek is —
a mérés el6tt, attol fliggetleniil egyszerre van meghatarozott értéke. Ezt a foltételezést néha szokas
realizmusnak nevezni. A masodik esetben a lokalitdsnak mond ellent, abban az értelemben, hogy
egy részecskén végzett valamilyen mérés eredménye pillanatszerden befolyasolja a meérés helyétsl
tavol 1év6 parjan elvégzett mérés eredményét.

A Bell-egyenlétlenség teljesiilésére, illetve sériilésére vonatkozo elsd kisérletet J. F. Clauser és
munkatarsai végezték 1972-ben. Egy kés6bbi A. Aspect nevéhez fiiz6d6 (1982) kisérlet volt az
elss, ahol a fotonpar keletkezéset kovetGen a meéréberendezések (kristalyok) beallitasat a kiilonb6zo
lehetséges irdnyokba gy végezték, hogy ez a két esemény térszertien elvalasztott legyen, vagyis
az egyik kristaly bedllitasakor induld képzeletbeli fényjel nem érhette el a mésik kristalyt annak
beéllitasa el6tt.

Itt roviden az A. Zeilinger altal megvalositott (1995) kisérleti elrendezés vazlatat mutatjuk be,
amelynél az 6sszefonddott fotonpar egy nemlinearis kristalyban keletkezik.

UV-SUGAR
OPTIKAILAG NEM
LINEARIS KRISTALY Vo
(BBO)
CSATOLT FOTONOK

32. abra. Osszefonodott fotonpar keltése

A 351 nm-es ultraibolya lézerfény fotonjait a nemlinearis kristaly két kisebb energiaju fotonra
hasitja. Ezt a folyamatot a nemlinearis optikiban parametrikus lekonvertalasnak nevezik. Az igy
keletkez§ fénysugarak két egymést metszé kip paldstja mentén tavoznak a kristalybol, a fotonokra
vonatkozd energia és impulzusmegmaradasnak megfelelgen. A keletkez6 mésodlagos fotonpéarok
kozt lesznek olyanok, amelyeknél a par két tagjanak frekvenciaja, illetve hullamhossza azonos, 702
nm (ezt degenerélt esetnek nevezziik), de a polarizécios irdnyuk mindig ellentétes. Ez utobbiak
esetén a két kip nyflasszoge azonos, és a kuipok két metszésvonala mentén — a jobb oldali szimulalt
abran a két zold foltnal — kijové fotonparok éppen a kivant tulajdonsigiak. (Az abran a szinek
fiktivek, a zold szin a valojaban 702 nm-es infravoros fotonok kilépeési kupjait jelzi.)
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BELL-EGYENLOTLENSEG ES BB84-PROTOKOLL
Az exe fajlt letoltve és futtatva tobb szimuléacié kozil is valasztha-
tunk. Az els6 ezek koziil a Bell-egyenlGtlenség sériilését demonst-
‘ \' | ralja. A masodik — az alltalunk itt nem targyalt — kvantumos
meme wa | teleportaciot mutatja be. A harmadik pedig a BB84 kvantumos
kulcs tovabbitasi (QKD) protokollt szemlélteti.

A kisérletek egyontetiien a kvantummechanikai eredmény helyességét és a Bell-egyenlétlenség
sériilését igazoltak.

7. Kétréses kisérlet, hullamfiiggvény

Ebben a szakaszban a részecske térbeli helyzetének jellemzésével foglalkozunk. Egy alapvets kisér-
let ezzel kapcsolatban, amit Thomas Young végzett el elGszor fénnyel 1803-ban. Egy fényforrassal
szemben egy erny6n két nyilas van, amelyeken keresztiil a fény egy tovabbi ernyére jut, ahol in-
terferenciakép keletkezik. A jelenség hasonlo ahhoz, amit vizhullamoknél is megfigyelhetiink, ha
egy hullamkadban lévé gat két kis nyilasan engedjiik at a gat mdogiil érkezé vizhullamokat. Igy
a Young-féle kisérlet fontos bizonyitéka volt annak a hipotézisnek, hogy a fény hullimtermészet.
Ugyanilyen kisérletet azonban el lehet végezni véges tomegl részecskékkel pl. elektronokkal, sét
annal joval nagyobb atomokkal, még molekuldkkal is, és az interefernciakép szintén kialakul. Rész-
letesebben megnézve azonban az deriil ki, hogy a kép egyedi, lényegében pontszerd becsapddéasok
osszességeként alakul ki, amint az a[34] &brasoron lathato, nem agy mint pl. vizhullimoknal.

Re52 o

I<— D —'«— D —>—»

33. dbra. Young-féle kétréses kisérlet

A abran lathaté kisérletet elGszor Jonsson végezte el 1959-ben. A kisérlet leghiresebb
valtozatat, amelynek animéciojat alabb lathatjuk, pedig A. Tonomura végezte.

JONSSON-TONOMURA-KiSERLET
A Tonomura-kisérlet animaciéjan lathatjuk, hogy az elektronokkal
végzett kétréses kisérletben az inteferenciakép lényegében pontsze-
rii becsapédasok Gsszességeként alakul ki.

Ezt a rendkiviil megleps jelenséget most az el6z6 szakaszban megismert formalizmus segitségé-
vel, a kvantummechanika valoszintiségi amplituddinak fogalméaval fogjuk értelmezni. A részecske
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34. abra. Kétréses kisérlet eredménye elektronokkal. Az a, b ,c ,d, e abrak egyre hosszabb expo-
ziciés id6vel mutatjék a felfogbé ernyén az elektronok érkezését. Lathato, hogy az interferenciakép
egyedi becsapbdéasok eredménye. Ez teszi sziikségessé a kvantumos részecskék hullamtermészetének
valészintiségi értelmezését.
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erny6re valo érkezési pontjanak csak az egyik koordinatajat vizsgaljuk, legyen ez az x koordinata,
amely mer@leges az abran lathaté csikokra. Ahhoz a jelenséghez, hogy az eredetileg valamilyen
Y éallapotban 1évd részecskét az x helyen regisztralunk, egy (z]i) komplex szamot, valoszintiségi
amplitadot rendeliink. Ezek Osszességét tekintve, most nem egy szdmsorozatot kapunk, hanem egy
x-t6l fiiggs fliggvényt:

(xlit) = (), (7.1)

amely a v allapot jellemzésére hasznalhato, és hulldmfiigguénynek nevezziik. Az elnevezés okat alabb
részletesen indokoljuk. A részecske megtalalasi valoszintisége az erny6n a valoszintiségi amplitido
abszolut értékének a négyzete:

[ @l) [ = [ (2)]* = " ()¢ () =: p(z) = 0. (7.2)

A részecske megfigyelt koordinatdja egy folytonos valdszintiségi valtozd, ennek wvaldszindségs sdri-
ségfiiggvénye p(x). Ez azt jelenti, hogy annak a valoszintisége, hogy a v éllapotu részecskét egy
olyan = helyen regisztraljuk, amelyre x; < x < x3:

P(z) < x < x9) = / |op(z)|? do = /p(a;)dx, (7.3)

ami tetszGleges x1 < x9 altal meghatarozott intervallumra érvényes. Mivel az, hogy a részecskét
valahol regisztraljuk a biztos esemény, igy:

/Oop(x)dx = 7 [ (z)|? dz = 1. (7.4)

Ennek alapjan egy részecskét jellemzé dllapothoz tartozé hullamfiiggvényrsl azt kell eléirnunk, hogy
az abszolut értékének négyzetét integralva —oo és co kozott az eredmény 1 legyen.

A B4l abran lathato interferenciakeép a fontiek és az el6z6 szakaszban latott technikéval a ko-
vetkezSképpen magyardzhatd. Az eredetileg 1 allapotban 1évs részecske beérkezhet az els6 réshez
az els§ ernydn, ahol is az allapotat jeloljiik ¢i-el. Az ehhez rendelt amplitadé (p1|¢) . Ezutéan
tovabbhaladva regisztraljuk a hatsd ernyén az x helyen. A utébbi folyamathoz rendelt amplitudd
(x|p1). Ahhoz a részfolyamathoz, hogy a részecske az 1. résen érkezik az x helyre, a teljes ampli-
tado (z|e1) (e1]9) . Hasonléan, annak az amplitudéja, hogy ugyanez a 2. résen athaladva torténik
(|p2) (p2|t) . A teljes amplitudo a két lehetség dsszege:

(z[h) = (x|p1) (p1]¥) + (x|p2) (p2|th) , azaz (7.5)
Y(x) = p1(7) (1)) + p2(z) (p2|¥) = c1p1(x) + capa(w), (7.6)

ahol ¢1 = (p1]¢), ca = (p2]tp) . Ez utobbiakat azért jeloltiik igy mert a rés kiterjedését kicsi-
nek tekintjiik, s igy a résbe érkezés amplituddojat egyetlen szdmmal jellemezziik. A szuperpozicid
eredménye a két lehetdség interferenciaja. A részecske x helyen valé megtalalasénak valdszintiségi
strtiségét a négyzetre emelés utan kapjuk:

(@) = [erp1(2)]* + [eagpa ()| + 2Re(cieai (2) 2 () (7.7)

Az interferencia az utolsd tag miatt lép f6l. Lesznek helyek ahova kis valdsziniiséggel érkezik a
részecske, ezek a sotét csikok a végsd abran, és lesznek olyanok, ahova gyakran csapédnak. A kvan-
tummechanika megadja a fonti ¢ (z) és po(z) konkrét alakjat is, de ezzel itt most nem foglalkozunk.

Nem hangsulyoztuk eddig, de a hullamfiiggvény altalaban az id6t6l is fiigg, ilyenkor a jeldlésére
egy nagy gorog betiit fogunk hasznalni: W(z,t). Milyen lehet egy konkrét esetben ez a fiiggvény? Ez
fligg a kérdéses fizikai szituaciotol, dltalaban csak annyi van elGirva, hogy legyen négyzetesen integ-
ralhato, és a teljes = tengely mentén vett integralja legyen 1, a t valtozo tetszGleges értékénél, annak
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megfelel6en, hogy |¥(z,t)|? a részecske helyzetének valészintiségi strtiségfiiggvénye a ¢ idépontban.

A hullamfiiggvénynek ez az értelmezése Max Born nevéhez fiizédik. Ennek megfelelGen:
o0
/ 0 (2, )2 = 1 (7.8)
—o0

tetszoleges idépontban. Azt mondjuk ilyenkor, hogy a fiiggvényiink 1-re normalt. Ezt a kovetel-
ményiinket a késGbbiekben majd még finomitjuk. Ha a részecske helyét nem egy egyenes mentén
akarjuk megadni, hanem a haromdimenziés térben, akkor a hullamfiiggvény az = helyett mindhé-
rom térkoordinatatol fiigg: ¥(x,y,z,t) = ¥(r,t) azaz a részecske helyvektora lesz a valoszintiségi
valtozo, aminek siirtségfiiggvénye ekkor |¥(r,t)|?, amelyre elsirjuk a normalést harom dimenzioban.

Max Born (1882-1970)

35. abra.

Visszatérve egyel6re az egydimenzids esetre, ilyen fiiggvény pl. egy rogzitett idépillanatban a
P(x) =N e/ 4"3, ahol g az = koordinatatol fiiggetlen allando, N pedig egy tigynevezett norméalési
tényez6, amelyet gy kell megvalasztani, hogy a négyzetintegral 1 legyen. Az ehhez tartozo valoszi-
nifségi strtségfiiggveny [y (2)|? =: p(z) = NZ2e=2%/205 | A valészintiségszamitasbol ismert, hogy ez az
x = 0 pont koriil centralt standard normalis eloszlas stirtiségfiiggvénye, amelyet gyakran hasznalunk
az ¢ = 0 hely kdrnyezetébe lokalizalt részecske leirdsara. Az el6z8ek szerint a fliggvény altalaban
azonban fiigghet az id6tdl is, pl. agy, hogy a o helyett egy id6tél fiiggs o(t) szerepel benne, ekkor
persze az N is fiigg az id6t6l. Sokféle mas idéfiiggés is lehetséges, ami a vizsgalt konkrét fizikai
probléméatol fiigg. Egy ilyen id6fiiggd hullamfiiggvény lathato [iti]

A késGbbiekben majd részletesen foglalkozunk azzal a kérdéssel, hogy konkrét fizikai szitua-
ci6ban, példaul adott erd hatésa alatt, hogyan valtozik egy részecske allapota, azaz az allapotot
meghatérozé hullamfiiggvény.

8. De Broglie-hullAmok, szabad részecske Schrodinger-egyenlete

Amint azt a[7] szakaszban lattuk, ha egy részecske helyét vizsgaljuk a térben, és meg akarjuk adni,
hogy az milyen [¢) allapotban van, akkor annak az amplituadojat adjuk meg, hogy a részecskét az
x helyen talaljuk, ez a ¢(x) = (x[¢)) (4ltalaban komplex) hullamfiiggvény. (Itt egy dimenziora
szoritkozunk, a teljes térbeli megtaldlasi valoszindség amplitadoja a ¥(r) = (r|¢) haromvaltozos
fiiggvény.) Az allapot, illetve a ¢ (x) amplitudo6 természetesen altalaban idében is valtozik, ezt a ké-
s6bbiekben részletesen taglaljuk. A ¢ (x) = (x [¢) képlet a c; = (p; |¢) képlet folytonos megfeleldje.
A (x)-r6l azt mondjuk, hogy a [¢) allapotot koordindtareprezentdcidban adjuk meg. Megjegyez-
ziikk azonban, hogy egy részecske térbeli, vagy itt egy egyenes menti kvantumos mozgasa esetén
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is letezik megszdamldlhaté sok olyan |pg) allapotbol allo ortonormalt bazis, amellyel [¢)) kifejthetd:
[Y) = > ¢k |ox). Képezve mindkét oldal hullamfiiggvényét az (z|-el val6 szorzéassal az

(@) = erlxlon) (8.1)
P

azaz a

U(x) =Y crpr(x) (8.2)
k

kifejtést kapjuk, ami az ¢y (x) fiiggvényrendszer szerinti kifejtést jelenti.
Ha adott a ¥ () és p(z) hullamfiiggvény, akkor a (¥|¢) amplitudé a kvantummechanika szabalyai
szerint a

Wlo) = / o (@)p(e)dx (8.3)

integrallal szamithato ki. Eszerint az |pg) béazisallapotok ortonormalt volta a

(oslon) = / (@) on()d = b3 (8.4)

egyenldséget jelenti, vagyis a ¢ (x)-ek négyzetesen integralhato fliggvények. Ez utobbi szerint a
kifejtési egyiitthatot meghatarozo c; = (p; |¢) egyiitthatonak a

o= [ ei@s (85)

formulaval valo kiszamithatosiaga kovetkezik. A |¢r) megszamlalhato sok baziselem létezése tehét
azt jelenti, hogy létezik olyan megszamlalhato sok g (x) négyzetesen integralhato fliggvény, amelyek
segitsegével a szintén négyzetesen integralhato — egyébként tetszbleges — ¢ (x) fiiggvény kifejthetd.

Elsfordul azonban, hogy egy ¥ (x) fiiggvényre olyan kifejtést alkalmazunk, ahol a kifejtésre
hasznalt fliggvényrendszer nem diszkrét, hanem folytonosan sok elembdl all. Erre 1atunk egy fontos
példat az aldbbiakban.

8.1. A de Broglie-féle hullam

A hullamfiiggvény egy fontosnak bizonyuld els§ konkrét alakjat Louis de Broglie irta f6l 1924-
ben. De Broglie a fotonok energidjara és impulzusara vonatkoz6 Einstein altal javasolt képleteket
— amelyeket a 2. szakaszban targyaltunk — véges nyugalmi témegd részecskére pl. az elektronra
is kiterjesztette, de éppen forditott irdnyban jart el, mint Finstein. Nem a hullamhoz rendelt
részecskét, hanem a részecskéhez hullamot.

Louis de Broglie (1892 — 1987)

36. abra.
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Ennek a de Broglie-hullimnak a hullimszama az x tengely mentén halado, adott p impulzusta
és € energiaji szabad részecske esetén k = p/h, frekvencidja pedig w = £/h. Igy a hullamfiiggvény
alakja:

\I/p(:e,t) _ Cei(lm—wt) _ Cei(;mc/h—st/ﬁ)7 (8.6)

ahol C' egy allando, amelyet \/ﬁ— nak valasztunk. E valasztas okat az alabbiakban latjuk majd. A
p index arra utal, hogy ez a fiiggvény konkrétan egy hatarozott p impulzusa részecskét ir le. Mivel
egy erémentes, m tomegii nemrelativisztikus részecske esetén € = p?/2m, a fonti hulldmot az

1 p?
U, (z,t) = ——'Pr3m1)/h 8.7
o= &7
alakba is irhatjuk. Megjegyezziik, hogy ebbél az kdvetkezik, hogy egy tomeggel rendelkezd részecs-
2
kére w # ke, hanem w = %

Meélyebben is meg lehet alapozni, hogy egy p impulzust allapot amplitidoja éppen a fonti
VU, (z,t), de itt egyel6re megelégsziink ennek a ténynek a kimondasaval.

A W, (x,t) fiiggvény viszont nem négyzetesen integralhato, hiszen |¥,(z,t)|? = |C]* minden z-re
allandé, s ez az el6z6ekben mondottak szerint azt jelzi, hogy szigortan véve ilyen allapot nem is
létezik. Ennek a probléménak a megoldasat a kdvetkez6 alpontban elemezziik.

| 2

EGY DE BROGLIE-HULLAM

Az animéci6 egyetlen de Broglie- hullam idébeli valto-
zasat mutatja. Az abra folsG részén a szines sdv magassaga
a hullamfiiggvény abszolut értékét mutatja térben és idében.
BT A képlet szerint ez mind térben, mind id6ben allandé.
~ | A hullam fazisanak értékét egy adott helyen és idében egy
alkalmas szinkod segitségével jelezziik. Az abra alsd részén
pedig a hullamfiiggvény valos részét (kék) és képzetes részét
(piros) lathatjuk.

8.2. A szabad részecske Schrodinger-egyenlete

Schrédinger olyan differencidlegyenletet keresett, amelynek a W, (z,t) fiiggvény megoldasa, tovabba
olyat, amely id6ben elsérendi. Az egyenlet alakja a kovetkezd:
,haq/p h? 9%,
th———=———F—
ot 2m Ox2’
amelyet a szabad részecske Schrodinger-egyenletének neveziink. Most megmutatjuk, hogy ¥, (x,t)
kielégiti a fonti egyenletet. Felhasznalva, hogy
ov ov ip 0*W p?
h—L =ev, —L=—_ P = _—— U 8.9
ot Fr Thy P a2 h2 P (8.9)
amibdl latszik, hogy a (8.8) egyenlet fonnall, ha figyelembe vessziik, hogy € = p?/2m. Folhiviuk
mar itt a figyelmet arra, hogy a kozépss képlet szerint, a de Broglie-hullam esetén

(8.8)

—ih—2> =p¥ 8.10
¢ o p¥p ( )
azaz a V), derivaltjanak —ih-szorosa a W,-nek éppen a p-szerese. A de Broglie-hullam alakja adott
. 1 1 i
- m(?ndjuk t =0 - idépontban vy, (z) = \/ﬁelkx
Am mostantél nem a de Broglie-hullim alakjat tekintjiik alapvetének, hanem magat a (8.8)
egyenletet, és megnézziik, hogy milyen egyéb megoldasai lehetnek ennek az egyenletnek. Az egyenlet

linearitdsa miatt ennek megoldasa lesz de Broglie-féle hulldimok barmely

ZCjei(Pj-T—Ejt)/ﬁ (8.11)
J
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alaki véges vagy végtelen szuperpozicidja is, kiilénboéz6 C; egyiitthatokkal, ha minden tagban ér-
veényes, hogy €; = p; 2/2m. Egy ilyen &sszeg esetén azonban mér nem beszélhetiink meghatéarozott
impulzusi allapotrol, tehdt egy de Broglie-féle hullamrol, mert lathatélag sok kiilonb6z6 p; szerepel
benne. Ugyanakkor a fonti diszkrét végtelen 6sszeg sem négyzetesen integralhato.

HAROM DE BROGLIE-HULLAM SZUPERPOZiCIOJA

r Az animaci6 felss részén az egyes hullamfiiggvények abszo-
- =% | lut értéke lathato a fazis szerint szinezve. Az alsé rész a

fonti harom de Broglie-hullam (8.7)) szuperpoziciojénak id6-
s L

beli valtozasat mutatja a fazis szerint szinezve.

DE BROGLIE-HULLAMOK SZUPERPOZiCIOJA
Az abra felsg fele harom de Broglie-hullamot mutat:
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ mindegyiket egy legfeljebb egységnyi magassagu szines sav-
: val abrazoljuk. A sdv magassiga az amplitudéval ardanyos, a
‘ ’ szinezés pedig a fazist jeloli. Az egyes de Broglie-hullamok
amplitiadéjat és hullamszamat a bal oldali manipulatorokkal
allithatjuk be. Az abra als6 fele a harom de Broglie-hullam
szuperpoziciojat mutatja.

A szabad részecskére vonatkoz6 Schrodinger-egyenletnek négyzetesen integrdlhaté megoldasdt
kaphatjuk viszont, ha de Broglie-hullamok folytonos 6sszegét, azaz integraljat tekintjiik, diszkrét
Cj -k helyett egy megfelels C'(p) valés valtozos fiiggvénnyel:

(z,1) /c Upe=Et)/h gy, — /c ipz=p*t/2m)/h gy, (8.12)

Irjuk a tovabbiakban a C(p) fiiggvényt C(p) = 1 (p)/v/2rh alakba, aminek célszertiségérsl alabb
meg fogunk gy6zédni. Igy a szabad részecske Schrodinger-egyenletének legaltalanosabb megoldésai
a

U(z,t)

\ilpa—pt/2m) 1 8.13
m / v P (8.13)

alaku fiiggvények. Egy-egy konkrét megoldast, amelyekhez valamilyen megadott kezdeti allapotbol
indul6 hullamfiiggvény tartozik, az itt egyelére nem konkretizalt ¢ (p) fiiggvénnyel szabhatunk meg.
Mint alabb latni fogjuk, ez a U(x,t) négyzetesen integralhaté és emellett 1-re normalt lesz, ha a
P (p)-re is éppen a [ [P(p)|2dp = 1 foltételt irjuk els.

Az alabbiakban egy adott id6pillanatban, célszertien a ¢t = 0 id6pontban, vizsgaljuk a ¥(z,0) =

Y (x) fiiggvenyt. Ez utébbi a
1 -
v(e) = = [ D)y (5.14)

alaka. Integrélés itt is a (—oo,00) intervallumra torténik, de azt most sem irjuk ki. Réismeriink,
hogy a formula lényegében éppen a z;(p) fliggvény Fourier-transzformaltja, vagy mas szoval
a Y (x) fliggvény Fourier el6allitasa. A matematikabol ismert, hogy adott négyzetesen integrdalhato
Y(x) esetén azt a 9)(p) fiiggvényt, amelyikkel éppen az adott 1 (x)-et allitjuk els a fonti szuperpo-
zicioval a

= 71 x)e Pr/y
I = / (a)em P/ (8.15)

formuldval szamfithatjuk ki. Ez az inverz Fourier-transzformécio. Ismert tovabbé a Fourier-transzformaltakra
vonatkoz6 Parseval-Plancherel-tétel, mely szerint, ha a ¢ (p) négyzetesen integralhato, akkor i (z)
is az, tovabba, ha

/|1j~)(p)\2dp ~ 1. akkor /|¢(m)|2d:n _ 1 (8.16)
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Lassuk ennek igazolasat:

1= [Fwiwi = [ (éﬁ / w(x)eim/hdx> dp —
= J;Th/w) </1ﬁ*(p)e‘i”$/hdp> da = (8.17)

_ ﬂl?h / (V2T (z)de = / b2y (2)dz,

ahol foltételeztiik, hogy az x és p szerinti integrdlas sorrendje folcserélhetd.
Lathato, hogy az integralok létezésén tul a ¢(p)-nek és vele egyiitt a ¢ (x)-nek éppen 1-re valo

normaltsagat az biztositja, hogy az 1} és 1} képletekben is az \/% tényez6t hasznaljuk.

(z—z0)? | .pg.
8.1 Feladat: Tekintsiik a 1o(x) = t=—e_ w8 TR Gauss-tipusii hulldmfiigguényt.

o2
a) Ellendrizziik, hogy vo(z) valdban normdilt.
b) Szamitsuk ki a o(p) fligguényt.

Lathato, hogy egy adott pillanatban a v (z) helyett azzal egyenértékien a 1/;(]3) is hasznélhato az
allapot leirasara. A vagy a képletek szerint a ﬂ;(p) fliggvény annak a mértékét hatarozza
meg, hogy egy adott p impulzusnak megfelels e*/M alakt hullam mekkora ardnyban, vagyis — a mar
hasznalt terminolégia szerint — milyen amplitiddval szerepel az adott allapotban, amelyet eddig a
() figgvénnyel adtunk meg. Ennek megfelelen annak a valdszindségi siriségét, hogy a kérdéses
allapotban a részecske impulzusa éppen p a

o(p) = ¥ (p)I? (8.18)

fliggvény adja meg , és a tétel szerint ez a fliggvény is normalt, ahogyan annak lennie is kell.

Ramutatunk itt arra is, hogy a kordbbi irdsmoédot alkalmazva, annak az amplitudéjat, hogy a ¢
allapott részecske impulzusat meérve azt éppen p-nek talaljuk (p|y)-vel jeldljiik. Ez ut6bbi nyilvan
azonos a 1h(p)- vel, azaz

b(p) = (ply). (8.19)

Miésrészt, annak az amplitidéja, hogy az adott p impulzussal biré részecske az x helyen taladlhaté
(x|p). Mivel ez de Broglie szerint éppen \/ﬁewx/h, igy

1 ipx/h
(alp) = <= /. (8.20)

9. Az egydimenziés mozgas Schrodinger-egyenlete

Az el6bbiekben lattuk, hogy a szabad részecske hullamfiiggvénye (valoszintiségi amplitidoja) eleget
tesz az ih%—\f = —%% egyenletnek. Az egyenlet altalanosabb alakja, egy V(x) potencialtérben
mozgo részecske Schrodinger-egyenlete:
.ha\ll(a:,t) h? 9%V (z,t)
i =

T = A V@)U (as ). (9.1)

A kvantummechanikaban ez lép a Newton-féle mi = F(x) egyenlet helyébe abban az esetben, ha
az erd konzervativ F(x) = —8%1/(35). A egyenletet, illetve annak késébb bevezetendd alta-
lanosabb alakjit a kvantummechanikdban ugyantgy posztuldtumként tekintjiik, mint a klasszikus
mechanika Newton-egyenletét. Ez a kvantummechanikai mozgasegyenlet, mert ez hatarozza meg a
részecske allapotanak idébeli valtozasat adott kiils§ potencialis energia, azaz adott kiils6 ers esetén.
Az egyenlet matematikai szempontbol egy idében elsérendii, de az = koordinatdban méasodrendd
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parcialis differencidlegyenlet, amelynek megoldasa joval bonyolultabb, mint a megfelel§ potencial-
térben mozgé klasszikus mechanikai részecske mozgasegyenlete. Ez utébbi ugyanis egyetlen kdzonsé-
ges mésodrendi differencidlegyenlet, vagy a kanunikus formalizmusban (Hamiltoni-mechanika) két
els6rendd differencidlegyenlet. A kvantummechanikai feladat mar egyetlen részecske egydimenzios
mozgasa esetén is bonyolult, de még komplikiltabb a helyzet, ha a mozgis haromdimenziés vagy
egyszerre tObb részecskét is vizsgalunk, ezért egyelSre csak az el6bbi esetre szoritkozunk.

Erwin Schrodinger (1887-1961)

37. abra.

9.1. Kvantumos kauzalitas

A egyenlet fontos tulajdonséga, hogy idében elsérendd. Emiatt, ha megadjuk a ¥(z,t =0) =
Y (x) fiiggvényt mint kezdeti értéket, akkor ennek alapjan az egyenlet megoldéasaval megkaphatjuk,
hogy milyen lesz az allapot késGbb, azaz hogyan valtozik id6ben a W(x, t) fiiggvény. Ez a kvantumos
kauzalitas, amely szerint egy kordbbi allapotb6l kovetkezik a kés6bbi. Hangstlyozzuk azonban, hogy
valamely fizikai mennyiség mérése szempontjibol altalaban mind a kezdd, mind a késébbi allapot
csak valdszintségi informaciot tartalmaz.

9.2. Linearitas

Egy tovabbi lényeges tulajdonsig, hogy a egyenlet linedris, azaz az ismeretlen fliggvény és
annak derivaltjai is csak az els6 hatvényon szerepelnek benne. Emiatt ha Uq(x,t) és Wa(x,t) a
Schrodinger-egyenlet egy-egy megoldéasa valamilyen Wy(z,t = 0) = ¢1(x) illetve WUo(z,t = 0) =
o(x) kezdeti értékekhez, akkor megoldas lesz a

U(z,t) =1 Vi(z,t) + c2Va(z, ) (9.2)

alaku fliggvény is, ahol ebben a linearis kombinacioban ¢ és co tetszbleges komplex szamok.

9.1 Feladat: Igazoljuk, hogy a linedris kombindcid valdban megolddsa a Schrodinger-egyenletnek.

A linearis kombinacié allhat természetesen tobb, akar végtelen sok tagbol is. Ezen tulajdonsig
szempontjabol viszont a Schrodinger-egyenlet egyszertibb, mint a klasszikus mechanikai egyenletek,
mert ott a mozgasegyenlet (néhany ritka kivételtsl eltekintve) dltaldban nem linearis, a klasszikus
mechanikidban két kiilénb6z6 kezdeti foltételhez tartozd megoldas ilyen tipusd szuperpozicidja mér
nem lesz megoldas.
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9.3. A valbsziniiség megmaradéasa, a kontinuitasi egyenlet

Egy harmadik fontos tulajdonsaga adddik a Schrédinger-egyenletnek, ha megvizsgaljuk a

U (2, ) = p(x,t) (9-3)

fliggvényt, amely a részecske x tengely menti valoszintségsiirtisége. Emiatt a

/p(x,t)d:c = / U (z,t)|*de =1 (9.4)

normaltsagi foltételnek minden idépillanatban teljesiilnie kell. Megmutatjuk, hogy a Schrédinger-
egyenletbél kovetkezik, hogy ezt elegend§ a ¢ = 0-ra megkovetelni, abbél mar kovetkezik, hogy az
integral mindig 1.
Ehhez szorozzuk meg —t a komplex konjugaltjaval, illetve vegyiik az {gy kapott egyenlet
komplex konjugaltjat:
2 2
m\y*%‘f _ —2%\1/*27‘5 +V (@)U, 9.5)
20 ol

_iRU _ g2
ih ot 2m = Ox?

+ V(@)U (9.6)

A két egyenlet kiilénbsége osztva ih-val :

olw* (0T 9P\ h 9 (0¥ _9U*\
o0~ am\Y o Vo) T Tomioa\" 0x  Vos )T
d h ov ov*
=2 2 (= . .
ox 2mi ( Ox Ox ) (8.7)
A jobb oldalon szerepld
h ov ov*
— W*i _— — = y -
2mi ( ox 83:2) J (5:8)
mennyiség neve valoszintségi dram (fluxus), s igy egy
op 0j
—+—==0 9.9
ot * ox (9:9)

kontinuitasi egyenletet kapunk. Ennek az egyenletnek az integrélja, tetszéleges rogzitett interval-

lumra:
b

b
Gilve 0P de = 5 [ w0 de = ~(i0) - i) (9.10)

Az [a,b] intervallumon beliil val6 tartozkodas valoszintisége az a helyen a pozitiv z irdnyban be-
foly6 és a b helyen a pozitiv x irdnyban kifoly6 valosziniiség kiilonbségével egyezik meg. Az [a, b]
intervallum végpontjait toljuk ezutan ki a végtelenbe, ahol eléirhatjuk, hogy az dram ott ttinjon el,
azaz ott j(oo) = j(—o0) = 0 legyen. Ekkor

a

d o

o | (z,t)|*dx = 0, (9.11)

azaz ha kezdetben ~
/ |U(x,t = 0)%dz =1 (9.12)

— 00

a fliggvény normélt volt, akkor a Schrédinger-egyenletbél kovetkezGen ilyen is marad.
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10. Varhato érték, szoras

A kvantummechanikiban egy A fizikai mennyiség mérésekor kapott eredmény a véletlentdl fiigg,
azaz matematikai értelemben a mérési eredmény egy valoszintségi valtozd. Még ha a berendezésbe
bemend allapot mindig ugyanolyan 1 is, amit itt foltételeziink, a kimendg allapot, illetve a neki
megfelel§ mért érték altalaban tobbféle lehet, és ezekre nézve valoszintiségeket mondhatunk csak.
Tegyiik fol elGszor, hogy az A mennyiség mért értékei diszkrétek, mint a Stern-Gerlach tipusu kisér-
letben és jeloljiik a mérési eredményeket ay-val. Jeldljiik tovabba Ni-val azt a szamot, ahanyszor a
mérési eredmény ay-nak adédott.
Ekkor a mért mennyisegek szamtani kozepét (A)-val jelolve:

(4) = %ZNkaky (10.1)
k

ahol N = )", N}, az sszes mérések szama. Az % szamot, amelyre érvényes, hogy 0 < % <1, az ag
mérése relativ gyakorisaganak nevezziik. A képlet a kisérletek nyoman kaphaté kézépérték,
most ezt a formuldt extrapolalva N — oo esetére, egy elméleti eredményt irunk le.

Ha az N szam egyre nagyobb, illetve gondolatban a végtelenbe tart, akkor az % hanyados tart

az o mérésének valdszintiségéhez
Ny,
N> . 10.2
o Play) (10.2)

A fonti (10.1) 6sszegbdl igy kapott hatarértéket az A fizikai mennyiség varhato értékének nevezziik,
és (A) -val jeloljiik:

(A, = Plo)ou. (10.3)
k

A valoszintiségszamitasban ezt a mennyiséget a mérési eredmény — mint valdszintiségi valtozd —
varhato értékének nevezik. Mint kordbban lattuk a P(«y) mérési valosziniiségre érvényes a P(ay) =
[(ug |1) |? = |cx|? Bsszefiigges, és tudjuk, hogy >, |ex|> = 1. Ezek szerint ilyenkor az (A),, varhato
érték a kovetkezd ekvivalens alakokba irhato:

(A)y = [k [9) Pae = (0 [ug) o ug [90) = (10.4)
k k
= Zak\ckF = Z CLOKC- (10.5)
k k

Az A fizikai mennyiség mérésekor gyakran sziikség van annak valamely f(A) fiiggvényére is,
pl. a négyzetére: A% vagy az exponencidlisara: exp(A). Ezek meért értékeit ugy kapjuk, hogy
az A mérésekor kapott «y eredmeények megfelels f(ay) fliggvényét képezziik. Ennek megfelelGen
bevezethetjik az f(A) varhato értekét is az

(F(A)y =D Flow)lexl? (10.6)
k

definiciéval.

A mérési eredmények kiértékelésénél és a valdszintiségszamitasban egy tovabbi fontos mennyiség
annak a mértéke, hogy az egyes mért eredmények mennyire térnek el azok atlagatél, azaz a varhato
értekt6l. Képezzilk ehhez a mért értekek ¢s az atlag oy — (A),, killonbségének a négyzetét, és
atlagoljuk ezeket, majd tekintsiik most is a kapott redmény hatarértékét az N — oo esetre. A

kapott eredmény N
> Sk = (A),)? = " Plag)(ax — (4),)% (10.7)
k

k
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Ez utobbi mennyiséget az A mennyiség szorasnégyzetének nevezziik a 1 allapotban, és (AA)%p—vel
jeldljiik. (AA)i—t a kivetkezd szokasos alakba is irhatjuk:

(AA)% = Plag)(ar — (A),)* = Plar)(af — 20 (A), + (A)7). (10.8)

k k

vagy kihasznalva a varhato érték definici¢jat:
(AA)? = <(A - <A)w)2>w = (4%), — (42, (10.9)

Szorasnak nevezziik (AA)fp négyzetgyokét, amelynek definicioja ezek szerint:

@ = (A= ), =, - @3, (10.10)

Egyszertien lathatd, hogy a szérdsnégyzet, s emiatt a szoras is, tetszéleges ¢ allapotban nemnegativ,
valamint nulla akkor és csak akkor lehet, ha van egyetlen olyan «, amelynek mérési valoszintisége
a 1 4llapotban 1, az dsszes t6bbi ag-¢ pedig nulla, azaz P(ay) = dnx. Eppen az ilyen ¢ allapotokat
neveztiik kordbban az A mennyiség sajatallapotainak, és ekkor nyilvanval6an <A>¢ = an. Az
ilyenkor 1 valdszintiséggel mért «,, érték pedig az A sajatértéke.

10.1 Feladat: Miért nem alkalmas az dtlagtol valo eltérések kiilonbségének dtlaga, azaz az

<A — <A>¢>w mennyiség az dtlagtol valo eltérés mértékének kifejezésére?

Térjiink most at arra az esetre, amikor a mért értékek folytonosak, és tekintsiik itt konkrétan egy
részecske x koordinatajanak mérését. Tekintsiik az x tengely egy diszkrét xi beosztasat és jeloljiik
Np-val azt a szamot, ahényszor az N méreés koziill az eredmény a Axy = 11—z intervallumba esik.
Ekkor Ni/N = p(Zp)Axg, ahol Ty egy a Axy intervallumba esé érték. A beosztéds finomitasa soran
igy kaphato p(z) definialja lényegében a koordinata — mint valoszintseégi valtozo — valoszintségi
stirdségfiiggvényét. A mérési eredmények szamtani kozepe Y, T, (Ni/N) = >, Tpp(Zr)Axy, ami
N novelése és a beosztas finomitésa esetén az

(X) := /xp(x)dw (10.11)

integralhoz tart, ez a koordinatamérés varhato értéke.
A kvantummechanikdban azonban nem a p(z), hanem az azt meghatarozo hullamfiiggvény az

alapveté mennyiség. Valamely rogzitett ¢y idpontban a W(z,ty) = ¥ (x) jeldléssel, p(x) = |[1p(x)|?
alapjan:
(X) = / V* (2) () da. (10.12)
Ha az idéfiiggést is figyelembe vessziik, akkor a varhato érték is id6fiiggs:
(X)(t) = /\P*(m,t)m\l’(m,t)dm. (10.13)

Az el6z6ekben mondottak szerint a koordinata, mint X fizikai mennyiség valamely f(X) fiiggvényét
az

(f(X)) () = /\Il*(x,t)f(x)\lf(as,t)daz (10.14)

formuléaval szamithatjuk ki. A koordinata szorasnégyzetét pedig a

(AX)? = (X% — (X)* = /w*(x)xzw(x)da: - (/ ¢*(x)w(x)dx>2 (10.15)

képlet adja.

Megjegyezziik még a kovetkezot. A jelolés itt is — mint korabban a diszkrét esetben — azt tiikrozi,
hogy X a részecske koordinatajat, mint fizikai mennyiséget jeloli. Mig x azt a valtozét jeldli, amilyen
értékeket ez a koordinata egy-egy mérés soran eredményez.

51



11. Az impulzus és a koordinata operatoranak bevezetése

Amint az a koordindtara érvényes, az impulzusra is igaz lesz, hogy valamely kvantummechanikai
allapotban mérve a részecske impulzusat altalaban sokféle kiilonb6z6 eredményt kaphatunk, tehéat az
eredményeknek csak valamilyen valészintiségi eloszlasarol lehet beszélni. Az el6z6 szakaszokban a de
Broglie-hullamok szuperpozici6janak kapcsan mér utaltunk arra, hogy az ott szerepld 1,Z~)(p) fliggvény
annak az amplitudoja, hogy a részecske impulzusa éppen p. A megfeleld valoszintségstirtiség o(p) =
\1/;(]))]2, és igy az x koordindta varhato értékéhez teljesen hasonléan az impulzus varhato értékét
definidlhatjuk a

(P) = / po(p)dp = / 5 ()i (p)dp (11.1)

atlaggal. Most megmutatjuk, hogy ezt a viarhato értéket akkor is ki tudjuk szdmitani, ha az x tengely
menti megtalalas valoszintiségi amplitudojat ismerjiik, anélkiil, hogy elgbb 1 (p)-t meghataroznéank.
Ehhez a kovetkez6 atalakitdsokat hajtjuk végre:

T _ 1 * ipz/h _ 1 % <_. 8> ipz/h
P == / v e = —— / 9*(a) (~ina ) e/, (11.2)

emiatt
P = [ = [ [ (<ing) i) o= ars)
= g [ (g ) (f e oo ) = )
~ [v@ (-ing. ) vialas, (11.5)
tehat

/¢ (—m )w(x)dx. (11.6)

Errél az eredményrél azt mondjuk, hogy az (z iranyt) impulzust a ¢ (z) fliggvények terében a

A 0

P = —zh% (11.7)
differencialoperdtor reprezentalja. A kifejezés szerkezetében hasonlit a és a
Osszefliggésekhez, azokban a fliggvény és a komplex konjugaltja kézott a fiiggvény valtozdja szerepel
az integrandusban, amelyet ugy is folfoghatunk, hogy az z illetve a p szorozza a mogodtte allo
fliggvényt, és ezek is operatoroknak tekintheték. Ezt masképp tgy mondhatjuk, hogy ha az x
tengely mentén mozgo részecske fizikai dllapotat a V(z,t) fiiggvény adja meg, akkor a koordinétét
mint fizikai mennyiséget azzal az X operatorral adjuk meg, amely a W(x,t)-t z-el szorozza, az
impulzusnak pedig a —iﬁa% operator alkalmazasa felel meg:

XU(z,t) = xW(x,t), (11.8)
PU(z,t) = —ih%\li(x,t). (11.9)

A P operator fonti alakjanak helyes voltat mas modon is megerdsitjik. A klasszikus mechanika-
ban érvényes p = m‘fif Osszefiiggés alapjan azt varjuk, hogy a kvantummechanikidban az impulzus és
a koordinata varhato értéke kozott egy hasonlé Ssszefiiggés all fonn. Megmutatjuk, hogy ez valéban

igy van, azaz érvényes a kézenfekvd

(P) = m—(X) (11.10)
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egyenlet. Itt

4y md

mo g U*(z, t) 2V (x, t)dx = m/ (M U(z,t) + V" (z, t)o——

(11.11)
mert az id6fliggést itt a W(x,t) hordozza, dx/dt = 0 az integraljel alatt. Hasznaljuk most a
Schrédinger-egyenletet, és a komplex konjugaltjat melybdl

20y * T 2 T
m%(X) = 27:;/ <8\I:9x(2’t)x\ll(w,t) — \I/*(x,t)xalgig’t)> dx. (11.12)

Az integrandust itt a

Ox \ ox ox ox ox
o0 [0U* ., OV 9 «
_Gx(@x U — Uy B |\II|)+2\I'

0 <a\p R am)_(axp q}_q}@p)

ov

11.1
D (11.13)

alakba irhatjuk, ahol az els6 tag integralja a zardjelben 1év6 kifejezés. Err6l foltehetjiik, hogy a 00
ben 1év6 hatérokon elttinik, azaz a |¥|? nullahoz tart, és %—\i’\ll* illetve ennek komplex konjugaltja
1/z-nél gyorsabban megy 0-hoz a végtelenben, ellenkezs esetben |¥|? integralja nem maradna véges

a teljes o tengely mentén. Igy az integrandusban az utolsé tag marad, azaz

d ov
—(X U*—dx. 11.14
mdt< )= i / ox ( )
A jobb oldal viszont valoban megegyezik (11.6)-tal, azaz a (11.6) valoban teljesiti azt, amit
vartunk téle, tehat ilyen szempontbél is jogosan tekinthetd az impulzus varhaté értékének.
Az impulzus négyzetének varhaté értéke igy a

(P?) = /\P*(x,t) (—z‘hi)Q U(x,t)dx (11.15)

integrallal szamithaté. A mozgasi energia operatoranak hatésa a klasszikus p?/2m sszefiiggésnek
megfelelGen igy

T—Eq/( t) = 7712‘12\1/( ). (11.16)
om0 2m 92 '

Vessiik ez utobbit dssze az alapvetdnek tekintett (9.1]) egyenlet elss tagjaval. Lathato, hogy az ott
szerepld els6 tag éppen a kinetikus energia operatorénak hatasa. Igy a Schrodinger-egyenlet jobb
oldalan a kinetikus és a potencidlis energia, azaz a teljes energia operatoranak osszege hat a W (x,t)
fliggvényre. Egyenletiinket tehét ugy is irhatjuk, hogy

a\yég;« B (V) w(a,0), (11.17)

ih
ahol az eléz6eknek megfeleléen: V = V(X)W(x,t) = V(z)¥(x,t). A teljes energia operatorat a
kvantummechanikiban Hamilton-operatornak nevezziik és H —val jeloljiik. Ha az allapotot a W(x,t)
hullamfiiggvény adja meg, akkor a H jelolést hasznaljuk, és

~ n* o2
H=—— 11.1
S+ V), (11.18)
illetve a Schrédinger-egyenlet:
U(x,t ~
ihag’) = HU(x,1). (11.19)
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_(z—=z )2 - PQ
11.1 Feladat: Tekintsiik a vo(x) = (1/2]726 el Gauss-tipusi hulldmfigguényt.
o

a) Mutassuk meg, hogy (X) = xo és (P) = py.
b) Szamitsuk ki X és P szdrdsdt ebben az dllapotban.

GAUSS-CSOMAG SZETFOLYASA
Az alabbi harom animécién egy-egy Gauss-csomag idéfejlédését lathatjuk. A harom
esetben az impulzus varhaté értéke kiillonbozds, lathatunk egy ,all6”, egy ,lassi” és egy
ygyors” hullamcsomagot. Az idé elgrehaladtédval mindharom esetben megfigyelhetd, hogy
a hullamcsomag ,szétfolyik”, azaz a koordinita szérasa megnd.
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11.1. X és P nem folcserélhetd

Az a tény, hogy a kvantummechanikiban a koordinatahoz és az impulzushoz operatorokat rendeliink,
és azok a fonti alakuak, azzal a kovetkezménnyel jar, hogy ezek hatasa egy W(z,t) éllapotra nem
lesz folcserélhetd.

XPU(x,t)— PXU(2,t) = —mxﬁxy(x,t) + m; [2W(z,t)] =
xr X

= ihU(z, 1), (11.20)

vagy masképpen S
(XP - PX)V(x,t) =ihV(z,t) (11.21)

barmilyen fliggvényre. Ami éppen azt jelenti, hogy a két operator hatidsa a kétféle sorrendben
kiilénbo6z6, vagyis azok nem folcserélhetdek.
Vezessiik be az
XP—-XP=[X,P] (11.22)
jeloléssel az X, és P kommutdtordnak nevezett operatort. Ennek alapjan a nem folcserélhetéséget

az jelenti, hogy
[X, P] = ih, (11.23)

ahol az ¢h mellé az egységoperatort is oda szoktuk érteni. Ezt a relaciot az X és P folcserélési
relaci6janak nevezziik.

11.2. Haromdimenzidés mozgas

Most réviden 6sszefoglaljuk, hogyan médosulnak a fonti 6sszefiiggések, ha a vizsgalt részecske harom
dimenzioban mozog. A hullamfiiggvény ebben az esetben a helyvektortol és az idstdl fiigg. W(r,t)
annak a valoszintiségi amplitidoja, hogy a részecske a t id6ponthban az r helyen talalhato. A
normalési foltétel:

/\\If(r,t)]2d3r =1. (11.24)

A helykoordinata operatorat az
RVY(r,t) = r¥(r,t), (11.25)

az impulzusét a
PY(r,t) = —iAVU(r,t) (11.26)


http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/Allo_Gauss-csomag_szetfolyik.flv
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/Lassu_Gauss-csomag_szetfolyik.flv
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/Gyors_Gauss-csomag_szetfolyik.flv

Osszefliggés definialja.
Az allapot idofliggését az

00 e =~ Auen) - ves (11.27)

2m
Schrodinger-egyenlet adja meg.
Az allapotot a ¥(p,t) impulzusamplitudoval is jellemezhetjiik, amelyet a W(r,t)-vel a

U(p,t) = \/(;TT):)’/\I/(r,t)e_ipr/hdSr, (11.28)
U(r,t) = \/(;TT)?)/@(p,t)eipr/h’d?’p (11.29)

Fourier-transzformécios képletek kapcsolnak Ossze.

(X, Pj] = ihidyj. (11.30)

12. Az energiasajatérték-egyenlet

Tekintsiik most ismét (az egyszeriiség kedvéert egydimenzios mozgas esetén) a kvantummechanika
dinamikai egyenletét, az id6fiiggd Schrodinger-egyenletet:
oV (z,t) h? 9%V (z,t)
h— - = ———— 2 + V(2)U(z,1). 12.1
it = S V() () (12,1
Mivel itt foltételezésiink szerint a potencialis energia nem filige az id6tél, kereshetjiik ennek
bizonyos megoldasait szorzat alakban

U(z,t) = 7(t)u(z). (12.2)

Ezt az eljarast nevezziik szeparacionak, mert a kétvaltozos fliggvényt szétvalasztjuk két egyvaltozos
fiiggvény szorzatara. Az (12.1)) egyenlet nem minden megoldésa ilyen, de célszerii el8szor ezeket a
megoldésokat megkeresni. Visszairva a fonti szorzatot a (12.1) egyenletbe, kapjuk, hogy

4 or(t) h? 9%u(w)

zhu(x)w = <_2m@w2 + V(z)u(x) | 7(t). (12.3)
Ha ezt elosztjuk 7(¢t)u(z)-el, akkor az alabbi egyenlethez jutunk:

L L oor(t) 1 h? 9%u(x)

Zhr(t) ot~ ule) (_Qm 52 + V(z)u(z) |- (12.4)

Minthogy a két oldal két kiilonboz6 valtozotol — x-t6l illetve t-t6l — fligg, és ezek minden értékére
megegyezik, ez csak ugy lehetséges, ha mindkét oldal egy z-t6l és t-t6l fiiggetlen allandd, amely
lathatolag energia dimenzioju, jeldljiik ezt e-nal. Igy két egyenletet nyeriink, melyek koziil az egyik

or(t
il g? = 7(t)e. (12.5)
Ennek megoldasa '
T(t) = Ce "N, (12.6)
ahol C egy allandé.
A masik egyenlet
h? 9%u(w)
- — = . 12.
o %2 + V(z)u(z) = eu(z) (12.7)
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Az egyenlet bal oldalan éppen az az u fiiggvényre haté operator all, amelyet az el6z6 szakaszban az
energia operatoranak tekintettiink. Kz volt a Hamilton-operatornak nevezett lineéris differencial-
operétor, amely a koordinatatol fiiggs hullamfiiggvények esetén reprezentalta az energiat. A
egyenlet ennek alapjan igy irhato:

Hu(z) = eu(z). (12.8)

Ez egy ugynevezett sajatérték-egyenlet: az operator hatasa az u(z) fiiggvényre olyan, hogy azt 6n-
maga egy szamszorosaba viszi at. Mivel az operator itt az energia, az egyenlet neve energiasajatérték-
egyenlet. Szokas ezt néha idéfiiggetlen Schrodinger-egyenletnek is nevezni. Nem mindig hangsa-
lyozzak, de lényeges, hogy az egyenletet mindig ki kell egésziteni bizonyos peremfoltételekkel,
amelyek az u(x)-ekre vonatkoznak az értelmezési tartomanyuk peremén. Masképpen ez azt jelenti,
hogy a H operator értelmezéséhez ezek a peremfoltételek is hozzé tartoznak. A peremfiltételeket
valamilyen fizikailag kézenfekvs érveléssel szoktuk kivilasztani. A egyenlet megoldasai koziil
tehat ki kell valasztani azokat a specidlis eseteket, amelyeknél az u(z)-ek a peremfoltételeket tel-
jesitik, ami alltalaban csak bizonyos specidlis € értékek esetén lehetséges. Az egyenletet kielégits
ue(x) -ek a H-nak a megfelel§ € energiasajatértékekhez tartozo sajatfiiggvényei. A késSbbiekben
jonéhany példat fogunk latni erre.
A szeparacios foltétel szerint a egyenletnek megoldasa lesz minden

Ve (2, 1) = ue(x)e =t/n (12.9)

alaku fiiggvény. A lehetséges e energiasajatértékek lehetnek diszkrétek e, (n =1, 2,---) és foly-
tonosak is, azaz lehetséges, hogy bizonyos intervallumon beliil minden e-hoz tartozik megoldas. A
kapott e-ok Osszességét a H operator spekirumdnak, vagy energiaspektrumnak szokas nevezni.

Altalaban végtelen sok ilyen alaku specidlis megoldas létezik, de ezzel nem meritettiik ki
az Osszes megoldast. Mivel a Hamilton-operator, s igy a Schrédinger-egyenlet is lineéris, ezért a
fonti fiiggvények linearis kombinéciéi is megoldéasok, amelyek altalanos alakja

U(z,t) = cntin(x)e /M 4 / c(e)ue(x)e =t/ M e (12.10)

Itt a c,-ek tetszbleges szamok és a c(e) tetsz6leges fiiggvénye e-nak, azzal a megkotéssel, hogy
U(z,t)-nek normalhatonak kell lennie, azaz olyannak, hogy az [ |¥(z,t)[>dx = 1 teljesiiljon.

Meg lehet mutatni, — bar ez altalaban nem egyszert — hogy a fizikailag értelmes V (x) potencialok
illetve a nekik megfelel6 H esetén a egyenlet minden megoldasa megadhato a alakban.

A alaki 1. (x,t) megoldasok lathatéan specidlisak abban az értelemben, hogy a hozzajuk
tarozé valoszintiségi strtseg 1. (x,t)|? = |us(x)|? nem fiigg az id6tsl, noha maga a fiiggvény, azaz
a valdszintiségi amplitudo idéfiiggs. Emiatt ezeket a hullamfiiggvényeket, illetve a nekik megfelels
fizikai allapotokat staciondrius dllapotoknak nevezzik.

12.1 Feladat: Mutassuk meg, hogy két kilonbozdé e-hoz tartozo .(x,t) staciondrius hullaimfiggvény
linedris kombindcidjdhoz tartozdé valdszinidségi siriségfiggvény figg az 1ddtél. Milyen ennek az idd-
fiiggésnek a jellege?

13. Végtelen potenciidlgodorbe zart részecske

Az el6z6 szakaszban ismertetett eljardst most alkalmazzuk arra az egyszerii — amde tanulsagos és
fontos — példéara, amikor a részecske egy végtelen magas potencidlgédorbe van zérva, de azon beliil
szabadon mozog. Ekkor

V(z) = (13.1)

0 ha O<z<a
oo ha z<0vagyz>a.
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38. abra. a szélességl végtelen magas potenciadlgodor

Ez egy egyszerti modellje pl. egy a hossziisigi lancmolekula mentén tobbé-kevésbé szabadon
mozgo elektron viselkedésének. Szokas ezt egydimenzios dobozba zart részecske modellnek is nevez-
ni.

13.1. Az energiasajatfiiggvények és sajatértékek meghatarozasa

Meg kell oldanunk ezzel a V (x)-el a

)
2m  dz?

+ V(z)u(z) = eu(x) (13.2)

sajatérték-egyenletet. Mivel a potencial az 0 < z < a intervallumon kiviil végtelen, ott u(z) =
0. Ez felel meg annak, hogy ott nulla valészintiséggel taldljuk a részecskét. Elgirjuk, hogy az
u(z) hullamfiiggvény legyen folytonos az x = a és © = 0 pontokban, azaz legyen u(0) = u(a) =
0. (Itt megjegyezziik, hogy néha szokis masfajta peremfoltételeket is szabni). Az iddfiiggetlen
Schrédinger-egyenletet tehat a 0 < z < a tartoményon fogjuk megoldani, amelyen beliil V (z) = 0.

A megoldand6 egyenlet igy
d*u(z) 2m

s + ﬁgu(m) = 0. (13.3)
Vizsgaljuk az egyenlet megoldasait € elGjele szerint. Ha itt € < 0, akkor az egyenlet alakja
d*u 9
ahol K2 = —2?1—’;‘5 > 0. Ennek altalanos megoldasa az e és az e fliggvények tetszileges linearis

kombinacioja. Egyszertien lathato, hogy ezeknek a fliggvényeknek nincs olyan linearis kombinaciéja,
amely egyszerre teljesitené mindkét (u(0) = u(a) = 0) peremfdltételt, kivéve az u(z) = 0 esetet.
Az utébbi azonban nem j6het szdba, mert a négyzete nem valészintiségi strdségfliggvény. Ez azt
jelenti, hogy az € < 0 energidhoz nem tartozik fizikailag megengedheté megoldéas, 6sszhangban
azzal a klasszikus képpel is, hogy egy részecske energidja nem lehet kisebb a potencidlis energia
minimuménal.

13.1 Feladat: Bizonyitsuk, hogy az u(0) = u(a) = 0 hatdrfoltétel esetén, az € = 0 sajdtérték sem
johet szdba.

Vizsgaljuk ezutdn az € > 0 energia esetét. Bevezetve most a

2
k2 = h—?s >0 (13.5)
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jelolést a
d*u (z)
dz?

egyenletet kapjuk, melynek altaldnos megoldasa

+ Eu(z) =0 (13.6)

u(z) = Asin (kz) + B cos (kx), (13.7)

valamilyen A és B (egyel6re ismeretlen) konstans paraméterekkel. Az elgirt u(0) = 0 peremfoltétel
miatt, a 0 helyen a szinuszos tag A értékétsl fiiggetleniil 0, igy fonn kell 4llania a Bcos (0) = 0,
egyenletnek, amibsl B = 0. Igy a keresett fiiggvény alakja a [0, a] intervallumon beliil sziikségképpen
u(z) = Asin (kz). A masik, u(a) = 0 egyenletbél igy Asin (ka) = 0. Ebben az egyenletben A nem
lehet nulla, mert az mindenhol azonosan nulla hullamfiiggvényt eredményezne, amit kizartunk,
igy csak sinka = 0 lehet. Ez akkor teljesiil, ha ka = nm, ahol n tetsz6leges egész, mésképpen, ha
k=nm/a =:k,. Azn = 0 esetet azonban kizarjuk, mert az a k = 0-nak, vagyis az u(x) = Asin (kx)
miatt, az azonosan nulla megoldasnak felelne meg (ez azonos a kordbban kizart ¢ = 0 esettel).
Eszrevessziik tovabba, hogy egy tetszéleges pozitiv n esetén kapott u(z) = sinnmr/a megoldas és
az n helyett —n-nel folirt u(x) = sin(—nnz/a) = —sin(nmz/a) megoldés csak egy —1 es szorzoban
kiillonbozik egyméstol, tehat ezek nem linedrisan fiiggetlenek, a hozzatartozo6 valdsziniiségi strtiségek
azonosak. FEzért egy negativ egész n-hez tartozd megoldas fizikailag sem kiillénbézik a megfelels
pozitiv n-hez tarozé megoldastol, vagyis elegendé csak a pozitiv n-ekre szoritkozni. Igy is végtelen
sok linearisan fiiggetlen megoldéds van, melyek alakja

”m) n=1,2,3,... (13.8)

un(x) = Asin(k,x) = Asin (T

Ez a hullamfiiggvény még nem normalt, a normalashoz szamitsuk ki (u,|u,)-et:

a

B 9, o [ . o/nmT
<un]un>—/\un\ dex = A /sm (—a )da:
0

0
1 cos (2 1, ., 1 |sin(%mz ¢
—AQ/Q(“)dx—Az{z[w]o—Q [gmf)] } (13.9)
0 “ 0
_AQQ
=A%,

Mivel a normaltsaghoz az (un|u,) = 1 feltétel teljesiilése sziikséges, kapjuk, hogy A = /2/a.
Visszahelyettesitve ezt az u,-re vonatkozo ((13.8)) kifejezésbe:

2
tn (z) = \/;sin (@) . aholn=1,2,3,... (13.10)

Az u,(z) fiiggvények abszolutérték négyzetét a abra mutatja.
Az u,(x) sajatfiiggvényekhez tartozo energiasajatértékek a (13.5) Gsszefiiggés szerint a kovetke-
z6k lehetnek (minden n-re méas-mas)

PR P,
2m 2ma? ’

€n aholn =1,2,3,... (13.11)
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39. dbra. A végtelen potencidlgddor sajatfiiggvényeinek abszolutérték-négyzete

Vagyis a kvantummechanika szerint a végtelen magas fali potencidlgddérben 1évs részecske
energiasajatértékei diszkrétek, itt nincs folytonos spektrum, a megfelel§ sajatfiiggvények pedig al-
l6hullamok, melyeknek a godor falainal csomoépontjai vannak. Ezek dgynevezett kotott allapotok,
mert a sajatfiiggvények teljes egészében egy véges tartomanyon lokalizaltak, azon kiviil eltiinnek.
A sajatfiiggveényt, illetve a sajatértéket meghatarozo n szamot kvantumszimnak szokis nevezni.

A klasszikus esetben a legalacsonyabb energidju allapotban a részecske a potencialgdéddron beliil
nyugalomban van, azaz mind a mozgasi, mind a potencidlis energidja nulla. KEzzel szemben a
kvantumos esetben a legkisebb energia 1 = P> Fgt alapéllapoti energianak szoktuk nevezni.

2ma?"
Fontos tulajdonsiga az u,(x) sajatfiiggvényeknek a kivetkezd:

/Oa ur () (x)dx = Oy, (13.12)

n = [ esetében éppen a normalasi foltétel all elsttiink. Mig n #£ [ esetén az integral:

2 (@ l 2 [ — 1 l
/ sm(’m)sm<”>dx:/ {COSWW_COSHWC dp —
a Jo a a a Jo a a

_sin(n =07 sin(l +n)m
(n—10)m (l+n)m

= 0. (13.13)

Tehdt a kilonbozd sajdatértékekhez tartozo sajdtfigguvények ortogondlisak. Mivel n = [ esetében az
eredmény éppen a normalasi foltétel, az u, () fiiggvényrendszert ortonormélt rendszernek nevezziik.
Itt megjegyezziik, hogy mivel itt a fiiggvények valésak, az els6 tényezé komplex konjugaldsa nem
sziikséges. A késGbbiekben azonban taldlkozunk majd olyan példakkal, ahol a sajatfiiggvények
komplexek, ezért irtunk itt az dltalanosabb esettel val6 konzisztencia miatt ) (z)-ot az integrandus
els6 tényezGjében.

13.2 Feladat: Szdmitsuk ki az impulzus vdrhatd értékét az u,(x) staciondrius dllapotokban.
18.8 Feladat: Szdmitsuk ki a P? vdrhaté értékét az u,(z) dllapotban a képlettel. Mivel most
P? = 2mH a vdrhato értéket joval egyszeribben is kiszdmithatjuk. Hogyan?
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13.2. Kifejtés a sajatfiiggvények szerint

Egy fontos matematikai tétel, hogy tetszéleges olyan ¢ (x) figgvény, amely teljesiti a ¢ (0) = ¥(a) =
%sin (%) un. szinusz rendszer szerint, vagyis létezik olyan
cn, 4ltalaban végtelen szdmsorozat, hogy

P(x) = gcn\/gsin (?) . (13.14)

Ez nagyon hasonlit a periodikus fiiggvényekre vonatkozd Fourier-sor esetére. A ¢, egyiitthatok
kiszadmitasdhoz tekintsiik a font latott ortogonalitési, illetve normaltsagi relécidt, azaz szorozzuk a

13.14)) egyenletet \/gsin (l%x)—val és integraljunk 0-t6l a-ig. Kapjuk, hogy

o= /Oa \/Esm (lﬂax) ¥(z)da. (13.15)

A lényegében hasonlé — a periodikus fliggvényekre elGszor J. Fourier altal alkalmazott — modszer
nyoman ezt a Fourier-triikk néven is szokas emlegetni.
A korébbiak szerint az id6fiiggé Schrodinger-egyenlet altalanos megoldasa ezek szerint jelen

esetben
i 2 . /mTxT\  _j hn? 2
U(z,t) = En i (z)e ot/ = \/; En Cp Sin (T) e tamaZt, (13.16)

A hullamfiiggvény a t = 0 id6pontban

U(z,0) =:Yo(z) = chun(x) = \/EZ Ccp sin (:ﬂ) . (13.17)

Ennek értéke megadhato az 6sszes, altalaban komplex ¢, szammal, vagy megadhatjuk magat a ¢o(x)
fiiggvényt is, amibdl a Fourier-triikkel a ¢, egyiitthatok meghatarozhatok, azaz a ¢ (x) fiiggvényhez,
mint kezdeti foltételhez tartozo megoldésa a Schrodinger-egyenletnek a

U(x,t) = \/zz (/Oa \/gsin (%) wg(y)dy> sin (?) e_izi:f? ”Qt, (13.18)

ahol a (|13.15)) egyenletbdl ide masolt integralban az integracids valtozot a zavar elkeriilése érdekében
atjeldltiik y-ra. Ez a képlet, amelyet késébb joval dltalanosabb médon is targyalni fogunk, mutatja,
hogy hogyan lehet folirni adott kezdeti foltételhez tartozd idsfiiggd megoldast.

0 peremfoltételt, kifejthets a fonti

13.3. A sajatfiiggvények paritasa

A képlettel megadott energiasajatfiiggvények egy sajatossaga a kovetkezs: az intervallum
kozéppontjara, az © = a/2 pontra tiikkrozve a fiiggvényeket, azok paratlan n esetén nem valtoznak,
paros n esetén a (—1)-szeresiikre valtoznak. Ez még egyszertibben latszik, ha az intervallumot ahol
a részecske mozoghat eltoljuk tugy, hogy a tiikrézési pont az x = 0 helyen legyen. Ekkor a doboz
hatarai az © = —a/2 és x = a/2 helyeken lesznek, a megfelel§ megoldasokat gy kapjuk, hogy a
fliggvények argumentumaban az

r—z+a/2 (13.19)
helyettesitést végezziik. Ekkor
sin (@) — sin (@ + E) = sin (@) cos <H) + cos (@) sin <H> . (13.20)
a a 2 a 2 a 2
Ezek a fiiggvények igy paratlan n esetén (—1)"~1)/2 cos (%)—et adnak, mig paros n esetén az

n/2 nmx

sin (—) A fiiggvények el6tt szerepls +1 egyiitthatot valaszthatjuk az eredeti

a

eredmény (—1)
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helyett mindig 1-nek, ez az eredeti fliggvény helyettesitése egy vele (trividlis modon) linedrisan
Osszefliggd fiiggvénnyel, s igy a normélassal egyiitt a kovetkezd fiiggvényrendszert kapjuk

on(z) = \/gcos (”%;I) n=123,5...
V2sin () =246

amellyel ismét kifejthets tetszoleges, a 1(+a/2) = 0 hatarfoltételt teljesits ¢ (x) fiiggvény:

Y(@) =) envn(x), (13.22)

(13.21)

ahol a kifejtési egylitthatokat a
a/2
Cn :/ U ()Y (z)dz (13.23)

integral adja.

18.4 Feladat: Mutassuk meg, hogy az igy formdlisan transzformdlt figgvényrendszer is pdronként

ortogondlis fiigguényekbdl dll, és ebbdl a fonti tétel kovetkezik.

Jol ismert, hogy azokat a i (z) fiiggvényeket, amelyekre ¢(—x) = ¢(z) paros fiiggvényeknek, mig
azokat amelyekre ¢(—z) = —(x) paratlan fiiggvényeknek nevezziik. Geometriailag ez azt jelenti,
hogy péaros fliggvényt az origéra tiikrézve az nem valtozik, mig a paratlan elGjelet valt. Tekintettel
arra, hogy a cos(kz) fiiggvény péaros, mig a sin(kz) paratlan (tetsz6leges k esetén) a fonti transzfor-
mécié utan nyilvanvaléva valt az a tulajdonsag, hogy az intervallumba zart részecske esetén paratlan
n-re a sajatfiiggvények paros fiiggvények, mig paros n-re paratlanok az intervallum kdzepére vonat-
kozo tiikkrozésre nézve, amit jelen esetben mér az @ = 0 pontra vonatkoz6 r — —x transzformécié
jelent.

Nem megleps modon itt is érvényes, hogy tetszbleges [—a/2, a/2] intervallumon tekintett olyan
fiiggvényre, amely a hatarpontokban elttinik, érvényes, hogy az kifejthets a v, (z) fliggvények szerint.

A kvantumfizikaban szokasos elnevezés szerint egy fliggvény paros vagy paratlan volta esetén
azt mondjuk, hogy a fiiggvény hatarozott paritdssal (parossaggal) rendelkezik. Nyilvanvalo, hogy
egy fliggvény altaldban sem nem péros, sem nem paratlan, tehat nincs hatérozott paritasa. A
paritas fogalmat a kovetkezSképpen formalizaljuk. Bevezetjiikk a paritds-operdtordt az x tengelyen
értelmezett ¢(x) fiiggvényeken a

Iy (z) = ¥ (—x) (13.24)

definicioval. (Késébb ki fogjuk terjeszteni a paritas fogalmat harom dimenzios esetre is.) Specidlisan
egy T (x) paros fiiggvényre a
y* (z) = ¥ (2), (13.25)

mig egy 1~ (x) paratlan fiiggvényre a

[y~ () = =~ (x) (13.26)

transzforméciés formula érvényes. Ezt a két Osszefiiggést egy-egy sajatérték-egyenletnek tekint-
hetjiik, mely szerint a paros fiiggvények a paritas operator +1 sajatértékéhez, mig a paratlanok a
IT operator —1 sajatértékéhez tartozo sajatfiiggvények. Az intervallumba zéart részecske esetén a
cos(nmx/a) és sin(nmwz/a) sajatfiiggvények tehat nem csak a H Hamilton-operéator sajatfiiggvényei,
hanem ugyanakkor a Il paritas-operatoré is.
Egyszerten lathato, hogy a paritids-operdatornak nincs més sajatértéke, csak a +1. Tegyiik {6l
ugyanis, hogy
Iy (z) = Mp(x). (13.27)
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Alkalmazzunk egy tjabb tiikrozést, ekkor egyrészt
M245(x) = () = \24p(x), (13.28)

mésrészt a két egymast kovetd tiikrézés nyoman vissza kell kapnunk az eredeti fiiggvényt. Igy
1%24(x) = (), amib6l A2 = 1, azaz A\ = +1.

Tekintsiink most ismét egy v(x) tetszbleges fiiggvényt, nem foltétleniil egy a dobozba zart
részecskéhez tartozo6 allapotot. Ez mindig félirhatd mint egy paros és egy paratlan fliggvény Gsszege,
hiszen

1 1

¥() = 5[0(@) + Y(—2)] + 3 [0() - ()] (13.29)

Itt az els6 tag nyilvanvaldéan paros, azaz a Il operdtor 41 sajatértékéhez tartozo sajatfiiggvény, mig
a masodik tag paratlan, azaz a Il operator —1 sajatértékéhez tartozik. A fonti egyenléséget ezért
ugy is tekinthetjiik, hogy a ¢ (z)-et kifejtettiik a IT operator sajatfiggvényei szerint, csaktgy mint
ahogyan a képletben a H sajatfiiggvényei szerinti kifejtés tortént. Vegyiik még észre, hogy a
péros és paratlan rész szorzatanak integralja barmely, az origéra szimmetrikus intervallumra nézve
sziikségképpen eltlinik:

L
/L YT (x)y~ (z)dx =0, (13.30)

ahol L tetszGleges, lehet a/2 is. Mas szoval a IT operatorra is igaz, hogy a kiilonboz6 sajatértékekhez
tartozo sajatfiiggvényei ortogonalisak.

A paritas igazi jelentGségének megvildgitdsara, most megvizsgaljuk mi térténik egy paros vagy
egy paratlan fiiggvénnyel az idéfejlédés soran. Itt a dobozba zart részecskére szoritkozunk, de a
tanulsag ennél altalanosabban is igaz lesz. Legyen v (x) paros, azaz ekkor

Y(x) = Z cn\/gcos (”aﬂ> , (13.31)

n=2k+1

mert a kifejtés nem tartalmazhatja a paratlan sin fiiggvényeket, igy az dsszeg (13.21))-nek megfelelGen
paratlan n-ekre vonatkozik. Ennek a fiiggvénynek az idéfejl§dése a korabbiak szerint

2 _
U(x,t) = z cn\/;cos (%) e~Ent/h (13.32)

n=2k+1

ahol ¢, = %Tﬂ (paratlan n-ekkel). A lényeges észrevétel, hogy a fliggvény minden ¢ idépilla-
natban tovabbra is paros marad. Hasonlé allitas igaz nyilvanvaléan egy olyan fiiggvényre is amely
kezdetben paratlan volt, tehat az a kés6bbiekben is paratlan marad. Ez azt jelenti, hogy a paritas
egy megmaradd tulajdonsag, s ha azt a II operator sajatértékével jellemezziik az az id6 folyamén
nem valtozik. Ezért azt mondjuk, hogy II paritas sajatértéke egy "jo kvantumszdm". Vizsgaljuk
meg alaposabban, hogy min miilik ez a tulajdonséag!

Legyen a kezdeti allapot hullamfiiggvénye mondjuk paros: ¥(x,0) = ¥(—z,0) = ¢+ (). Tekint-
siik az

L 0¥ (x,t) h? 9%V (z,t)
h———=HV¥Y(z,t) = ———F5— + V(2)¥(z,t 13.33
i (0,6) = =5 S+ V(@)U 1) (13.33)
Schrodinger-egyenletet, és hajtsuk végre a II miiveletet az egyenlet mindkét oldalan
ih% (IT¥ (x,t)) = IHY(x,t). (13.34)

Abban a specialis esetben, ha H nem véaltozik a tiikrozéskor

HU(z,t) = HIU (z,t) (13.35)
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kapjuk, hogy
0
th—
ot
Ehhez elegendé, hogy V (z) péros fiiggvény legyen, mert a 9?/0x? nem véltozik az x — —z transz-
formacio esetén. Ekkor viszont a Schrodinger-egyenlet linearitasa miatt, a

(W (z,t)) = H (T¥(x,1)). (13.36)

Ut (z,t) = %(1 + )W (z,t) (13.37)
U (2,8) = %(1 — )W (a, 1) (13.38)

fiiggvények is kiilon—kiilon kielégitik az egyenletet. Ez éppen azt jelenti, hogy a paritas amennyiben
kezdetben jellemezte a hullamfiliggvényt, az id6fejlédés utan is megmarad. Ennek foltétele a
szerint tehat az volt, hogy

(IIH — HI) WY (z,t) = 0, (13.39)

azaz a [IH — HII =: [II, H| kommutator t{injon el:
[T, H] = 0. (13.40)

ami éppen a H tiikrozési szimmetriajat fejezi ki a kvantummechanikaban.

14. Részecske haromdimenziés dobozban

Tegyiik fel, hogy a részecske szdmara megengedett tartomény az alabbi a, b, ¢ oldala téglatest.

A, Z

c D a
b
x
40. abra.
Ez a kovetkezd potencidlnak felel meg
V(z,y,2) =V (z)+V (y) +V (2), (14.1)

ahol az egyes egydimenzids potencidlok ugyanolyanok, mint az el6z§ feladatban, azaz

V() 0 ha O<z<a
xTr) =
00 egyébként,
V(y) = 0 ha O<z<bd
V= 00 egyébként,

V() 0 ha O<z<e
Z) =
00 egyébként.
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A részecske most is csak kotott allapotokkal rendelkezhet a dobozon beliil, melyeket ismét az
idsfiiggetlen Schrodinger-egyenlet megoldasaiként kapunk:

R (d*u  d*u d*u
— - ) = 14.2
2m (dxz * dy? * dz2> et (142)

ahol u = u(x,y, 2).
Keressiik a megoldast u (x,y, 2) = uy (z) uz (y) us (z) szorzat alakban. Az egydimenzios feladat-
ban mondottakhoz hasonlé okokbél, ebben az esetben is csak az € > 0 esetben kapunk fizikailag

értelmezhets megoldast. Ekkor a Schrodinger-egyenlet (a k = 2)%5 > 0 jeloléssel):

d*us (2)
dz?

d*uy () d?us (y)
dz? dy?

Osszuk el ezt az egyenletet uy (x) ug (y) us (2)-vel, ekkor kapjuk:

ui (z) uz (y) = —k*ur () ug (y) uz (). (14.3)

uz (y) us (2)+ uy (z) uz (2)+

1 d? 1 d? 1 d?
e S T - N %) (14.4)
up dr?  ug dy?  ug dz?

A harom kiilénboz6 valtozotol fiiggs tag Osszege csak tgy lehet minden x,y, z esetén allandd, ha

kiilon-kiilén minden egyes tag allandé. Vezessiik be tehdt a k} = —u%djmuzl, k3 = —7712‘1;;22, illetve
2
k3 = _1713 ddzuf jelolést. Igy a fenti 1} egyenlet hiarom, az el6z6 feladatbeli Schrédinger-egyenlettel
teljesen analég egyenletre bomlik
d?uy (z)
W + k%lﬂ (ZL‘) = 0,
d*u
dzz,(y) + K3us (y) = 0, (14.5)
d*uz (2) 2
d22 + k3u3 ( ) =
Az el6z76 szakasz eredményeit felhasznélva a lehetséges k-k:
k=T =1,2,3,...
a
/@:%, ng =1,2,3,. .. (14.6)
kg:@, 77,3:1,2,3,...
c
a normalt hullamfiiggvények és energidk:
2 . /T h2n?
um(:c):\/;&n( 1@ ), 5nlzmn% ny=123,...
2 . /noT h2r2
Uny (Y) = gsm( 2b y> , Eny = WH% ng=1,2,3,... (14.7)
2 . /namz h2m?
uns(z):\/Zsm( 3C ), 5ngzmn§ ny=1,2,3,...
A részecske teljes hullamfiiggvénye és teljes energiaja pedig
2 . /mTx 2 . /nemy 2 . /n3mz
o= (227) L (22) L ()
n? n2 nj
k‘2:kf+k§+k§:7r2<a;—l—bg+cg>, (14.8)
e K _Er(n n ong
s T 9m, 2m \a? b2 2
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A legkisebb lehetséges energia az egydimenzios esethez hasonléan annak felel meg, ha mindhérom
- . . 2.2
n a lehetd legkisebb, azaz n; = ngy = ng = 1, amikor is Fy11 = EQ;TI (a% + b% + c%) =: F,, ebben az
esetben ez az alapallapoti energia.

14.1. Specialis eset: kockaba zart részecske (a = b = ¢)

Ilyenkor a részecske energisja

n?k? hPr?
Framan = G = s (1 1+ ) (149)
A legkisebb lehetséges energidt, csakigy mint az altalanos doboz esetén, most is az n; = ny =
n3 = 1 esetben kapjuk, amelynek értéke 117 = 32ma2 =: £(0), a neki megfelel6 ui11 (z,y, z) az
alapallapot. Ha most megvizsgaljuk a lehetséges magasabb energidkat, akkor azt latjuk, hogy a

kovetkezs energiaérték haromféleképpen is megvalésulhat az €119 = €191 = €211 = 6% =:¢(1)
azonos, de a megfelel§ w119 = w191 = u91y sajatfiiggvények kiilénbozék, linearisan fiiggetlenek, sét
a Osszefliggés alapjan egyszertien belathatéan még ortogonalisak is egymasra. Ekkor azt
mondjuk, hogy az adott energiasajatérték haromszorosan degenerdlt, vagy masnéven elfajult. Azt
az egész szamot, amely megadja, hogy egy adott € energiasajatértékhez hany linearisan fiiggetlen
sajatfiiggvény tartozik, a degenerdcid fokdnak nevezzik és g.-nal szoktuk jeldlni. A kocka esetén
tehat az alapallapot nem degeneralt, mert a legkisebb energidhoz csak az uq11 (z,y, z) fliggvény
tartozhat, g.) = 1. Az els6 gerjesztett energiaérték viszont héromszorosan degeneralt, g.;) =
3. Mivel egy adott n? + n3 + n% négyzetosszeg altalaban tobbféle {ni,ng,ng} szdmharmassal is
elgallithato, a kocka esetén az energianivok éaltalaban, (de nem mindig) degeneraltak.

Ez a fogalom minden &ltalanosabb esetben is hasznélatos, és megmutathato, hogy egy adott
energiahoz tartozé g. szdmu linearisan fiiggetlen degenerélt allapot koziil mindig képezhetd g szamu
ortogonélis allapot is.

14.1 Feladat: Mutassuk meg, hogy eqy degenerdlt energianivéhoz tartozo két kiilonbézd energiasajdt-
fiigguény linedris kombindcidja is ugyanehhez o sajdtértékhez tartozo sajatfuggveny

14.2 Feladat: A kockdba zdrt részecske esetén hdnyadik gerjesziett nivé a 12 " energia, és hdny-
szorosan degenerdlt? Melyik az ezt kdvetd nivd, és az hdnyszor degenerdlt?

KETDIMENZIOS POTENCIALGODOR STACIONARIUS ALLAPOTAI

A fazis id6beli véltozasa kétdimenzids, végtelen potencialfalakkal
hatarolt kor alaka doboz egyik sajatéllapotdban. A radialis (sugar
iranyt) kvantumszam 2, mig az impulzusmomentumnak az abra
sikjara meréleges vetiiletéhez az m = —1 kvantumszam tartozik.
A szinkddolas az alsd panel bal sarkaban talalhato, a komplex egy-
ségkornek megfelels abrarol olvashato le. A kis négyzetek a sajat-
allapotok betdltési valoszintségének és fazisanak a szemléltetésére
szolgalnak, esetiinkben az egyetlen valtozé szind négyzet azt jelzi,
hogy a rendszer egységnyi valoszintséggel a fenti sajatallapotban
van.

A fazis id6beli véltozasa kétdimenzids, végtelen potencialfalakkal
hatarolt kor alaka doboz egyik sajatéllapotdban. A radialis (sugar
iranyt) kvantumszam 2, mig az impulzusmomentumnak az abra
sikjara merdleges vetiiletéhez az m = 2 kvantumszam tartozik.
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HULLAMCSOMAG KETDIMENZIOS KOR ALAKU DOBOZBAN
Hulldmcsomag terjedése, szétfolyadsa majd djraegyesiilése kétdi-
menzids, végtelen potencialfalakkal hatarolt kor alakt dobozban.
A kis négyzetek a sajatallapotok betdltési valoszintiségének és fa-
zisdnak a szemléltetésére szolgélnak, a hullamcsomagot adé szu-
perpozicidban maga a szin az adott allapot id6fiiggs fazisat, mig a
fekete felé csokkend intenzitas az amplitudot kédolja.

KETDIMENZIOS POTENCIALGODOR
Ez a java applet kétdimenzios, kor keresztmetszetd végtelen po-

tencialgéddrben mozgé kvantumos részecske dinamikajat modelle-
-~ | zi. A tovabbi magyarazatokat és beallitasi lehetéségeket illetGen
RESZLETES LEIRAS

olvassuk el a ,Részletes lefras’-t.

15. Mozgas altalanos egydimenzidés potenciidlokban

Klasszikus eset:

A klasszikus mechanikédban egy idéfliggetlen, egydimenzios potencidl hatasara két kiillonbozd
tipusi mozgés lehetséges. Ha V () mindkét oldalon nagyobb, mint a részecske teljes energiaja (&),
akkor a részecske "bennragad" a potencidlgdoddrben, a fordulépontok kozott oda-vissza ingézik, de
kiszabadulni nem tud . abra). Az ilyen tipusu allapotot nevezziik klasszikusan kétott dllapotnak.

"fordulopontok" klasszikusan
41. abra. Kotott allapotokat megengedd potencial
Ha azonban a részecske energiaja € meghaladja a V' (z) potencial értékét az egyik (vagy mindkét)
oldalon, akkor a részecske a "végtelenbél" jon, a potencial hatasara lelassul vagy felgyorsul, majd

visszatér a végtelenbe ( abra). Az ilyen tipusu allapotokat szért dllapotoknak nevezziik.

Vix) Vix)

"fordulopont" klasszikusan

42. 4dbra. Szort allapotokat megengedd potencialok
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Bizonyos potencidlok esetén csak kotott allapotok lehetségesek (mint pl. a harmonikus oszcillator
esetében), mig méasoknal csak szort allapotok (mint pl. egy olyan potencidlgat esetében, amelyen
nincs bemélyedés), de vannak olyan potencidlok is, amelyeknél mindkét tipusa allapot lehetséges
attol fiiggGen, hogy mekkora a részecske energidja.

Kvantumos eset:

A kvantummechanikidban kissé mas modon kiilonbéztetjiik meg a kdtott és szort allapotokat.
Ugyanis, mint azt a késébbiekben latni fogjuk, a kvantummechanika szerint annak is van valészind-
sége, hogy egy részecske egy véges magassagu potencidlgaton "atszivarogjon", annak ellenére, hogy
az energiaja kisebb, mint a potencidlgit magassiga. Ezt nevezziik alagiteffektusnak.

V(x) A

"fordulopontok" klasszikusan

X

43. dbra. Klasszikusan kétott, kvantumosan szoért allapot. Ha a részecske kezdetben a potenciél helyi
minimuméndl van lokalizalva és energidja nem elegendé ahhoz, hogy a negativ tengely irdnyaba
megmadssza a potencidl hegyet, akkor klasszikusan mindig ebben a lokalis godérben marad. A
kvantumiechanika szerint viszont a részecske véges valészintiségel atjuthat ezen az akadalyon és
elmehet a minusz végtelen felé. Ezt alagiteffektusnak nevezziik.

Vagyis ami itt szamit, az a potencial végtelenben felvett értéke:

<V (—00) és e <V (00) = kotott allapot, (15.1)
e>V (—o00) vagy e >V (c0) = szort allapot. (15.2)

Azon potencidlok esetében, melyek a végtelenben nullaba tartanak, a fenti kritériumok tovabb
egyszertisodnek:

e < 0 = kotott allapot, (15.3)
e > 0 = szort allapot. (15.4)

Mivel az el6z6 szakaszban vizsgalt végtelen magas fald potencidlgdédor x — +o0 esetén a vég-
telenbe tart, ezért abban az esetben csak kotott allapotok lehetségesek. Ugyancsak kizardlag kotott
allapotai vannak a harmonikus oszcillator Dz?/2 potencialjaban mozgd kvantumos részecskének,
mert ez sem tud elszaladni a végtelenbe. Viszont egy szabad részecske mindenhol nulla potenciél-
ban mozog, ebben az esetben csakis szért allapotok lehetségesek.

Legyen egy olyan potencidlunk, amely x — 400 estén nulldhoz tart, és a derivaltja is nulldhoz
megy. A szort allapotokrol a kévetkezét mondhatjuk. Az x — 400 esetén a részecskére nem
hat erd, tehat szabad részecskeként viselkedik, azaz az energiasajatérték-egyenlet megoldasa ott

ikx

c s,

az € és az e de Broglie-féle hullamok valamilyen linearis kombinéaciéjahoz tart, ahol mint
lattuk & = \/2me/h2. Figyelembe véve a stacionarius allapot idéfiiggeését, e’ a pozitiv, e~
pedig a negativ x iranyba p = hk impulzusi részecskét jelent. Annak a fizikai szitudcionak, hogy a
potencialis energia nem nulla tartoméanyaba az x = —oo fell (balrol) érkezik egy részecske és azutan
bizonyos valészintiséggel tovabbhalad az x = oo felé, illetve bizonyos valdszintiséggel visszaverddik,
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az a hatarfoltétel felel meg, hogy

T — —00 u(z) = e*® 4 r(k)e e, (15.5)

r— o0 up(z) = t(k)e®, (15.6)

ahol 7 a visszaver6dés (reflexio), ¢ pedig az athatolas (transzmisszio) amplitiddja. Ezek konkrét
értéke, amelyet a potencial konkrét alakja hataroz meg, fiigg a k-t0l, azaz az energiatol is. A feladat
itt altalaban éppen a t és az r meghatarozasa. Az eljaras menetét alabb majd példak segitségével
mutatjuk be.

Az dthatolas valoszintiségét a T' transzmisszids, a visszaver§deés valoszintiségét pedig az R reflexi-
6s egyiitthato adja meg, melyek a ¢; (x) = t(k)e™™ athaladt, illetve a ¢, (z) = 7(k)e™™*® visszavert
és a beesd @; (x) = e hullam valészintiségi aramstirtiségeinek hanyadosaival vannak definidlva:

Jt

_ |
gil’

Ji

T = (15.7)

A val6szintiségi dramsiiriiségeket a korabbiak szerint az aldbbi Osszefiiggésbdl szamithatjuk ki:

oy b e de (@) dy” (z)
i@ = g [¢ @ ) o @ 22 (15.8)
A valoszintiség megmaradasabol kovetkezden fonn kell dllnia a |j;| = |ji] + |jr|, illetve a T+ R =1

Osszefliggéseknek.

Az itt leirt eredmények arra az esetre vonatkoznak, ha a potencidlon szérédo részecske jo ko-
zelitéssel meghatarozott energiaju. A és aszimptotikus foltételt kielégits fiiggvények
azonban nyilvanvaléan nem normaélhaték, hasonléan a de Broglie-féle hullamokhoz.

Egy valodi részecskét viszont nem egy de Broglie hullammal, hanem ezeknek olyan szuperpozicio-
javal irunk le, amely térben tobbé-kevésbé lokalizalt. Az ilyen val6di normalhato hullamfiiggvénnyel
jellemzett részecske szorodasanak idéfiiggésének leirasakor a kovetkezdképpen kell eljarni. A kez-
deti hullamfiiggvényt kifejtjiik a stacionarius allapotokon, amelyek id6fejlsdését a megfelels e~ t/h
tényezével szorozva kapjuk meg. A Schrodinger-egyenlet linearitdsa miatt ezutdn a megoldéast az
egyes stacionarius komponensek korabban mér a alatt latott

t) = chun(x)e_i‘s"t/h + /c(e)ue(x)e_igt/hds (15.9)

alak( szuperpozici6javal kapjuk meg. Ennek a tényleges végigvitele legtobbszor csak numerikusan
lehetséges.
Ilyen feladatok megoldasat mutatjak az alabbi animéciok:

GAUSS-CSOMAG SZORODASA POTENCIALGATON

) Gauss tipust hullamfiiggvénnyel modellezett részecske iitkozik egy
\ 1 potencidlgatnak, melynek magasséga kisebb, mint a mozgasi ener-

WANR - gia varhato értéke ebben az allapotban. A géaton vald athaladas

valészintisége nagyobb, mint a visszaverddésé. Egy klasszikus ré-

szecske ez esetben biztosan &t tud menni a gaton.

Gauss tipustu hullamfiiggvénnyel modellezett részecske iitkozik egy
\ '_ potencidlgatnak, amelynek magassaga nagyobb, mint a mozgési
energia varhato értéke ebben az allapotban. A gaton vald atha-
ladas valdszintisége kisebb, mint a visszaver6désé. Egy klasszikus
O | | részecske ebben az esetben biztosan nem jut at a gaton, a kvantu-
mos mozgast éppen ezért alagiteffektusnak nevezziik.

68


http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/Gauss-csomag_alacsony_gaton.flv
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/Gauss-csomag_magas_gaton.flv

GAUSS-CSOMAG SZORODASA POTENCIALFALON
1 Gauss tipusta hullamfiiggvénnyel modellezett részecske iitkozik egy
f potencialfalnak, melynek magassaga kisebb, mint a mozgasi ener-
AR S T gia varhato értéke ebben az allapotban. A részecske nagy val6szi-
niiséggel "felmegy a falon", mig — kis valdszintiséggel ugyan — de
vissza is ver6dik, ami klasszikusan nem torténhet meg.
Gauss tipusta hullamfiiggvénnyel modellezett részecske iitkozik egy
/\ . potencialfalnak, melynek magassaga nagyobb, mint a mozgési
L b energia varhato értéke ebben az allapotban. A részecske nagy va-
loszintiséggel visszafordul, mig — kis valdszintiséggel ugyan — de
megtaldlhato a fal belsejében is.

GAUSS-CSOMAG SZORODASA LEPCSOS POTENCIALON

| Gauss tipust hullamfiiggvénnyel modellezett részecske érkezik egy
4~ ———— | bonyolultabb lépcsés potencialhoz, egy két oldalrél gattal koriilvett

6dorhoz.
S g
| Gauss tipusu hullamfiiggvénnyel modellezett részecske érkezik von-
—~————— | z6 potencial godorhéz. A részecske bizonyos valészintiséggel vissza-
5 ver§dik a godorrdl, ami klasszikusan nem torténhetne meg.

FEzzel az interaktiv animéciéval tetszéleges 1épcsbs potencilt

hozhatunk létre, majd megnézhetjiik, hogy az &ltalunk felépi-

. — | tett potencidlon hogyan szdrodik egy Gauss-csomag. A kezdeti

Gauss-csomag jellemz6i (impulzusénak és koordinatajanak vérha-
t6 értéke, illetve a koordindta szoérasa) szintén allithatoak.

16. Véges magassagu, szimmetrikus potencialgodorben 1év6 részecs-
ke

Vizsgaljuk most példaként a kovetkez$ szimmetrikus, 2a szélességii, Vp mélységi potencidlvilgy
hatésa alatt mozgé részecskét.

0 ha |z| > a

Vie)= { Vo(<0) ha |z|<a (16.1)

ahol a > 0.
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44. dbra. Szimmetrikus potencialgddor

Ebben az esetben a részecske lehet kotott allapotban a godor belsejében, ha az energidja negativ,
de vannak szért dllapotok is, amikor a részecske energidja pozitiv, ekkor pl. a negativ x tengely felsl
érkez6 részecske allapotat a godor megvéltoztatja. Latni fogjuk, hogy ilyenkor a klasszikus esettel
szemben — amikor a részecske egyszertien athalad a potencidlgddron — a kvantumos esetben annak
is van véges val6szintisége, hogy a részecske visszaverddik.

16.1. Kotott allapotok

Keressiik a részecske kotott dllapotait, azaz jelen esetben a Vy < € < 0 energiaji allapotokat.
(Konnyen ellenérizhets, hogy az € = Vj eset azonosan nulla hullamfliggvényre vezetne, ezért zar-
juk ezt ki). Mivel most a potencial fala nem végtelen magas, a részecske hullamfiiggvényérsl nem
allithatjuk, hogy az azonosan nulla a volgyon kiviil. Meg kell tehét oldanunk az energiasajatérték-
egyenletét a teljes térre (mivel most egydimenzioban vagyunk: az x koordinita egyenesre) vonat-
kozban. Ehhez bontsuk a lehetséges = értékeket 3 tartomanyra.

I. tartoméany (z < —a):

Ebben a tartomanyban V' (x) = 0, vagyis az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet a kivetkezd alaku:

h? d?up(z)
Atrendezve ezt, az alabbi egyenletet kapjuk:
d>ur(z) = 2me
e + = ur(z) = 0. (16.3)

Bevezetve a k = 1/—2;g€ > 0 pozitiv paramétert (hiszen ¢ < 0 energiaju részecskét vizsgalunk), a

Schrodinger-egyenlet a kovetkezd egyszert alakot olti:

w — K2up (z) = 0. (16.4)

Ennek az egyenletnek a megoldésa
ur (z) = Ae”™ "™ + Be"™*, (16.5)

ahol A és B egyel6re ismeretlen konstansok.
Ennek a hullamfiiggvénynek azonban a —oo-ben lecsengének kell lennie:

uy (—oo) = 0. (16.6)
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Mivel ur-ben az e*-es tag —oo-ben eleve lecseng, az e™"%-es tag viszont végtelen naggya valik, a
fenti feltétel akkor teljesithets, ha A = 0. A megoldasunk erre a tartoményra tehat

ur (z) = Be™ (16.7)

alaku.
II. tartomany (—a < z < a):
Ebben a tartomanyban V (z) = Vp, vagyis az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet a kovetkezd

alak:
ii d*upg (z)

T om dx2 + Vourr (v) = eurr (z). (16.8)
Atrendezve:
d*urr ()  2m 2m
Tam g @) =g (),
d*urr (x)  2m (e — Vo)
02 + 2 urr (z) = 0.
Mivel Vj < € < 0, ezért € — Vy > 0. Vezessitkk most be a k = w > 0 pozitiv paramétert,
amellyel a Schridinger-egyenlet az aldbbi alakra egyszertstdik:
d2
l;[;z(x) + kg (x) = 0. (16.9)

Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasa
ury (x) = C'sin (kx) + D cos (kx) , (16.10)

ahol C és D a peremfeltételekbdl meghatarozhato konstansok.

I11. tartomany (z > a):

Ebben a tartomanyban V' (x) = 0 ismét, vagyis az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet ugyanolyan
alak®, mint az I. tartomanyban:

d2u1H (J:‘)

e w2urrr (z) =0, (16.11)
itt is Kk = —QT% > 0. Ennek az egyenletnek az altalanos megoldasa (csakugy, mint az I. tarto-
méanyban)

urrr () = Fe ™ 4+ Ge™™*, (16.12)

de mivel ett6l a hullamfiiggvénytdl is elvarjuk, hogy a +oo-ben lecsengs legyen (mely feltételt az
e "T-es tag igen, de az e"*-es tag nem teljesit) nyerjiik, hogy

urrr (00) =0= G =0. (16.13)
A peremfeltételt teljesitd megoldas ebben a tartomanyban tehat:
urrr () = Fe ™. (16.14)
Osszefoglalva tehat a megoldasok alakja a harom tartomanyban:

uyr () = Be™, (haz < —a)
urr (z) = Csin (kx) + Dcos (kx), (ha —a<z <a) (16.15)
urrr (x) = Fe™ ™, (ha z > a).
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Most pedig a peremfoltételek segitségével Gssze fogjuk illeszteni a megoldésokat az ¢ = +a
helyeken. A fizikailag megfelels peremfoltételek a kivetkezdk: elgirjuk, hogy a megoldas és annak
derivaltja legyen folytonos a tartomanyok hatéran is. Az egyéb helyeken ez a fonti fiiggvényekbdl
lathatéan automatikusan teljesiil.

Tekintsiik ugyanis a V' (z)-et illetve annak véges ugrésait egy olyan folytonos, sima fiiggvény hatérese-
tének, amely az illesztési helyeken nagyon meredeken véltozik. Sima V' esetén az u-nak minden pontban
kétszer differencialhato fiiggvénynek kell lennie, hiszen az egyenlet az u masodik derivaltjat tartalmazza. Az
u simasagabol amit lehet akkor is megtartunk, ha a potencial nem folytonos. Emiatt irjuk eld, hogy az u
legyen folytonos és egyszer differencidlhato ott is, ahol V' ugrik. A méasodik derivalt ebben az esetben méar
nem lehet folytonos, mert az egyenletben a potencialis energia ugrasat ennek kell kompenzalnia. Megmutat-
hato, hogy abban a néha szintén el6fordulé esetben, amikor a potencial ugrasa végtelen, az u folytonossaga
még mindig elGirhato, de ez esetben az u derivaltjanak folytonossaga méar nem.

Ahhoz tehat, hogy a részecske hullamfiiggvénye a teljes x tengelyen folytonos és differencidlhaté
fliggvény legyen, el6irjuk a kovetkezdket:

) ur (—a) = usr (—a)
I. és I1. hatéran duy _ dugy , (16.16)
dx —q - dx r——a
) o urr (@) = urrr (a)
II. és II1. hataran dur;  dugyg , (16.17)
dx =a T dr r=a
melyek az alabbi egyenletekre vezetnek:
Be " = —(C'sin (ka) + D cos (ka) (16.18)
kBe " = [ [C cos (ka) + Dsin (ka)] [’ '
Fe"% = Csin (ka) + D cos (ka) (16.19)
kFe " =k [-Ccos (ka) + Dsin (ka)] |~ '

Eliminaljuk D-t a fenti egyenletekbdl! Ehhez vonjuk ki (16.19) els6 egyenletébdl ((16.18]) elsd egyen-
letét, illetve (16.18)) masodik egyenletébdl (16.19)) masodik egyenletét, ekkor kapjuk:

(F — B) e " = 2C'sin (ka) } ‘

—k (F — B) e " = 2kC cos (ka) (16.20)

Hasonl6an, most adjuk ossze ([16.18]) els6 (masodik) egyenletét (16.19)) els6 (masodik) egyenletével:

(16.21)

(F 4 B)e " =2Dcos (ka)
k(F+ B)e " =2kDsin (ka) |-

Ha C # 0, akkor ({16.20)-bol lathatéan F' # B és ({16.20]) egyenleteinek hanyadosa az alabbi egyen-
letre vezet:

kcot (ka) = —k. (16.22)
Ha D # 0, akkor (16.21])-bdl latszik, hogy F' # —B és ((16.21)) egyenleteinek hanyadosabdél
ktan (ka) = k. (16.23)

A fenti (16.22)) és (16.23)) egyenletek nem teljesithetdk egyszerre. Tegyiik f6l ugyanis az ellenke-
z6jét, és irjuk be x helyére ktan (ka)-t (16.22)-ben. Ez a tan? (ka) = —1 egyenletre vezet, tan (ka)
viszont valds, igy ellentmondasra jutunk. Két tipust megoldast kiillonboztethetiink meg tehat:

(1) ¢=0, F=B ¢ ktan(ka)==k
(2) D=0, F=-B és kcot(ka)=—k (16.24)
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A megoldésok (1) csoportjaban a részecske hullamfiiggvénye paros fiiggvény, mig a (2) csoportban
paratlan fiiggvény. (Ez a tulajdonsag egyébként kovetkezik abbol, hogy a potencidl x = 0-ra nézve
szimmetrikus, azaz V (—x) = V (x). Hiszen ekkor a részecskének a potencialvolgy « < 0 oldalan valo
megtalalasi valészintisége meg kell hogy egyezzen a potencidlvolgy x > 0 oldalan valdé megtalalasi
valoszintiségével, azaz |u (—z)|* = |u(2)|?, melybol pedig kivetkezik, hogy u(—x) = +u (), vagyis
a hullamfiiggvény péros, vagy péaratlan fiiggvény.)

Az (1) ill. (2) esetekben a részecske kotott allapotainak energiaszintjei a (16.23)), ill. (16.22)
egyenletek grafikus megoldésaval hatarozhatok meg. Ehhez vezessiik be a kovetkezd jelolést:

X = ka,
Y = ka, (16.25)
ahol X, Y > 0, hiszen k = /2E-0) 5 ¢ 65 55 = | /21 > 0. Mivel
2m (e — V,
X2 = k2a? = m(iﬂo)a?, (16.26)
és 5
Y2 = k242 = —hﬂ;a{ (16.27)

ezekbdl elgallithatunk egy olyan konstanst, amelyik csak a megadott Vy < 0 és a paraméterektdl
fligg:

2m (e — Vo) 2me
2 2 _ 2 2
X“+Y" = = @ — —5a
2m(e—Vo—¢) o 2ma?Vy
— = ol = -0 (16.28)
2ma? |V 9
=T e
Igy a lehetséges e = —% energiaszinteket az (1) és (2) esetekben az
(1) XtanX =Y (16.29)
ma? .
X2 4 y? = 2ma Vol
2) Xcot X =-Y (16.30)
ma? .
X2 —|—Y2 — 2 ﬁ2|VO|

gorbék (X > 0, Y > 0 tartomanybeli) metszéspontjainak megfelel6 Y értékekbdl hatarozhatjuk
meg, ahogyan azt az aldbbi abra is mutatja.
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45. abra. A kotott allapotok energiaszintjeinek meghatarozasa grafikus megoldaséssal

Az abrardl és az R-re vonatkozé ([16.28]) kifejezésbdl lathatjuk, hogy a kotott allapotok szama

a? |Vpl-lal novekszik, és véges, ha a? |Vy| véges. Az abra vizszintes tengelyérél leolvashato, hogy ha

%ﬂ <R %ﬂ, (ahol N = 0,1,2,...) akkor a kotott allapotok szama N + 1, vagy masképpen
1/2

[%R] +1= % (%) +1, ahol a szogletes zardjelek a koztiik 1évs szadm egész részét jelentik.

Lathato, hogy mindig van legaldbb egy kotott allapot.

LEPCSOS POTENCIAL KOTOTT ALLAPOTALI
. | A program lehetdséget biztosit tetszés szerinti 1épcsds potencial be-
‘ allitasara. Egy adott potencialt beallitva megkereshetjiik a kotott
allapotokhoz tartoz6 energiasajatértékeket és -sajatallapotokat.

16.2. Szoért allapotok

Keressiik most a adbran lathatd potencidlban a részecske szért stacionarius allapotait, azaz
az € > (0 sajatértékekhez tartozé megoldasokat. Ehhez ismét meg kell oldanunk az idéfiiggetlen
Schrédinger-egyenletet az I, 11, 111 tartomanyokon.

I. tartomany (z < —a):

Ebben a tartomanyban V (x) = 0, vagyis az idéfiggetlen Schrodinger-egyenlet a kovetkezd

alaku:
d>ur (x)  2me

72 + 2 ur (x) = 0. (16.31)

Bevezetve a k = \/2%6 > 0 pozitiv paramétert (hiszen ¢ > 0 energiaju részecskét vizsgalunk),

egyenletiink a kovetkez6 egyszerd alakot oOlti:

d?uy (z)

5t E*ur (z) =0, (16.32)

melynek altaldnos megoldasa ' '
ur (z) = Ae*® 4 Be~*® (16.33)
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ahol A és B konstansok.
II. tartomany (—a < z < a):
Ebben a tartoményban V (z) = Vj, vagyis a sajatérték-egyenlet a kovetkezd alaku:

ﬁ72 d2uH (:IZ)

— = . 16.34
o da? + Vourr (z) = eupr () (16.34)
Atrendezve:
d*urp (z)  2m 2m
Tdr =g (@),
d*urr (x)  2m (e — Vo)
dl‘Q + h2 urr (x) = 0.

Mivel Vo < 0és e > 0, ezért ¢ — Vp > 0. Vezessiik most be a ¢ = 4/ w > 0 pozitiv paramétert,
amellyel a Schridinger-egyenlet az aldbbi alakra egyszertstdik:

d2un (33)
dz?

Ennek a differencidlegyenletnek altalanos megoldasat most célszerd az

+ ¢®urr (z) = 0. (16.35)

urr (x) = C'sin (qz) + D cos (qx) , (16.36)

alakba irni, ahol C és D konstansok.
III. tartomany (x > a):
Ebben a tartomanyban az idéfiiggetlen Schréodinger-egyenlet ugyanolyan alaki, mint az I. tar-

toméanyban:
d*uprr (o)

T3 T kurrr (z) =0, (16.37)
ittis k = 2;;55 > 0. Ennek az egyenletnek az altalanos megoldasa (csaktgy, mint az I. tartomany-
ban) ' '

urrr (z) = Fetf® 4 Ge™ke, (16.38)

A tovabbiakban feltessziik, hogy a potencidlgddorre jobbrél nem érkezik hulldm, azaz
G =0.
A megoldas ebben a tartoményban tehét:
urrr (z) = Feik®, (16.39)
Osszefoglalva a megoldasokat a harom tartoményban:

uy (z) = Ae’*™ + Be™™** (ha z < —a)
urr (x) = Csin(qx) + Dcos (qz), (ha —a <z <a) (16.40)
ikx
e

Urrr (l‘) =F R (ha xr > a).

Illesztés az I. és II. tartomanyok hataran:
Mivel a hullamfiiggvénynek folytonosnak és differencialhatéonak kell lennie, az alabbi egyenletek-
nek kell teljesiilnitik:

ur (—a) = urr (—a)
duy
dzr

_ duyy

16.41
Ir (16.41)

r=—a r=—a
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melyekbdl:

Ae~ e 1 Betke — _('sin (ga) + D cos (qa) (16.42)
ik <Ae_ika - Beik“> = ¢ (Ccos(ga) + Dsin (qa)) . (16.43)

Tllesztés a I1. és I1]. tartomanyok hataran:
Itt az alabbi egyenleteknek kell teljesiilniiik:

urr (@) = urgr (a)

du du
T;I = d;” - (16.44)
melyekbdl:
Fe*e = C'sin (ga) + D cos (qa), (16.45)
ikFe*® = ¢ (C cos (qa) — Dsin (qa)). (16.46)

Transzmisszios egyiitthato:

A transzmisszios egyiitthaté meghatarozasdhoz hasznaljuk ismét a [I5] fejezetben leirtakat.
Most az athaladt hullam maga az uyrs (x), hiszen ez csak az x-tengely pozitiv iranyaba halad6 hul-
lamot tartalmaz (feltettiik, hogy jobbrol nem érkezik hullam a potencialgédorre). A neki megfelels
valészintiségi dramsiriség a kovetkezd

. Rk
ji=—|F*. (16.47)
m

A bejovs hullam nem més, mint u; (z)-nek az z-tengely pozitiv irdnyéba haladé része, azaz Aek.
A hozza tartozd aramstiriség:

hik
ji=— AP (16.48)
m

Megjegyezziik, hogy most a bejové és kimend hullamok hullamszama megegyezik. Igy a transz-
misszids egyiitthato az alabbi, igen egyszerd alakot 6lti:

| F
_ ‘A
Vagyis megegyezik a két hullam amplitadéja hanyadosanak abszolutérték-négyzetével.

T kiszamitdsdhoz a egyenletekbdl ki kell fejezniink F-et, mint A fiiggvényét. Ehhez
elészor fejezziik ki C-t és D-t, mint F fiiggvenyét (16.45)) és (16.46)-bol. C-t megkaphatjuk, ha
(16.45)-6t megszorozzuk sin (ga)-val, ([16.46)-ot pedig cos (qa)-val, majd dsszeadjuk Sket, melybdl:

2
T = . (16.49)

Jt
Ji

C = Fe'te [Sin (ga) + Z(fcos (qa)] : (16.50)

D-t teljesen hasonléan, megkaphatjuk, ha (16.45)-6t megszorozzuk cos (ga)-val, (16.46])-ot pedig
sin (ga)-val, majd kivonjuk 6ket egymasbol:

D = Feika {cos (qa) — iq’“sin (qa)} : (16.51)
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Ezutan helyettesitsiik be (16.50])-et és (16.51)-et (16.42)-be és (16.43)-ba:

Ae ka4 Betka — _ petka [sin (qa) + % cos (qa)] sin (qa)
q

+ Fetka I:COS (qa) — stin (qa)} cos (qa) (16.52)

= Fetha [cos (2qa) — %sin (2qa)] ,

Aetka _ Beika — % <Fe’k“ [Sin (qa) + Z;Cos (qa)] cos (qa)
, ik
+Fezlca |:COS (qa) _ % sin (qa):| sin (qa)> (1653)
q

_ 1 pika | %
= ikFe [sm (2ga) + . cos (2qa)} .

A fenti (16.52)) és (16.53) egyenletek Gsszeadasaval kapjuk:

24e~ha = peika |:COS (2ga) — " sin (2qa) +
q

—1—% sin (2ga) + cos (2qa)}

= Fe*® |2 cos (2qa) + sin (2qa) <qk - Zk)} (16.54)
L t q
) r 2 k2
= Feike _2 cos (2qa) + g i—li:_q sin (2qa)}
T 2, 1.2
= Fetha _2 cos (2qa) — 2i4 ;];qk sin (an)] ,
melybdl kifejezve F-et:
AefZika
F= . (16.55)

cos (2qa) — iq?k'g? sin (2qa)

Ebbél pedig a transzmisszio:

Elk
o[£ - oG (16.56)
N |A” ’ '
azaz )
T = — . (16.57)
cos? (2qa) + (qQZéc ) sin? (2qa)
Alakitsuk at kissé a nevezét:
2 4 p2\2 2 4 g2\ 2
cos? (2qa) + <q ;qu ) sin? (2ga) = 1 — sin® (2qa) + (q ;qu ) sin? (2qa)
4 2.2 1.4
q* +2k°q* + k . 9
=1+ < 182 — 1) sin” (2qa)
4 2.2 | 14
q — 2k q +k .92
=1+ 2 sin“ (2qa) (16.58)
2 _ 1.2)2
.
=1+ T sin” (2qa) .
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Mivel ¢% = w és k2 =

2me
2

megadhatjuk T-t, mint a, Vg és ¢ fiiggvényét, ugyanis:

(- 1) = 2mV\? AmPV

16m2e (e — Vo)

4k % = = , (16.59)
melynek felhasznaldsaval
1
r= (@®—F2)? & 2
1+ g Sin (2qa)
1
= 7z . (16.60)
1+ 4€(63v0) sin? (2#\/2771 (e — Vo))
Az alabbi dbra mutatja a transzmisszié fiiggését a részecske energidjanak fiiggvényében.
TA
46. abra. A transzmisszid a részecske energidjanak fliggvényében
A transzmisszi6 tokéletes (T = 1), ha
2a
W 2m (e, — Vo) = nm, (16.61)
ahol n tetszéleges egész szam. Ebbél
nrh\? 1
-V = Wl=—] — 16.62
= To=en+ ol = (50 ) o (16.62)

azaz a transzmisszié tokéletes, ha a részecske energidjanak és a potencidlgdddr mélységének Gsszege
éppen egybeesik az ugyanolyan szélességii, de végteleniil mély potencidlgodor valamely energiaszint-

jével.

LEPCSOS POTENCIAL SZORT ALLAPOTAI

. o

A program lehetGséget biztosit tetszés szerinti 1épcsés potenciél
beéllitasara. Egy adott potencialt beéllitva allithatjuk a szort al-
lapot energidjit, az adott energidhoz tartoz6 allapot hullamfiigg-
vénye pedig fazis szerinti szinezéssel jelenik meg.
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KVANTUMALLAPOTOK POTENCIALGODROK SOROZATAN

Ez a java applet egydimenzids, kvaziperiodikusan ismétl6ds po-

tencidlokban mozgéd kvantumos részecske dinamikajat mutatja. A

tovabbi magyarazatokat és bedllitasi lehetGségeket illetGen olvas-
RESZLETES LEIRAS

suk el a ,Részletes lefras’-t.

17. A kvantummechanika szabalyai

Az atomnyaldabokon végzett Stern-Gerlach tipusi kisérletekbdl, a fotonok polarizaciéjara vonat-
koz6 tapasztalatokbol, a Jonsson-Tonomura-féle kétréses elektroninterferencias kisérletbél, amely
a részecskék helyére vonatkozéan mutatta a valoszintiségi amplitudok interferencidjanak lehetgsé-
gét, és szamos egyéb kisérleti tapasztalat alapjan meg lehet fogalmazni a kvantummechanika olyan
matematikai modelljét, amellyel jelenlegi tudasunk szerint minden kvantumos jelenséget le lehet
irni.

A kés6bbiek soran egy komolyabb szintii posztuldtumrendszert is meg fogunk fogalmazni, itt
csak a kvantummechanika “mikddésére’vonatkozo legfontosabb szabélyokat foglaljuk &ssze.

1. Egy kvantumfizikai rendszer dllapotait eqy linedris vektortér elemeivel jellemezziik.

Az elemeket — vagyis az allapotokat — szokéds vektornak is nevezni: az eredetileg P. Dirac angol
fizikus altal bevezetett és manapsag teljesen elterjedt jelolésiik a | ) ketnek nevezett szimbolumban
szerepld betd pl. [¢). A linearis vektortér alapvetd matematikai tulajdonsagai alapjan, ha egy kvan-
tumrendszerben lehetséges két allapot, akkor altaldban azok linearis kombinacidja is egy lehetséges
allapot:

1) = c1[vn) + cafeha) . (17.1)

Ez lényegesen kiilénb6zik a klasszikus mechanika allapotfogalmatél, ahol a részecskéket jellemzo

altalanos koordinatak és sebességek (vagy impulzusok) egyiittese jellemzi az allapotot, és ilyen

szuperpozicios torvény nem érvényes. A vektortér linearisan fiiggetlen elemeinek szama a dimenzid.

A kvantummechanikidban véges vagy megszamlalhatéan végtelen dimenzids terek fordulnak el§. A

tér eleme a zér6 vektor is, de az nem jellemez fizikai allapotot, ezért ezt egyszerten O-val jeloljiik.
Egy adott kvantumfizikai probléméhoz egy alkalmasan valasztott linearis tér tartozik.

Paul Dirac(1902-1984)

47. abra.

2. A fizikai allapotok tere egy tigynevezett belsG szorzattér, azaz értelmezve van tetszdleges két
vektor belsd vagy skaldris szorzata, amely eqy komplex szdm. Fzt két ekvivalens modon is fogjuk

irni: (|¢),|p)) illetve (]p) vagyis
(1) 19)) = (Wlyp) = c e C. (17.2)
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Ennek a ¢ komplex szdmnak a neve wvaldszinidségi amplitidd, amely egy sajatosan kvantumfizikai
jellegli mennyiség. A fonti ¢ abszolut értékének a négyzete |(p|y)|?> = |c[> > 0 adja annak a
valdszintségét, hogy egy eredetileg |1) dllapotban 16v6 rendszer mennyire van ugyanakkor egy mésik
|p) allapotban. Természetes elvaras, hogy annak a valoszintsége, hogy a [¢) allapotban 1év6 rendszer
ugyanebben a [¢) allapotban van, legyen 1, ami a biztos esemény valosziniisége a matematikaban.
Ezért eléirjuk a |(1[)[? = 1 tulajdonsagot, illetve egy célszerti konvenciéval azt, hogy legyen
(Y|) = 1. Ezt a tulajdonsagot, amirdl azt mondjuk, hogy [¢) egyre vagy egységre normalt, tehét
rendszerint megkivanjuk az elemektdl.

A valészintségi amplitud6 a kozonséges belss szorzathoz hasonl6 tulajdonsagokkal rendelkezik,
azaz a méasodik tényez&ben linedaris:

(9}, le) +1x)) = Wle) + (WIx),  (Plap) = a{¥le), (17.3)

ahol a egy tetszdleges komplex szam, de a tényezSk sorrendjének fdlcserélésekor az eredmény a
komplex konjugalt szam:

(Wle) = {pl¥)”, (17.4)

ahol * a komplex konjugalast jelenti. Az ilyen tipust komplex értéki bels6 szorzatot hermitikus-
nak szokas nevezni C. Hermite francia matematikus nyoman. Ebbgl kovetkezGen (1|1)) valos, és
posztulaljuk, hogy

(Yl) >0, és (Y|) =0 akkor és csak akkor, ha [i) = 0. (17.5)

Abbol, hogy elsirjuk, hogy a bels§ szorzat legyen linedris a méasodik tényezében ugyanakkor
hermitikus is kovetkezik, hogy a belss szorzat konjugalt linearis az els6 tényezében: (a|v),|¢)) =
a*(|v),|p)) = a* (Y|p), azaz az els6 tényez6bol az azt szorzo szam komplex konjugaltja emelends
ki.

Két vektor |p) és |1) ortogonalis (meréleges), ha (|p) = 0.

Szokéasos a +/(Y[) =: ||¢|| jelolés, és ||¥]-t a vektor hosszanak vagy normajanak nevezziik.

Megfelel allandoval valo szorzéassal mindig el lehet érni, hogy a norma ||¢| = 1 legyen.
Alp1),l@2) ..., |pn) elemekrdl azt mondjuk, hogy ortogonélis és normalt (réviden ortonormaélt)

rendszert alkotnak, ha egyikiik sem a nulla vektor, és

< _J lhai=j
<CP1|Q0]> - 51] _{ Ohaz;«é] (176)

Ha a tér n dimenzidés, akkor az {gy megadott vektorrendszer egy tgynevezett bazist alkot, azaz
linearis kombinaciéjukkal barmely vektor elgallithaté.

Végtelen dimenziés terekben végtelen sok ilyen paronként ortogondlis és normalt vektor létezik.
Végtelen dimenzios teret kell hasznalni, ha pl. egy részecske helyérdl akarunk informaciét megadni
a kvantummechanikaban, amely rendszerint végtelen sok lehet8séget jelent. Annak ellenére, hogy
egy részecske térbeli helyének a valés szamokkal megegyez6 szamossagi, azaz kontinuum sok lehets-
sége van, érdekes modon azt mégis meg lehet adni megszamlalhatdéan végtelen szamu valdszintiségi
amplitidéval.

Egy konkrét probléma esetén, egy allapotokat megado6 vektort rendszerint valamilyen alkalmas
reprezentacioban adunk meg. Fz mésképpen azt jelenti, hogy az allapotok terében valasztunk
egy konkrét ortonormdlt bazist, az allapotot kifejtjiik a bazisvektorokon, és a kifejtési egyiitthaték
halmazaval adjuk meg az allapotot. A [¢) allapotnak az |uy) bézison vett kifejtése

) = en ux), (17.7)
k

ahol egy c¢; egylitthatot a ¢; = (u;|¢Y) bels6 szorzat ad meg. Ez utébbi a (17.7) egyenlSségbol
kaphat6, ha azt szorozzuk az (uj|-vel. A ¢ egyiitthatok eszerint annak amplitudoéi, hogy a [v)
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allapotti részecske az uy 4llapotban van. Ha [¢) normalt, akkor >, |cx|> = 1. Ha a probléma
véges (n) dimenzios, akkor a kifejtési egyiitthatok szama véges. Két vektor bels§ szorzatat az |uy)
reprezentacidoban a

(Wle) = (19) . 1e) = (3w lun), Sy lug)) = 3 i (17.8)
k i k

szorzatosszeg adja meg, ahol kihasznaltuk a belss szorzat tulajdonsigait és az |ug) béazis ortonor-
maltsagat.

3. A kvantumos részecskék éllapotait rendszerint egy berendezéssel vizsgaljuk, ez a bejove
allapotot egy masik dllapotba transzformaéalja. Ezért egy méréberendezést a kvantummechanikaban
egy A linearis transzformécioval mas néven linedris operdtorral irunk le, amely valamely allapothoz
egy masik allapotot rendel:

) = o) = Aly). (17.9)

A linearitas azt jelenti, hogy A(cy [t1) + c2 [12)) = 1A |1)1) + c2 A |1)9).

Bizonyos bemend allapotok nem véltoznak, a kimenet biztosan megjésolhaté, s lényegében meg-
egyezik a bemend allapottal. Ezeket a berendezés sajatallapotainak nevezziik. A lehetséges ki-
menetek pedig a bemend részecske allapotatdl fliggetleniil mindig a berendezés sajatallapotainak
valamelyike. Ezek ortogonalisak, (pil¢;) = 0 hai # j, illetve az el6z6 konvencié szerint (@;|p;) = 1,
azaz a kimenetek ortonormalt bazist alkotnak a el6irasnak megfelelGen.

A kimenetekhez azon kiviil, hogy azok tjabb &llapotok, bizonyos valos szamokat rendeliink,
ezek a mérési eredmények. Pl. a spin értéke bizonyos iranyban, lehet i/2 vagy —h/2, vagy a mért
koordinata értéke lehet valamilyen vonatkoztatési ponttol (orig6), valamilyen iranyban pl. z tengely
mentén mért elGjeles tavolsig, azaz x koordinata.

Most megkonstrualjuk a linearis operdator matematikai alakjit a sajatdllapotainak és a megfelel$
mérési eredményeink segitségével. Legyenek a berendezés sajatallapotai a |p;) allapotok, és rendel-
jiik a ¢; kimenethez valamilyen meggondolas alapjan az «; valdés szdmmal megadott mért értéket.
Eldszor tekintsiik a berendezés egyetlen kimend csatornajat, amelyik mondjuk a |p;) sajatallapot-
nak felel meg, a tobbit pedig zarjuk le. Ehhez a szituacichoz rendeljiik hozza az E; = |¢;) (v
szimbo6lumot, amelyet operdtornak tekinthetiink, abban az értelemben, hogy egy tetszéleges |1))
allapothoz az E; rendelje hozz4a az

Ei|) = [@i) (i) = i) ci (17.10)

vektort, ahol ¢; a (p;|Y) belsé szorzatnak megfelels valoszintségi amplitado. A kiforditott (e
tehét itt miveletként viselkedik, a mogotte 1év vektorral vett belss szorzatat kell tekinteni. Ha a
|4) éppen valamelyik sajatallapottal azaz |¢;)-vel egyezik meg akkor lathatolag

Eilpj) = lwi) {pilps) = lwi) 6, (17.11)

mivel (pilp;) = 6;5. Ez felel meg annak, hogy ha a bejévs allapot a nyitott csatornanak megfe-
lels sajatallapot, akkor azt a berendezést reprezentalé E; operator viltozatlanul atengedi, a t&bbi
csatorndnak megfelels sajdtdllapotot viszont nem engedi at, tehat kinulldzza. Ha minden csatorna
nyitva van, akkor a berendezést az egyes csatorndkhoz tartozd E; operdtorok Osszessége jellemezi.
A formalizmust még kiegészitjiik azzal, hogy az egyes E; operatorokat megszorozzuk a hozzajuk
tartozo «; szdmszerd mérési eredménnyel, s ez lesz a teljes berendezést reprezentalé operator:

A= ZaE = Za los) (03] - (17.12)

Ez lathatoélag egy linearis operator, mivel a belsé szorzat linearis, azaz tagonként végrehajthato, és
a konstans kiemelhetd.
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A hatésa egy tetszbleges |¢)-re: Al)) = >, as|@s) (pi [¥) = Y, cia [i) szerint fejezhetd ki az
A sajatallapotaival. Az A hatésa egy |p;) sajatallapotra:

Alpj) = Zai i) (@i lpj) = Zai i) 0ij = aj | ;) - (17.13)

Az itt lathato

Alpj) = ajle;) (17.14)
egyenldség a matematikailag szokésos értelemben mutatja, hogy a |¢;)-k az A operator sajatvek-
torai, az aj-k pedig a megfelel§ sajatértékek. Erdemes megjegyezni a kovetkez6t. A altal
definialt linearis operatorokon tal az allapotok terén értelmezheték olyan altalanosabb linearis ope-
ratorok is, amelyek nem irhatdk a alakba, tehat nem reprezentalnak fizikai mennyiségeket.
Egy a sok egyéb lehetséges példa mellett, ha a —ben az «; valés szamok helyett komplex
szamokat frunk. Az igy kapott operatorok tovabbra is linearisak maradnak, amint arrél egyszerten
meggy6zidhetiink, de ezeket nem szokas fizikai mennyiségeknek tekinteni. A kvantummechanikidban
is taldlkozunk ilyenekkel a kés@bbiek sordn. Azokat az operatorokat, amelyeket valamilyen |¢;) or-
tonormalt bazissal és a hozzajuk tartozé «; valds szamokkal a alakba lehet frni, 6nadjungalt
(néha hermitikus) operatoroknak nevezziik.

A fontiek alapjan tehat kimondhatjuk a kévetkezd szabalyt:

Egy mérdberendezés dltal mérhetd fizikai mennyiséget a kvantummechanikdban eqgy A linedris
transzformdcidval mds néven linedris operdtorral trunk le. A fizikai mennyiségek mért eredményes
az azokat reprezentdld operdtorok sajdtértékei, a mérés utan kimenetként jelentkezd dllapotok pedig
a megfeleld sajdtvektorok.

Mint latni fogjuk egy szorzattéren értelmezett linearis operator altalanos alakja B = 3, . bij [¢i) (5],
ahol |¢;) valamilyen ortonormaélt bazis, a b;;-k komplex szamok. Az operdtor hatésat a [1)) allapotra a
B ) =32, 5 bij lei) (@; 1) keplettel adjuk meg, amely lathatolag a |¢;) vektorok egy linearis kombinaci-
6ja. Rendeljiik hozzé a B operatorhoz a BT = Zi, ;03 l©;) (pi| operétort, amely szintén lineris, és amelyet
ugy kaptunk, hogy a b;j-k helyett a komplex konugéltjukat irtuk és a @;-t és a @;-t megeseréltiik. A Bf
operatort a B operator adjungaltjanak, vagy hermitikus konjugéltjanak nevezziik. Azokat az operatorokat
amelyekre B = BT onadjungalt operatoroknak nevezziik.

17.1 Feladat: Milyen féltételt kell teljesitenie a b;; szdmok mdtrizdnak, hogy a B dnadjungdlt legyen?

17.2 Feladat: Mutassuk meg, hogy eqy A dnadjungdlt operdtor esetén érvényes a kovetkezd tulajdon-
sdg:

(Wl Alp) = (), Alp)) = (A1), @) = (el Al¢)"

Alapvet6 fontossagu a kvantummechanikaban az un. spektraltétel (lasd linearis operéatorok elmélete), amellyel
késébb fogunk foglalkozni. Eszerint egy A 6nadjungélt operator sajatvektoraival teljes ortonormélt bazis
adhaté meg a Hilbert-téren, azaz A sajatvektorai segitségével barmely vektor kifejthetd.

4. Ha nem végziink mérést, az allapotok akkor is valtoznak idében. Vagyis mialatt az idé mulik,
az allapot valtozik: a véaltozast a valos ¢t parameéterhez hozzarendelt ¢t — |¥(t)) fiiggvény adja, ahol
a fliggvény lehetséges értékei az dllapottér vektorai.

A kvantumrendszer iddbeli vdltozdsdt eqy differencidlegyenlet, a Schrédinger-egyenlet, mdsnéven
dinamikai egyenlet irja le, melynek alakja:

L d[¥(t)
W=t = H W (1), (17.15)

ahol H az energia mérésének megfelel§ berendezéshez tartozdé operdtor, melynek neve torténeti
okok miatt Hamilton-operator. A kvantummechanikiban a Newton-egyenlet helyére a Schrédinger-
egyenlet 1ép. A Schrédinger-egyenlet fontos tulajdonsiga, hogy linearis, azaz a lehetséges meg-
oldéasok linearis kombinaciéja is megoldas. Miért van t6bb lehetséges megoldas? Azért, mert az

82



egyenlet — mint minden differencidlegyenlet — 4ltaldnos megoldasa tn. integracios allandoékat tar-
talmaz, mégpedig annyit ahany dimenziés a |¥(¢))-t tartalmazo vektortér. Ezeket az integracios
allandokat a kezdeti foltételek hatarozzak meg, azaz a |¥ (¢ = 0)) vektor, illetve ennek komponen-
sei valamely bazisban. Két kiilénb6z8 megoldas tehat kiillonb6z6 kezdeti foltételeket jelent, s ezek
linearis kombinacidja ismét mas kezdeti foltételhez tartozik.
Mivel a dinamikai egyenlet szerint a H Hamilton-operator kitiintetett szerepet jatszik, a H
sajatallapotai is kitlintettek: A
H|ug) =€ |ug) (17.16)

energiasajatérték-egyenlet |u.) iddfiiggetlen megoldéasai adjak a staciondrius allapotokat, amelyek

idéfejlédése a legegyszertibb ‘
|ug) e~tEt/h (17.17)

alakt, amint arr6l a ((17.15]) egyenletbe val6 visszahelyettesitéssel meggy6z6dhetiink. Ezek azok az
allapotok, amelyek létezését Bohr még az "igazi" kvantummechanika megjelenése el6tt posztulalta.

William R. Hamilton (1805-1865)

48. abra.

1. TESZTSOROZAT
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