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UTMUTATO

Techinkai okokbdl itt megismételjiik az I. rész elején taldlhatd, az animaciok inditasahoz sziikséges
programokat Osszegy1ijto listat:

SZUKSEGES PROGRAMOK
. Az interaktiv tartalmak egy részének megjelenitéséhez sziikséges a java kérnyezet

(JRE) letoltése és telepitése. A bal oldali linkre kattintva letolthetjiik az operéacios-
rendszeriinknek megfelel§ java kdrnyezetet.

Az interaktiv tartalmak masik részének megjelenitéséhez a Mathematica Note-
book Player 7 vagy a Wolfram CDF Player program megléte sziikséges. Ez
utoébbi a bal oldali linkre kattintva letolthets.

A videok jelent@s része flv formatumu Flash vided. Ezeket a ,szokasos médiale-
' jatszok” altaldban csak a megfelel6 Adobe-Flash plugin megléte esetén képesek

lejatszani. Ezt a bal oldali linkre kattintva az Adobe honlapjarél télthetjiik le. Az
swf formatuma flash animaciok megtekintéséhez pedig mindenképpen sziikséges ez a
plugin.

A flash videok lejatszasara a masik lehetGség, hogy letoltjiik az ingyenesen elérhets
VLC Media Player-t. Ez a program rendkiviil sokféle vide6- és hang formatumot
kezel, tobbek kozott az flv formatuma videdkat is lejatsza.
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http://www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/index.html
http://www.wolfram.com/cdf-player/
http://get.adobe.com/flashplayer/?promoid=DAFYL
http://www.videolan.org/vlc/
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18. Hilbert-tér és linearis operatorai, Dirac-jelolés

A Kvantumfizika alapjai c. részben lattuk, hogy a mikrorészecskék tulajdonsagai magyarazhatok
egy matematikai képpel, melyben a részecske allapotvaltozasait komplex szamokkal, valészintiségi
amplitudokkal irjuk le. Ezeket egy 1 absztrakt allapotbél egy méasik ¢ allapotba valé dtmenethez
rendeljiik, és (p|1)-vel jeloljiik. Ennek abszolit érték négyzete mondja meg azt, hogy mekkora
az dtmenet valdszintisége. Ha a 1 allapott részecskék valamilyen tulajdonsiagat egy alkalmas be-
rendezéssel mérjiik, akkor azt talaljuk, hogy a berendezés a részecske allapotat megvaltoztatja, és
ez altalaban t6bb killonbhozs lehetséges mdédon torténhet. A berendezés utan a részecske allapota
valamilyen a berendezésre jellemzd u; allapot lesz, ezek a berendezés sajatallapotai. Az egyes sajat-
allapotokba, (u;|1p) valészintiségi amplitadoval azaz | (u;|y) |* valoszintiseggel keriilnek a részecskék.
Valojaban magat a 1 allapotot 6nmagéban nem is tudjuk megadni. A i megadasa éppen ugy
torténik, hogy megmondjuk, hogy valamilyen kivalasztott berendezés esetén annak egyes kimend
csatorndiba, amelyek lehetnek diszkrétek vagy folytonosak, mekkora amplituddval jut a részecske.
Az allapotrél akkor lehet konkrétan beszélni, tehét éppen azéltal tudjuk jellemezni, hogy meg-
mondjuk, mekkordk ezek az amplitudék valamilyen kivalasztott mennyiség mérése szempontjabol.
Megjegyezziik még, hogy mivel egy részecske allapota sziikségképpen megvaltozik a mérés sorén, a
konkrét méréshez az sziikséges, hogy sok azonos médon preparalt részecskével végezziink mérést.
Ha a részecskén semmifajta mérést nem végeztiink, vagy nem minden lehetséges amplitadéjat is-
merjiik, az allapotot akkor is lehet alkalmas médon jellemezni, errél azonban itt egyelére nem lesz
870.

David Hilbert (1862-1943)  Neumann Janos (1903-1957)

1. abra.

Eme tapasztalatok alapjan a kvantummechanika kialakulasa utan révidesen kiformalédott az a
matematikai keret, amely alkalmas a mikrorészecskék tulajdonsigainak targyaldsara. Ezt a hatte-
ret, amely a Hilbert-terek linearis operatorainak elméletén alapul, a matematikai egzaktsag minden
kévetelményének megfelel§en Neumann Janos dolgozta ki. Ennek lényege, hogy a részecskék allapo-
tait egy linearis, bels6 szorzat struktiraval is ellatott vektortér elemeinek kell tekinteni, a jellemz6
fizikai mennyiségeknek pedig a téren értelmezett linearis operéatorok felelnek meg. A mondott meg-
feleltetés pontosabb részleteit a kdvetkezSkben majd axiémaszertden is ki fogjuk mondani, elgbb
azonban bevezetjiik az dllapottér, azaz a Hilbert-tér fogalmét.

Jeloléstinkben Dirac nyoman a vizsgalandé halmaz, a $) Hilbert-tér elemeit a |¢),|¢), |¢), [x)
moédon fogjuk jeldlni, amelyekre a kozonséges haromdimenzios vektorokhoz nagyon hasonld tulaj-
donsagok érvényesek, azaz az elemeket Gssze lehet adni és komplex szdmmal szorozni, és ezek ismét
a tér elemei lesznek. Masképpen szélva a tér elemein két miivelet definidlhaté, a kommutativ és
asszociativ Osszeadds és a szammal valo szorzas. Azaz |¢) + |¢) és c|y) is a tér eleme, ahol ¢ egy
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komplex szdm. A szorz6 komplex voltanak lehetsége miatt bonyolultabb a vizsgélt tér a kozonsé-
ges vektorok terénél, mindazonaltal §) elemeit vektoroknak is szokés nevezni. A | ) jelolés a $) tér
elemeire P. Diractol szarmagzik, és csak a kvantummechanika fizikai irodalméban hasznalatos, alabb
latni fogjuk ennek a jeldlésnek az indokat és bizonyos el6nyeit.

A 9 tetszbleges elemeire érvényes, hogy

L [4) + |¢) = |¢) + ) kommutativ, [1) + (|¢) + [x)) = ([¢) + |¢)) + |x), asszociativ, létezik
egyetlen olyan vektor () , amelyre |¢) + () = |¢)),

IL a(|$) +19) = aly) +alp), (a+b)|d) = alp) +b[Y), a(b|)) = (ab) ), 1|¢) = [¢) ,
0f¢) = 0.

Az utolso tulajdonsdg miatt a 0 szam és a () vektor kozott a tovabbiakban nem kell kiilonbséget
tenni.

Lineéris fiiggetlenség. A ¢1 |p1) +c2|p2) +. .. cn |on) alaka kifejezést a |¢1), [@2) - - . |on) elemek
linearis kombinaciojanak nevezziik. A |¢1), [p2)...|¢n) elemeket linedrisan fiiggetleneknek nevez-
ziik, ha a ¢ |@1) + ca|p2) + ... cn|pn) = 0 Osszefiiggés csak a ¢g = ¢co = ... = ¢, = 0 esetben
teljesiil. Egyébként a vektorok linedrisan Osszefiigg6k. A vektortér véges és éppen n dimenzios,
ha létezik n szamu linearisan fiiggetlen vektor, de ennél t6bb mar nincs. Ha tetszéleges szamu
linearisan fiiggetlen elem létezik, akkor a tér végtelen dimenzios.

A kvantummechanikai leiras a lineéaris térnél gazdagabb strukturat kévetel, ezért definialjuk a
vektorok skalaris vagy bels§ szorzatat is. Egy rendezett [1)), |¢) elempéarhoz egy komplex szamot
rendeliink: ezt két ekvivalens modon is fogjuk irni: ([¢), |p)) illetve (]p) vagyis

(1) 5 1)) = (le) - (18.1)

Ez a kizonséges bels szorzattal majdnem azonos tulajdonsagokkal rendelkezik. A mésodik ténye-
z6ben lineéris:

(1), 10y +1x)) = @Wlo) + (WIx),  (Wlay) = a(Yl), (18.2)
de a tényezsk sorrendjének félcserélésekor az eredmény a komplex konjugélt szam
(W) = (ely)” (18.3)
s emiatt
(alp) = a” (Ylp) . (18.4)

(18.3))-bsl kovetkezben (1p[1)) valos, és posztulaljuk, hogy
(Yl) >0, és (YY) =0 akkor és csak akkor, ha |¢) = 0. (18.5)

A vektor hossza, vagy norméja || = \/(¥|¢). Az ilyen m6don kapott tér egy belsd szozattér, vagy
véges dimenzios esetben szokéisos a komplex euklideszi tér elnevezés is.

A bels6 szorzat segitségével értelmezhetd két vektor, a 1) és ¢ tavolsaga, amelyet |¢p — | definidl.
Ertelmezhets az elemek sorozata, illeteve a tavolsag fogalmanak folhasznalasaval a konvergencia illetve a
hatarpont is. Ha a vektortér véges dimenzids, akkor a valés szdmokra vonatkozé ismert tételhez hasonldéan
meg lehet mutatni, hogy minden Cauchy-sorozat konvergens a térben. Azaz, ha ¢, egy olyan sorozat,
hogy |on — ¢©m| tetszolegesen kicsivé vélik valahanyszor n és m is elegendGen nagy (ezt nevezziik Cauchy-
sorozatnak), akkor a sorozat konvergens, vagyis létezik olyan ¢ elem a térben, hogy |, — ¢| — 0, azaz
©n — . Végtelen dimenzids térben ez nem foltétleniil van igy. Ha igy van, akkor az a tér egy tovabbi, az
eléz6ektol fiiggetlen tulajdonsaga, és ekkor a teret teljesnek nevezziik. A lineéris belsd szorzatteret, amelyben
minden Cauchy-sorozat konvergens, tehat ebben az értelemben teljes is, Hilbert-térnek nevezziik. A véges
dimenziés euklideszi tér — teljes 1évén — automatikusan Hilbert-tér is.

Altérnek nevezziik a tér azon részhalmazait, amelyek maguk is rendelkeznek a fontebb kirott
tulajdonsagokkal. Két trividlis altér létezik, az egyik a teljes tér, a mésik a csak a 0 vektorbol allo
tér.

Fontebb mar Dirac jeldlését alkalmaztuk, Dirac matematikus kortarsainak eredményeitdl fiig-
getlentil lényegében maga is megfogalmazta ezeket a tulajdonsagokat. A linearis tér elemeire a belsé
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szorzat font hasznalt jeldlésébsl kiindulva, magukat a vektorokat is ellatta a zarojel felével, azaz a
¢ vektorra a |p) jelolést vezette be, és ezeket ket-nek nevezte. A (1|¢) skalaris szorzatot pedig ugy
tekintette, mint egy a ketek halmazan vett komplex értékii linearis fiiggvényt, funkcionalt. Az Gsszes
ilyen funkcionél halmaza a ketek terének dudlisa, maga is lineéris tér. Ezen tér elemeit Dirac (¢|-vel
jelolte és ezeket bra vektoroknak nevezte el. A bra és a ket szavak a (| ) jel angol elnevezésének
“bracket” megfelel6 részeire utalnak. A bra vektorok a kovetkezs tulajdonsagiak:

(ah + bl = a” (] + b7 (¢] . (18.6)

Megjegyezziik, hogy a linearis tér fogalma logikailag fiiggetlen a belss szorzat 1étezésétdl, ez utébbi
egy tovabbi gazdagitisa a linearis tér matematikai strukturdjanak. Mivel azonban a természet
kvantumos jelenségeinek leirasahoz ez a gazdagabb struktura sziikséges, a Dirac-féle jeldlés mér
eleve utal a bels§ szorzat jelenlétére. Ennek a jel6lésmédnak, mint alabb latni fogjuk, a forma-
lizmus alkalmazasakor jelent&s elényei vannak.

Ervényes a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlétlenség:

[ (@l | = 9]l - (18.7)

Alp1),le2) .-, |pn) elemekrdl azt mondjuk, hogy ortogonalis és norméalt — réviden ortonormdlt
— béazist alkotnak az n dimenziés térben, ha egyikiik sem a nulla vektor, és

N s lhat=3

Az igy megadott vektorrendszer valoban bazist alkot, azaz elemei linedrisan fiiggetlenek. Tekintsiik
ugyanis a ci [¢1) + 2 |p2) + ... cn lpn) = 0 egyenlGséget, és szorozzuk meg azt skalarisan (¢y| -val
k = 1,2...n. Az ortonormaltsidg miatt kapjuk, hogy ci (¢x|pr) = 0 minden k-ra, azaz ¢ = 0,
minden k-ra, ez pedig éppen azt jelenti, hogy a fonti vektorok linearisan fiiggetlenek. Az algebrabol
ismert Gram-Schmidt-féle ortogonalizacios eljarassal linearisan fiiggetlen vektorokboél, paronként
ortogondlis vektorrendszer képezhetd.

18.1. Linearis operatorok

Egy mikrorészecskét egy valamilyen fizikai mennyiséget méré méréberendezésbe juttatva, a mik-
rorészecske allapota megvaltozik, ez az oka annak, hogy a mérSberendezéseket, illetve az altaluk
mért fizikai mennyiségeket a kvantummechanikidban operatorokkal irjuk le, amelyek a vektorokat
egymaésba transzformaljak.

Egy a $-bol sajatmagaba képezd |¢) — Alp) = |[¢) transzformaciot linedris operdtornak
neveziink, ha teljesiil a kovetkezd két Osszefiiggés:
Ale) +1x)) = Alp) + Alx), e Alclp)) = cAlp), (18.9)

ahol ¢ komplex szam. A linearitasboél kovetkezik, hogy a 0 vektorhoz minden lineéris operator a 0
vektort rendeli hozza.

Pontosabban a |¢) — Alp) = |¢) leképezést, mely §) valamely D4 részhalmazat (A értelmezési
tartomanyét) § egy mésik R4 részhalmazara képezi le linearis operatornak neveziink, ha minden ¢, x € D4
elemre teljesiilnek a Osszefiiggések. Két operator egyenlsd, ha értelmezési tartoméanyuk megegyezik, és
minden |p)-re A |p) = B |p).

Megmutathatd, hogy véges dimenziéban a linearis operatorok értelmezési tartoménya természetes médon
kiterjeszthetG a teljes térre, amennyiben nem lennének a §) tér minden vektoran értelmezve. Végtelen
dimenziéban ez csak az tigynevezett korlatos operatokra igaz. Az A operéatort korlatosnak nevezziik, ha
létezik olyan pozitiv C' szam, hogy tetszéleges p-re |Ap| < C |p|. Egyszeri megmutatni, hogy az A
operator korlatossiga ekvivalens azzal a tulajdonsdggal, hogy tetszoleges (p-hez tartd ¢, sorozatra az Ap,
sorozat Ay -hez tart. Ez utobbi tulajdonsag a folytonossag. Nem nehéz belatni, hogy véges dimenzios
térben minden linearis operator korlatos, tehat folytonos, igy a teljes térben értelmezhetd.
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A kvantummechanikai problémékhoz tartozé Hilbert-terek altalaban végtelen dimenzidsak és
az el6forduld fizikai mennyiségek operdtorai nem korldtosak. Ezért az aldbb kovetkezd allitasok
tovabbi foltételek és altalanositédsok nélkiil matematikai szigorusiggal csak véges dimenzids eset-
ben érvényesek, de a foltételek alkalmas finomitésaival (az értelmezési tartomany megjelolésével,
megfelels kikotesek és kiterjesztések segitségével) nagyon sok tekintetben végtelen dimenzidra is
atvihetgk, ezekrél a matematikai irodalom tanulméanyozasaval tajékozodhatunk.

Operatorok Osszegét és szammal vald szorzatat a kovetkezd formuldk értelmezik:

(A+B)lp) = Alp) + Bly), (18.10)
(cA) o) = cAlp). (18.11)

Az Gsszeadas a linearitasbol kovetkezGen konnyen belathatoan asszociativ (A+ B)+C = A+
(B + C) és kommutativ: A+ B = B+ A. A hatését a [¢) vektorra kétféleképpen is fogjuk irni:

Alp) = |Ay). (18.12)

Az I-vel jelolt egységoperator hatdsa minden vektorra I [i)) = [¢), a 0 operatort pedig a 0[¢) =0
definidlja.

Két operator szorzata AB |p) = A|By). Az dsszeadas a szorzasra nézve disztributiv. Altaldban
AB |p) és BA|) két kiilonboz6 vektor, azaz AB # BA : a két operator altalaban nem folcserélhetd.
Bevezetve az

[A,B] :== AB — BA (18.13)

definiciéval két operator kommutdtordt, masképpen azt mondhatjuk, hogy két operator kommutatora
altalaban nem 0.

Inverz operator: Azt mondjuk, hogy az A operatornak van inverze, ha létezik olyan A~'-el
jelslt operator, amelyre AA™' = A='A = I. Ez az A~! az A operator inverze, tovabbé lathatélag
(A~H=t = A,

Nem minden operétornak van inverze, de ha van, akkor az egyértelmtien meghatarozott. Ha di. A-nak
B ¢és C is inverze, akkor AB = I = AC lenne, igy B — C = B(AB — AC) =0, azaz B = C. Belathato,
hogy az inverz létezésének sziikséges és elegendd foltétele az, ha barmely [1))-hez egy és csak egy olyan |¢)
vektor van amelyre A 1)) = |¢).

18.2. Reprezentacidk, operatorok matrixa

Legyen |u;) egy ortonormélt bézis a téren. Ekkor egy |¢) vektor kifejthets a bazis vektorai szerint
valamilyen ¢; egyiitthatokkal |¢) = >, ¢;|u;). A ¢ egyiitthatok megkaphatok, ha megszorozzuk
ezt a kifejtést skalarisan magukkal a bazisvektorokkal. A belsd szorzat linearitasa és a béazis orton-
orméltsdga miatt kapjuk, hogy: (u;|¢) = >, ¢ (ujlus;) = ¢;. Ily modon a [p) kifejtése az alabbi

modon is irhaté
V) = Zci lu;) = Z ;) (ui|1)) - (18.14)

Az (u;|Y) = ¢; szamokat a |1)) vektor reprezentdcidjanak szokas nevezni az |u;) béazison, és ezeket
gyakran egy oszlopba irva adjuk meg a [i) vektort. Két vektor skalaris szorzatat (v|p) -t az |u;)
bazis segitségével a kivetkezoképpen szamithatjuk ki. Legyen [1) = >, ¢; [ui) és [p) = 32, bj |uy),

ekkor:
Wlp) = <Zcz-ui! ijuj> = b (18.15)

(2 7
A Dirac-féle beszédmod itt a kovetkezs: alkalmazzuk a [p)-re a (| = Y . ¢f (u;| bra vektort. A
¢l sorvektor a (1| bra reprezentacioja az |u;) bazisban. A ¢; és b; kifejtési egyiitthatok egyenként
fiiggenek attol, hogy mi az a bazis amelyet hasznalunk, de maga a ), c/b; skalarszorzat ettdl
fliggetlen. Egyszerd megmutatni, hogy egy masik bazisban kiszamitva a belss szorzatot az eredmény
ugyanaz a szam.
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Tekintsiik most az el6bb latott 1) = . Ju;) (us|v) (18.14) bsszefiiggést. Ezt ugy is folfoghatjuk,
hogy ha a ), |u;) (u;] -vel skalarisan megszorozzuk a [1)-t, akkor |¢)-t énmagat kapjuk vissza, azaz
ez az Osszeg ugy viselkedik mint az egységoperator:

Z i) (ui| = 1. (18.16)

i

Most megmutatjuk, hogy egy ilyen tipust irdsmod tetszéleges lineéris operatorra atvihets. Te-
kintsiink egy A linearis operatort. Ez egyértelmtien meg van hatarozva, ha egy |u;) ortonormélt
bazison megadjuk a hatasat. Ugyanis A |u;) = |¢;) minden i-re maga is egy-egy vektor a térben,
tehat maga is kifejthet§ az |u;) bazison:

Alui) = [¢i) = agi |ug) (18.17)
k

valamilyen ay; komplex szdmokkal, s {gy egy tetszdleges

W) = cilu) = ui)(uily) (18.18)

% 7

vektorra:
Ay =" Alu)(uily) = agi |ug)uslp) . (18.19)
7 ik

Ezt az eredményt Dirac nyoman igy szokés irni, hogy

A= agi ug) (i (18.20)
ik

Az |ug)(u;| mennyiségeket, amelyek a fontiek szerint maguk is linearis operatorok a bazisvektorok
kiilsd szorzatdnak (diddjdnak) is szokas nevezni. Lathato tehat, hogy egy belss szorzat strukturaval
is rendelkezd térben minden linedris operdtor egy ortonormdlt bazis vektoraibél alkotott Osszes
lehetséges diad valamilyen linearis kombinécidjaként irhato f6l. (A lineéaris operator fogalmahoz
egyébként altaldban nincs sziikség a bels6 szorzatra, viszont az utébbi hidnyaban a alak
nem is értelmezhets.) Az ay; szdmokat az A operdtor mdtrizelemeinek nevezziik az |u;) ortonormalt
bazisban, és ezeket explicit modon meghatarozhatjuk az A |w;) = >, aki |uk) Osszefiiggés
alapjan. Az utobbit skalarisan szorozva (uj|-vel és a bazis ortonorméltsagat folhasznalva ugyanis
azt kapjuk, hogy aj; = (u;j| Au;) = (uj] Alu;), azaz a (18.20)-ban szereplé matrixelemek kdzvetleniil
kiszamithatdak az

ag; = (ug| Au;) = (ug| Alu;) (18.21)

Osszefiiggéssel. Az ayp; métrixot, amely nyilvanvaldan fiigg a valasztott ortonormalt bazistol szokas
az A operator reprezentdcidjinak is nevezni az |u;) bazisban. A fontiek alapjan a |p) = A |¢) transz-

formécio a @) = >, by |ug) kifejtést felhasznélva, a >, by |ug) = D aki |uk) (wi|) = > ag; |uk) ¢
i,k ik
egyenldség alapjan az |uy) reprezentacioban by = ) . ag;c; alakia. Azaz az |uy) reprezentacioban:

o) = Aly) = by = Y apici. (18.22)

18.1 Feladat: Bizonyitsuk be a kovetkezd dllitdsokat:

(a) Operdtorok ésszegének mdtriza a megfelelé mdtrizok dsszege.

(b) Eqy szdmmal szorzott operdtor mdtriza az operdtor mdtrizdnak szdmszorosa.
(c) Két operdtor szorzatinak mdtriza a megfeleld matrizok szorzatdval egyezik meg.
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Adjungalt operator: A belsd szorzat struktira lehetévé teszi, hogy minden A linearis operator-
hoz hozzarendeljiink egy masik AT operatort a kovetkezéképpen. Irjuk els, hogy tetszéleges |¢) és
|1} esetén alljon fonn a

*

(ol Ay = (ATolw) = (vlatp) (18.23)

osszefiigges. Az AT operatort A adjungéltjanak nevezziik. A ((18.23) kovetelmény az A' operatort
egyértelmien meghatarozza. Legyen az A operdtor méatrixa az wu; bazisban (ug|Au;) = ag;, és

szamitsuk ki AT matrixat a (18.23)) osszefiiggés alapjan:
<uk|ATui> = (w;| Aug)* = a, (18.24)

tehat az A matrixabol az AT matrixa is kiszamithato, és pedig ha A métrixa egy bazisban ay; akkor
az A! adjungalt operator matrixa ugyanebben a bazisban a;., amelynek elemei lathatolag az A
matrix transzponaltjanak komplex konjugaltjaként kaphatok meg. A maéatrixelemek viszont meg-
hatarozzak A' hatésat azon az ortonormélt bazison, amelyben a matrixot megadtuk. A linearitas
miatt igy AT minden vektoron meg van hatarozva, és alakja a (18.20) és (18.21)) alapjan a Dirac-féle

jelélés szerint AT = 3" aj [ug)(u;| , illetve az Gsszegzési indexeket megeserélve:
ik

AT =" aj, ) (ug] . (18.25)
ik
Vagyis az ilyen alakban felirt operator adjungaltjat gy kapjuk, hogy a matrixelemeket komplex
konjugaljuk és a ket és bra vektorokat megcseréljiik. Egyszeri megmutatni, hogy operatorok ssze-
gének adjungéltja az adjungaltak osszege: (A + B)f = A" + BT, Szamszorosnél pedig a komplex
konjugalttal kell szorozni: (cA)T = c* AT, tovabba

(AB)" = BT AT (18.26)

Azokat az operatorokat, amelyekre A = A!, énadjungdlt, masnéven hermitikus operatornak
szokas nevezni (C. Hermite francia matematikus utéan). Az onadjungélt operdtorok métrixanak
transzponaltja megegyezik a komplex konjugaltjukkal, és igy a diagondlisban valés szdmok allnak.

18.3. Bazisvaltas, mas kifejtési egyiitthatok

Egy [¢) vektort természetesen tobb kiilonb6z6 bazisban is megadhatunk. A kvantummechanika
szohasznalataban ezt gy mondjuk, hogy egy mésik reprezentdcidt hasznalunk. Egy reprezentaciét
tehat egy adott ortonormalt bazis rogzit. Kérdés, mi a kapcsolat egy vektor kétfajta reprezentacioja
kézott? Ennek megvildgitasa céljabol bevezetjiik az unitér operator fogalmat:

Definici6: Unitérnek nevezziik az operatort, ha

U'v=vu" =1 (18.27)

Az unitér operatorok megérzik a skalaris szorzatot, tetszéleges [¢), |p) esetén (U |p),U |¢)) =
(UplUB) = (plUTU) = (o).

Legyen adva két ortonormalt bazis |¢;), és |xx). Legyen [¢) kifejtése ) = >, ¢i|di) =
> i 10i) (di| ), illetve a masik bazisban [¢) = >, bi|xk). Mivel |xx)-k maguk is a tér elemei,
kifejthetk a |¢;) béazis segitségével is:

[Xk) = Zuk |67) - (18.28)

Ekkor |¢) = > . b IXk) = D_; Dk Wikbk |¢i). Ezt szorozva (¢;|-vel, vagy arra hivatkozva, hogy a

kifejtési egyiitthatok egyértelmtek c¢; = >, wjpby. A (18.28)) alapjan ujr = (¢j/xk). Ezeket a
mennyiségeket gy tekinthetjiik, mint az

U= Z i) (4] (18.29)
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operator matrixelemeit akir a |yx) akir a |¢p) bazisban. Mivel UT = 37 [¢:)(x;|, egyszerten lat-

(2
hat6, hogy U unitér, azaz UTU = UUT = I. Megmutattuk tehat, hogy ortonormalt bazis elemeit
egyenként egy masik ortonormalt bézis elemeibe transzformalé operator unitér.

18.2 Feladat: Mutassuk meg a fonti dllitas megforditdsdt: minden a tulajdonsdggal rendel-
kezd, unitér operdtor ortonormdlt bdzist ortonormdlt bdzisba transzformdl.

18.4. Projekci6s operator

Legyen 9t altér a $ Hilbert-térbrn. Azoknak a vektoroknak a halmazat, amelyek minden 991 -beli
vektorra ortogonélisak az 9t ortogonalis komplementerének nevezziik és M-l jeloljiik. Egyszertien
lathato, hogy Ot is altér, azaz két 9M--beli vektor sszege és két ML-beli vektor szamszorosa is
mer6leges M-re. Legyen |p;) (i = 1,2...) bazis az M altérben. Tekintsiink egy [¢)) vektort $-ban
és a |Yar) = >, |¢i) (@i |) vektort, amely nyilvanvaléan 9-ben van. Ezt a [¢ar)-et a [¢p) merdleges
vetiiletének nevezziik az M altérre (lasd 2| abra). Tekintsiik most a [y1) = V) — [Yamr) = [¢) —
> lpi) (@i [¢) vektort. Ezt megszorozva skalarisan barmely (¢y|-val 0-t kapunk. Ezért ugyancsak 0-

t kapunk, ha (¢ | barmely linearis kombinacidjaval szorzunk, ami azt jelenti, hogy |1,,1) ortogonélis
M-re, azaz M -ben van.

W>—lns>
>

-------_---_---F

2>

[nr>=Elyr>

l1>
2. abra. |¢) merdleges vetiilete az |p1) €s |pa) altal kifeszitett altérre

Masképpen tehat |¢) = |[1y,0) + |ar), azaz a |)-t f6lbontottuk, az M-be és ortognalis komp-
lementerébe tartozo elemekre. Ez a folbontas egyértelmd. Ha ugyanis [¢) = |¢y0) + [Ym) =

[ ,0) + W) lenne, akkor atrendezés utén a [¢ar) — |¢y,) = |¥),0) — [pe) = [¥o) mind M-
ben, mind a ra ortogonalis 9-ben benne van, tehat (g|v) = 0, azaz [1g) a zér6 vektor, amibol

kovetkezik, hogy a folbontas egyértelmd. A

vy = Z l0i) (i V) (18.30)
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Osszefiiggést Dirac nyoman gy tekinthetjiik, mint az

En = Z |pi) (il (18.31)

operator hatasat a |¢) vektorra, amely az Ej [10) = ) Osszefiiggeés alapjan elGallitja a vetiiletet.
Ezért az Ejr operatort projekcids operdtornak nevezziik. Ez lathatolag 6nadjungalt és egyszerten
megmutathatéan idempotens, azaz (Ep)2 = Ep. Ha M = § a teljes tér, akkor a megfelels
Eyg =1 —nak megfelelen az egységoperdtor. Ha viszont az Osszegben csak egy tag van,
akkor az E, = |¢) (¢] a |¢) vektor altal generalt egydimenzios altérre vetits projekcios operator. A
forditott allitas is megmutathaté, azaz igazolhat6, hogy minden 6nadjungalt és idempotens operator
projekcié.

19. Onadjungalt operatorok spektralis elGallitasa

Egy kvantumos kisérlet, mint pl. az eziistatomokkal végzett Stern-Gerlach-kisérlet soran, az egyes
mérési eredmények azt mutatjak, hogy a bejovd allapot atalakul egy masik allapottd. Ez utobbi a
mérgberendezésre jellemz§ valamilyen allapot, amelyet kordbban sajatallapotnak neveztiink. Egy
részecskén végzett kisérlet soran az allapot mindig valamelyik sajatallapotba megy at, de hogy
melyikbe azt nem tudjuk. Egy mérés eredménye tehat |¢)) — |u;), amit az |u;) (u;| projekcio
[y — |u)(u; [1) hatasaval irhatunk le, amely egyiitthatoként magéban foglalja annak az (u; |1))
amplitudojat is, hogy éppen az |u;) allapotba jut a részecske.

A berendezésben azonban benne van az 6sszes lehetséges kimenet lehetGsége, ezért a berendezést
az Osszes lehetséges kimenethez tarozo projektorok |u;) (u;| halmazéaval célszerd jellemezni. Ezen
kiviil az egyes kimenetekhez tartozéan valamilyen fizikai mennyiség értéke mas és mas, pl. a spin z
komponense, vagy a spin x komponense, vagy egy részecske koordinatdja stb. A berendezést jellemz§
matematikai objektumba ezt is belefoglaljuk ugy, hogy a megfelels projektort megszorozzuk a mért
fizikai mennyiség adott kimenetéhez tartozd megfelels «; sajatértékkel és az egész apparatust egy

A= Z o ) (w4 (19.1)

operéatorral irjuk le, amelyben az Osszeg az Osszes lehetséges kimenetet tartalmazza. A diszkrét
Osszeg azt jelzi, hogy itt most diszkrét kimenetelekrél lehet sz6, mint a spin esetében, de kés6bb
targyalni fogjuk azt az esetet is amikor az eredmények folytonosak.

Ha a bejovs részecske éppen valamelyik sajatallapotban van, ami azt jelenti, hogy azt méar egy
azonos berendezéssel preparaltuk, akkor A hatasa erre az dllapotra sajat maga egy szamszorosa.
Valéban, ha a bejovs részecske allapota |ug) akkor

Alug) = Z o |ui) (uilug) = o Jug) (19.2)

7

azaz
Alug) = ay ug) (19.3)

az eredmény. Ebben a bazisban egyszertien lathatéan az A operator matrixa diagonélis, és ha a
mért «; értékek valosak, akkor (18.25) és (18.20) alapjan lathato, hogy az operdtor 6nadjungalt.
Altalaban azonban kozvetleniil nem tudjuk, hogy melyik a sajatallapotok bazisa, mert az ope-
rator nem a fonti alakban, hanem rendszerint egy méasik bézisban van megadva. Alapvetd feladat
tehat, hogy megkeressiik azokat az allapotokat, amelyek egy 6nadjungalt operator sajatéllapotai,
és megadjuk azt is, hogy mik a megfelel§ sajatértékek. Ha ezt tudjuk, akkor meg tudjuk mondani,
hogy mekkorak lesznek egy tetszSleges bejovs allapothoz tarozé kimend amplitudok, és ezekhez
milyen szamszer( eredmények tartoznak. Az utobbiak lesznek a megfelels sajatértékek. Pl. egy z
iranyd Stern-Gerlachbol kijovs +z allapotia részecskét egy x irdnyuba, vagy egy tetszdleges irdnyu-
ba engedve milyen amplitadokkal keriil az a masodik berendezés egyes sajatallapotaiba. (Az egyik
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leggyakoribb kvantummechanikai feladat, amit késébb sok specialis esetre fogunk targyalni az az,
hogy energiamérés utan milyen amplitudoval keriil egy részecske a tér egy adott helyére.)

Az aldbbiakban be fogjuk bizonyitani, hogy n dimenzids térben minden dnadjungdlt operdtornak
létezik n db pdronként ortogondlis sajdtvektora, azaz létezik olyan ortogondlis bizis, amelyet az adott
onadjungdlt operdtor sajdtvektorai alkotnak. A tétel alkalmas altalanositasokkal Kkiterjeszthetd a
végtelen dimenziés tér dnadjungilt operdtoraira is.

Invarians alterek: A § tér $); alterét az A operator invarians alterének neveziik, ha barmely
[Y) € H1 esetén A 1) is H1-ben van, azaz A nem visz ki $1-bél.

Legyen 1 egy egydimenzios altér, amelyet a |¢) vektor general, azaz az Osszes c|p) alaku
vektorok altere, ahol ¢ végigfut az 6sszes komplex szamon. Az A operator linearitdsa miatt vilagos,
hogy ahhoz, hogy a $); invarians legyen sziikséges és elegends, hogy A |p) is H1-ben legyen, azaz
Alp) = Xp) valamilyen A, dltaldban komplex szammal.

Sajatvektorok: Azt a nem zérd |p) # () vektort, amelyre A|p) = A|p), az A operator
sajatvektoranak, a A szamot pedig A sajatértékének nevezziik. Igy ha |p) sajatvektor, akkor a c )
vektorok egydimenziés invaridns alteret alkotnak.

Tétel: Véges dimenzids térben minden A linedris (nem foltétlenil énadjungdlt) operdtornak van
legaldbb egy sajdtvektora.

Bizonyités: Vegyiink ol a térben egy tetszdleges |v;) ortonormalt bazist, és tekintsiik a keresett
o) vektor kifejtését ebben a bazisban: |¢) = 3. ¢;|vi), ahol ¢; = (v;]¢). Ahhoz, hogy |¢) sajatvektor
legyen, fonn kell allnia az A |p) = A|p) Osszeftiggésnek. Szorozzuk a kifejtést skalarisan balrél (v
-vel

(vj|Alp) = Z%!A |vi) i = (vl A lp) = Acj, (19.4)
azaz Z(aﬁ — Aéji)Cj =0. (195)

Annak sziikséges és elegendd foltétele, hogy a fonti homogén és linearis egyenletrendszernek az isme-
retlen ¢; szdmokra nemtrivialis (nem csupa 0) megoldasa legyen, az, hogy az egyenlet matrixanak
determinansa tinjon el:

det \aji — A(Sﬂ‘ =0. (19.6)

A determinans a A-ban egy n-ed foka polinom lesz, amelynek mindig van legalabb egy gytke
a komplex szdmok korében. Megkeresve ezt a A\g gyokdt, majd megoldva az egyenletet a Ap-nak

Itt nem hasznaltuk ki, hogy A 6nadjungélt. A fonti egyenlet neve karakterisztikus vagy
szekuldris egyenlet.

Most ratériink az énadjungélt operatorokra.

Tétel: Onadjungdlt operdgtor sajdatértékei valdsak.

Bizonyitas:

Alp) =Ale),  XNele) = (plAp) = (Aplp) = X{p|p)
= A=A elp)=0=A=X", mert (plp)#0.

Tétel: Onadjungdlt operdtor kilonbizé sajdtértékeihez tartozd sajdatvektorok ortogondlisak.
Bizonyitas:

A |(p1> = )\1 |g01> y A |<p2> = )\2 |(p2> y )\1 75 )\2 valc’)sak
A{p2le1) = (p2|Ap1) = (Apz|p1) = Aa(palp1)
= (A1 — A2)(p2|p1) = 0 = (pa|p1) = 0.
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Spektraltétel: n dimenzids térben egy onadjungdlt operdtornak van n darab eqymdsra pdronként
merdleges sajdtvektora.

Egy adott sajatértékhez tartozé sajatvektorok a zérd vektort hozzavéve alteret alkotnak. Ez
az altér invarians altere az A operatornak, azaz nem visz ki belgle. A spektraltétel bizonyitasanal
azt hasznaljuk ki, hogy 6nadjungalt operator esetén egy adott sajatvektorra meréleges ortogonalis
vektorok halmaza is invaridns altér.

Bizonyités: Az el6z6ek szerint mindig van legalabb egy sajatvektor |up): legyen A |u1) = aq |uq).
Az |uy)-re merdleges vektorok egy n — 1 dimenzios $; alteret alkotnak. Megmutatjuk, hogy £ in-
varians altere A-nak. Legyen [¢) € 91, azaz (|u1) = 0, akkor (Avp|ui) = (Y|Aur) = a1 (¢|ur) =0,
tehat Ay) is merSleges |ug)-re, azaz benne van $)1-ben, tehat £ invarians altere A-nak. Tekint-
hetjiik emiatt A-t a $1-ben. Itt ismét letezik legalabb egy sajatvektor |ug). Tekintsiik most £ azon
$2 alterét amely az ug-re merdleges vektorokbol all. Mivel ez $1 altere az itteni vektorok |uq)-re
is merclegesek lesznek. A fonti gondolatmenetet ismételve kapunk egy |ug) sajatvektort, stb. Az
eljarast folytatva vegiil szitkségképpen kapunk egy |u,) sajatvektort, amely az Osszes el6zére me-
réleges. Ilyen modon paronkent ortogonalis |u;) vektorok halmazat kapjuk. Mivel egy sajatvektor
szamszorosa ugyanahhoz a sajatértékhez tartozo sajatvektor, az |u;)-k normalhatok is (.

Az A 6nadjungalt operator matrixa ebben az |u;) bazisban az

ai = (ui| Aug) = o (wi| ug) = agdi (19.7)

Osszefliggés miatt diagonalis, tehat csak a fgatloban vannak nem nulla elemek, és ezek éppen a
sajatértékek. Ennek megfelelgen a ((19.7]) osszefliggeés alapjan az A operator alakja a kovetkezd:

A= Z%Wk (ug| = Zak’Ekz» (19.8)

ahol Ey, = |ug)(ug| az |ug) sajatvektorra vetits projekcié. Ezt a formulat az A spektralis folbonta-
sanak nevezziik, a sajatértékek Gsszességét pedig az A 6nadjungilt operator spektrumdnak, amely
szitkségképpen valos szamokbol All.

Elsfordulhat, hogy tébb kiilénb6z§ ortogonélis sajatvektor ugyanahhoz a sajatértékhez tartozik.
Ha az adott oy, sajatértékhez tarozo6 kiillonbo6z6 ortogonéalis vektorok szama g, > 1, akkor azt mond-
juk, hogy a sajatérték gp-szoros, vagy gr-szorosan elfajult vagy degenerdlt. Vilagos, hogy egy adott
ag-hoz tartozé ortogonélis vektorok minden linedris kombinéciéja is ugyanehhez a sajatértékhez
tartozo sajatvektor, ezek tehat egy gr dimenzids alteret alkotnak, amelyen beliil barmely ortogo-
nélis bézis az A sajatvektorainak részhalmaza. Emiatt ha A sajatértékei kézott van tébbszorésen
degeneralt, akkor az egymésra ortogonélis sajatvektorok halmaza nem egyértelmd.

Sajatreprezentacidban, azaz abban a béazisban, amely az énadjungélt operator sajatvektoraibol
all, az operator matrixa diagonalis és az atloban éppen a sajatértékek allnak. A sajatreprezenta-
ciéban folirt karakterisztikus polinombél latszik, hogy az «y sajatérték a karakterisztikus polinom
gr-szoros gyoke.

19.1 Feladat: Bizonyitsuk be, hogy eqy A linedris operdtor képe (az operdtor értékkészlete) és magja
(azok a vektorok, amelyeket az A a nulldba képez) alterek a $H-ban, méghozzd az A invaridns alterei.

19.2 Feladat: Mutassuk meg, hogy egy n dimenzids térben a magtér és a képtér dimenzidszamdnak
osszege kiadja az egész tér dimenzidszdmdt.

19.8 Feladat: Mutassuk meg, hogy egy projekcids operdtor sajdtértéke csak 0 vagy 1 lehet.

19.4 Feladat: Pozitivnak nevezink egy A onadjungdlt operdtort, ha tetszéleges |p)-re {(p|Alp) >0
Pozitiv definit az operdtor, ha |p) # 0-ra (p|A|p) > 0.

Mutassuk meg, hogy ATA tetszdleges linedris A esetén pozitiv onadjungdlt operdtor.

19.5 Feladat: Mutassuk meg, hogy unitér operdtorok sajatértékei egységnyi abszolit értékd komplex
szamok.

19.6 Feladat: Mutassuk meg, hogy véges dimenzids térben minden unitér operdtor diagonalizalhato,
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azaz létezik a tér dimenzidszdmdval megegyezd szamai paronként ortogondlis eqységuektora.

20. Folcserélhets operatorok, CSCO

20.1. Folcserélhets operatorok sajatvektorairdl

Mint kordbban is jeleztiik, két operator altalaban nem f6lcserélhets, azaz AB # BA. Ha viszont
két operator folcserélhetd, akkor érvényes a kovetkezd igen fontos tétel: Ha A és B félcserélhetd
onadjungdlt linedris operdtorok, akkor van olyan ortonormdlt bdzis, amely mindkét operdtor sajdt-
vektoraibol dll, azaz van kézos sajdtvektorrendszerik, igy egyszerre diagonalizdalhatok.

Bizonyités: Legyen |¢) az A sajatvektora oy sajatértekkel: A|p) = oy |¢). Ekkor

AB|p) = BA|p) = Bai[p) = a1 Blp). (20.1)

Azaz B lp) is az o) sajatértékhez tartozik.

(i) Ha a; nem degeneralt, azaz a hozzatartoz6 invaridns altér egydimenzios, akkor a két —
ugyanehhez az aj-hez tartozo — sajatvektor |p) és B ) csak egy konstansszorosban kiilonbozhet
egymastol:

Blp) =bile), (20.2)

ami azt jelenti, hogy |p) a B-nek is sajatvektora. Legyen ebben az esetben |ui) := |p).

(ii) Ha oy degeneralt, akkor annyit mondhatunk, hogy minden az «a;-hez tartozo |p)-vel egytitt
By) is benne van A-nak az «;-hez tartozo invarians alterében, azaz B nem visz ki ebbdl az altérbdl,
més széval ez az altér B-nek is invaridns altere. Emiatt megszorithatjuk B-t erre az altérre, és
lévén B onadjungalt, 1étezik olyan egymasra paronként ortogondlis vektorrendszer, amelyek B-nek
sajatvektorai ebben az altérben. Mivel minden ittlévs vektor A-nak is sajatvektora ay sajatértékkel,
a kapott vektorok A és B kozos sajatvektorai.

Ha most az el6bb jelzett egy vagy tobbdimenziés altérre ortogonalis kiegészits teret vessziik, az
ismét invarians altere lesz A-nak és B-nek, ez kovetkezik A és B énadjungalt voltabol, ahogyan azt a
spektraltételnél hasznélt érvelésbél lattuk. Ebben az altérben megismeételjiik az el6z6 meggondolast,
és azt addig folytatjuk, amig a véges dimenzidsnak tekintett teljes térben az ortogonalis kiegészits
terek el nem fogynak. Az eljarast kezdhetjiik forditva is, el6szor B nemdegenerélt vagy degeneralt
sajatértékeivel, akkor altaldban mas egymast kovets egyre kisebb dimenzids altérrendszert kapunk,
de a tétel természetesen érvényes. Hozzatessziik, hogy a tétel altalanosithaté végtelen dimenzids
terekre illetve nemkorlatos operatorokra is, de a foltételeket finomitani kell, és a bizonyitis sokkal
bonyolultabb.

Folhivjuk a figyelmet arra, hogy a tétel azt mondja, hogy [A, B] = 0 esetén [étezik kozos sa-
jatvektorrendszer, de nincs szé arrdl, hogy az egyik operator valamely sajatvektora automatikusan
a méasik operator sajatvektora is lenne. Pl. az I egységoperdtornak minden nem zér6 vektor nyil-
vanvaldéan a sajatvektora 1 sajatértékkel. Ugyanakkor az is vilagos, hogy I minden maés linearis
operatorral folcserélhet§. Ebbél azonban nem kdvetkezik, hogy tetszéleges operatornak is minden
nem zér6 vektor sajatvektora lenne.

20.2. Folcserélhets operatorok teljes rendszere: CSCO

Itt az el6z6 alszakaszban részben mar jelzett kérdést vizsgaljuk, hogy mikor egyértelmd két vagy
tobb egymassal folcserélhets operator kozos sajatvektorrendszere.

Az A, B,C... operatorok halmazat CSCO-nak (Complete Set of Commuting Operators) nevez-
ziik,

(i) ha paronként folcserélhetsk és
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(ii) ha megadjuk a sajatértékeiket, akkor azok egyértelmten (egy konstans szorzo erejéig) megha-
tarozzak a kozos sajatvektoraikat. Més széval 1étezik egy egyértelmiien meghatarozott ortonormalt
bézis, amelyben a CSCO minden operédtora diagonalis.

Ha A és B CSCO-t alkot, akkor hozzavehetiink még olyan C-t, amely mind A-val mind B-vel
kommutal, s ez tovabbra is CSCO lesz, de altalaban olyan esetben szoktunk CSCO-rél beszélni,
ha az operatorok halmaza maximélis abban az értelemben, hogy koziililk barmelyiket elhagyva a
maradék mar nem CSCO.

Megjegyezziik még, hogy ha A, B és C CSCO-t alkot és a sajatértékek ayg, B, vm, akkor a meg-
felels sajatvektorokat |ag, By, Ym)-€l is szokas jelolni, amelyek egyértelmtien meg vannak hatarozva.

20.1 Feladat: Mutassuk meg, hogy tetszdleges A linedris operdtor félbonthatd A = B + iC' alakba,
ahol B és C' dnadjungdlt operdtorok.

20.2 Feladat: Normdlisnak neveziink eqy operdtort, ha folcserélhetd az adjungdltjdval. Mutassuk meg
az eldzd feladat alapjdn, hogy minden normdlis operdtor diagonalizdlhato.

20.3 Feladat: A 20.1 Feladatban megmutatott folbontds nélkil, az énadjungdlt operdtorokra vonat-
kozo spektrdltétel gondolatmenetének alkalmas mddositisdval mutassuk meg, hogy minden normdlis
operdtor diagonalizdlhald.

20.4 Feladat: Mutassuk meg, hogy ha eqy operdtornak létezik a tér dimenzidszdmduval megeqyezd
szdmiu egymdsra pdronként ortogondlis sajdtvektora, akkor az az operdtor szikségképpen normdlis.
20.5 Feladat: Mutassuk meg, hogy ha az A és B folcserélhetd dnadjungdlt operdtor, tovdbbd |p1) és

|p2) az A két kilonbozé sajatértékéhez tartozd sajdatvektora, akkor a (p1|Blps) mdtrizelem eltinik.

21. A négyzetesen integralhaté fiiggvények tere, és az L?-héz nem
tartoz6 bazisok

21.1. Az [? tér definicidja

L? térnek nevezziik azoknak a v(x) valos valtozoés komplex értéki fiiggvényeknek a halmazét, ame-
lyek valamely intervallumon — ez lehet a (—oo, 00) is — négyzetesen integralhatoak, azaz amelyekre
a o [e.o]
| wew@de= [ )l (21.1)
—0o0 —00
integral 1étezik.

Megjegyezziik, hogy itt az integralas szigoriuan a Lebesgue-féle értelemben értend6 [Riesz, SzNagy],
tehéat két fliggvény kozott, amelyek csak egy nulla mértékd halmazon térnek el egymést6l nem te-
sziink kiilonbséget.

Az L? nyilvan linearis tér a fiiggvények szokasos Gsszeadaséra, illetve komplex szammal valo
szorzésara nézve. Ezen a téren a bels§ szorzat, amelyet itt egyel6re (p(x),9(x))-ként irunk az
alabbi hatéarozott integrallal értelmezhetd:

(M@W@Df/wW@WWMm (21.2)

jelen esetben a (—o0,00) intervallumra.

21.1 Feladat: Mutassuk meg, hogy a fonti definicio teljesiti a belsd szorzat . szakaszban

s

eléirt tulajdonsdgait.
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Meg lehet mutatni, hogy az L? téren létezik diszkrét bazis, azaz olyan megszamlalhato ug(x),
(k=1,2...), fliggvényrendszer, amelynek segitségével tetszdleges négyzetesen integralhato fiiggvény
kifejthetd a

Y(x) = epup(z) (21.3)

k

formula szerint. Az ilyen tulajdonsagi ug(x) fliggvényrendszert teljesnek szokéas nevezni. (Meg-
jegyezziik, hogy az egyenl@ség itt ismét az L? értelemben értendd, lasd az emlitett matematikai
konyvet.) Az ug(z) fiiggvényrendszer ortogondlis és normdlt, ha az

/u;;(x)ukl(x)d:v = Opp! (21.4)

Osszefliggés teljesiil. Az aldbbiakban mindig ilyen tulajdonsigu bézisrol lesz sz6. A teljesség tehat
azt jelenti, hogy tetszdleges ¥(x) kifejthets az uy(x)-ek szerint. A (21.3)) kifejtést uj, (x)-el szorozva,
és kihasznélva az (21.4) ortonormalitési foltételt kapjuk, hogy

cp = /u}';(x)w(x)dx (21.5)

(Ttt az integralas és a végtelen Osszegzés folcserélhetd, ami a Lebesgue-integral fontos tulajdonsaga).
Az utobbi két Osszefiiggés alapjan irhatjuk, hogy:

) = o) = 3 ([ witaotesas’ ) usto) =

k
= / (Z uZ(:c')uk(:z:)> P(x')dx'. (21.6)
k
Mivel ez minden ¥ (x) -re fonnall (teljesség), igy

> up (@ ur(x) = 6(x — '), (21.7)
k

s ez utobbit is szoktak a teljesség kifejezésének tekinteni.
Peéldak:
1. Fourier-rendszer a (—a/2,a/2) intervallumon értelmezett periodikus fliggvények terén:

1 2 2 2 2
—, 2 cos [ Lna , \/75in o ) n=12... (21.8)
Va a a a a

vagy komplex véltozatban
ela e n=0,1,... (21.9)
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Yrn(X)

>
A
~

3. dbra. A Fourier-rendszer els§ néhany fiiggvényének grafikonja

2. A szinusz-rendszer a 0-ban és az L-ben elt(ing fiiggvények terén:
/2
I sin (%naj) (21.10)

Yn(X)

4. abra. A szinusz-rendszer els6 néhany fiiggvényének grafikonja

3. A Pj(z) Legendre-polinomok a [—1,+1] intervallumon értelmezett négyzetesen integralhato

fiiggvények terén, melyeket az 1, , 22, x> ... rendszer ortogonalizalasaval kapunk:

Py(x) =1, Pi(z)==2, Py(z)=32*-1)/2, (21.11)
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5. abra. Az els6 néhany Legendre-polinom grafikonja

21.2 Feladat: Normadljuk az itt megadott Legendre-polinomokat, mutassuk meg, hogy ez a hdrom
ortogondlis és keressiik meg a harmad- és negyedrendd polinomot.

4. A Hermite-fiiggvények: ,
Npe ™ 2H, (z) (21.12)

a (—o0,00) intervallumon, ahol H,(z)-ek az n-ed fokd polinomok, az tugynevezett Hermite-féle
polinomok melyek kéziil az elss harom: Ho(x) = 1, Hy(x) = 2z, Ha(z) = 422 — 2, és Ny-ek
alkalmasan valasztott normalasi tényezdk.

'!12 n(X) l//2 n+1 (X)

% ; _,‘A.!‘ :
N

6. abra. Az els6 néhany péros illetve paratlan indexti Hermite-fliggvény grafikonja

Megjegyezziik, hogy a fonti példdk mindegyike egyben a kvantummechanikaban el6fordulé fontos
differencidloperatorok sajatfiiggvényei is.
Linearis operatorok az L?-n : pl. paritas egydimenzioban, a valtozoval valé szorzés, a derivalas.

A kés6bbiek szempontjabol 1ényeges lesz, hogy a valtozoval valo szorzés és a derivalds nem cserélhetd
fol.

21.8 Feladat: Mutassuk meg, hogy a paritds a font bevezetelt integrdallal értelmezelt belsd
szorzatra nézve onadjungdlt és unitér.

21.4 Feladat: Mutassuk meg, hogy valds vdltozds komplex fliggvényt a vdltozéval szorozva onadjun-
gdlt operdtort adtunk meg.
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21.5 Feladat: Igazoljuk, hogy a wvalds viltozds komplex fiigguények terén a derivdlds viszont nem
onadjungdlt operdtor.

21.2. Az L?-hdz nem tartozo, altaldnositott bazisok
21.2.1. Sikhullamok

Lattuk a koradbbiakban, hogy a de Broglie altal bevezetett p impulzusu allapotokhoz tartozé hul-
lamfiiggvények nem négyzetesen integralhatoak, de beléliik egy folytonos szuperpoziciéval ilyenek
épithetsk 6. Egy dimenziéban :

() =/ u?<p>¢217hewdp, (21.13)

ahol mint a Fourier-transzformaciok elméletébdl tudjuk (Parseval-Plancherel-féle tétel):
b(p) = / @D(:c)#e*"m/hda:. (21.14)
V2rh

Jeloljiik az itt szereplS de Broglie-féle (nulla idépillanatban vett) sikhullamot v,(x) = ﬁeim/ h.
? =

vel. Mint mar volt sz6 rola, a |v,(z) % fiiggvény nem integralhato a teljes (—oo, 00) interval-
lumon. A fonti (21.13)) integralt tgy tekintjiik, mint egy kifejtést a v,(z) fiiggvények szerint. Két
ilyen bazisfiiggvény skalaris szorzata a Dirac-delta ismert tulajdonsaga (Fourier-elgallitasa) alapjan

a kovetkezé:
o

/ vn () vy (x)dx = 6(p — p'), (21.15)
—0o0
amely egy “altalanositott ortogonalitési relacio”. A Fourier-transzformaélt és az inverze is létezik, ha
1 (x) négyzetesen integralhato, és ha a

o0
() = / D(p)u()dp, (21.16)
—o0
5 0o
illetve a ¥(p) = [ wvi(x)y(x)dr formaban irjuk ezeket, akkor lithato, hogy ezek hasonloak az
—0o0

L?-beli diszkrét bazisok szerinti kifejtésekhez, és a teljesség a kovetkezéképpen irhato:

oo

/ vp(2 )y (z) = 0(x — 2'). (21.17)

A p folytonos paraméter altal indexelt vy,(z) fiiggvények halmazat ezért dltaldnositott bazisnak

tekinthetjiik, a bazis elemei a p paraméter értékében kiilénboznek egymastol.

Harom dimenzioban ezek a formuldk hasonloak, ott vp(r) = ————eP/h,

T/ (2nh)3

21.2.2. Delta-fiiggvények

Egy hasonlé folytonos paraméterrel illetve paraméterekkel indexelhet6 altalanositott bazist nyer-
hetiink, ha tekintjiik a kovetkezs azonossigokat a haromdimenzidés térben mozgd részecskét leird
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hullamfiiggvényekre vonatkozoan. Legyen (r) egy négyzetesen integralhato fiiggvény, ekkor a
d(r — ro) Dirac-delta definicidja szerint, nyilvanvaléan fonnall:

w) = [ wro)s(e - vy (21.18)
vlro) = [ 0@l xo)dno (21.19)

Az els6 formula ezek koziil tgy interpretalhato, hogy a v(r) fiiggvényt kifejtettiik a d(r — ro)
altalanositott bazisvektorok szerint, amelyeket az rg folytonos paraméter indexel, és a ¥ (r¢) kifejtési
egylitthatok egybe esnek a kérdéses fiiggvény értékeivel az rg helyeken. A mésodik formulat az
els6bdl megkaphatjuk ugy is, hogy az els6t megszorozzuk a 6(r —r() komplex konjugéltjaval, amely
valés 1évén megegyezik onmagéval, és kihasznéljuk az

/ 5(r —10)d(r — r))d®rg = 6(rg — 1) (21.20)

altalanositott "ortogonalitédsi relaciot".

21.2.3. Egyéb altalanositott bazisok

A kvantummechanikidban el6fordul az az eset is, amikor egy négyzetesen integralhato hullamfiigg-
vényt egy — a fontiekt6l kiilonboz6 — az L?-be nem tartozo altalanositott bazisvektoroknak tekinthetd
we (r) fliggvényeken fejtiink ki a c(«) fiiggvényekkel, mint kifejtési egyiitthatokkal:

P(r) = / c(a)wy(r)da, (21.21)
ahol a w, (r)-ek a kovetkezs tulajdonsaguak:
/ w (r)we (r)d’r = §(a — o). (21.22)

22. A koordinata és az impulzus operatora, altalanositott sajatvek-
torok

Ha az A fizikai mennyiség spektruma diszkrét és a lehetséges mérési kimenetelek az a; eredménye-
ket adjak, akkor az A = ). oy|pi)(pi| operatornak megfelel§ berendezésen valo athaladas (fizikai
mennyiség mérése) soran az egyes kimenetelek valoszintiségi amplitadoit a o) = >, |¢;) (wile) kifej-
tésnek megfelels (p;|1) szamok adjak. A fizikai mennyiségek kozott azonban a kvantumelméletben
is vannak olyanok, amelyek folytonos értékeket vehetnek fol. Ilyen pl. a koordinata, amelynek
most csak egyik derékszogli komponensét vizsgaljuk. Legyen ez z. Jeldljik (z|i)-vel annak a va-
loszintiségi amplitudojat, hogy a részecskét a mérés utdn az z helyen talaljuk. Ezeket az (x[t))
komplex szadmokat az Gsszes lehetséges z-re tekintve, az x egy komplex fliggvényét kapjuk, amelyet
(x|v) = (x)-szel szokas jelolni. Dirac nyoman az |z) -et is szoktuk (altalanositott) allapotnak
nevezni, noha ez szigorubb értelemben nem az, amint az alabb kivilaglik. Foéltételezésiink szerint
ezek az |x) allapotok azt irjak le, hogy a részecske az x helyen van. Mivel ezek az x-ek barmilyen
valos szamok lehetnek, az |z) allapotok kontinuum szdmosséguak. Foltételezziik, hogy ezek egy
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teljes rendszert alkotnak &ltaldnositott értelemben, azaz segitségiikkel barmely allapot kifejthetd
folytonos médon:

v) = [ 1e)el)d (22.1)

Egy diszkrét sajatértékekkel birdo A = ). ay|pi) (pi| spektralfolbontasi operator analogonjara
bevezetjiik az X helykoordinata operatort, amelynek az altalanositott spektralis elsallitasa

X = /x|x><a:|dx (22.2)

alaku.

Ennek altalanositott sajatvektorai az |x)-ek, amelyekkel a foltételezés alapjan minden
kozonséges [¢) allapot kifejthetd. Valoban, ha (22.1)-et balr6l forméalisan megszorozzuk az (2| -vel,
akkor az (2/|¢) = [(a'|z)(z|¢)dx Gsszefiiggést nyerjiik, vagyis a ¢ (2') = [(a/|z)y(x)dr integralis
kapcsolatot. Lathato, hogy ha kikotjiik, hogy ez minden a’-re érvényes maradjon, akkor az (z’|z)
bels6 szorzatra a §(x —2’) adodik, ami mutatja, hogy ezek a koordinéta sajatallapotok a kozonséges
értelemben nem normalhatok.

A bels6 szorzatot ebben a reprezenticidoban

mw=/wmmwm=/w@wwm, (22.3)

azaz a két fiiggveény szorzatanak integraljakeént lehet folirni, ami valoban megfelel az L? térben vett
bels6 szorzatnak, ha ¥ (x) és p(x) normélhato fiiggvények. Az X operator hatasa koordinatarepre-
zentacioban a kovetkezd:

mmw=/fmw@wwf=/%w»fwuwf:wu» (22.4)
amit néha igy is fogunk irni:

Xop(x) = zy(x). (22.5)

Az X jelolés a kalappal az X operator koordinatareprezentaciéban valé hatasara utal.
Hasonléan be lehet vezetni az impulzus-sajatallapotokat is, mint a

P:/@@@@ (22.6)

operator sajatallapotait. A
v = [ D loide = [ 1n)dwdp (22.7)
kifejtésbdl:
vla) = (alu) = [(alp) Gloddp = [ (el)b(w)dp. (22.8)

amibdl (21.13)) szerint:
1

_ - ipz/h
(x|p) m@ . (22.9)
Valéban, de Broglie nyoméan, mint a torténeti részbél tudjuk, annak az amplitadéjat, hogy egy p
impulzust részecskét az x helyen talalunk az id6t6] fiiggs e *E4/7 fazisszorzo erejéig éppen a
altal megadott képlet adja. Ebb6l kovetkezik — de a (ply)) = [ (p|z) (z|[¢)dz b6l is lathato — hogy

(p|z) = \/;The—"m/ﬁ. (22.10)

Eszerint a |¢) allapot koordinata- és impulzusreprezentécioban vett alakja kozott a kovetkezd kap-
csolat van:
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3(0) = (pl) = / (ple){alp)dz = &P/ () (22.11)

F/
() = (al) = / (xlp)pli)dp = ﬁ / P/ (p)dp. (22.12)

Vagyis lathato, hogy a koordinatareprezentaciéban vett hullamfiiggvény az impulzusreprezentacio-
ban vett hullimfiiggvény Fourier-transzformaltja és forditva, amit mar koradbban is lattunk, vagyis
a szokéasos Fourier-transzformécios képletek tgy is tekintheték, mint a reprezentacio-transzformacio
specialis esete.

Az impulzus operatora koordinatareprezentaciéban:

_ d sz/f
@l Pl = [P ol = [ e ()
0 0 R
I - ipz/hJ, _ a5 Y .
Zh@x / \/%e PEMah(p)dp = zhaxd}(x) =: Py(x). (22.13)
Altalaban haromdimenzios esetben:
(r|P|yp) = —ihVi(r). (22.14)

Egyszertien bizonyithatéan X és P 6nadjungalt operatorok.
Most megkeressiik X és P sajatfiiggvényeit koordinatareprezenticiéban. Keressiik el6szor tehét
azt a 1, (x) fiiggvenyt amelyre
Xt)a(x) = 2)a(2) = athe(x) (22.15)
minden x-re:

(x — a)hy(x) = 0. (22.16)

Ez minden z-re csak tgy allhat fonn, ha 1,(x) = 0 mindenhol ahol x # a, és nem foltétleniil 0,
ahol z = a. Ha ott is nulla lenne, akkor 1, (x) azonosan mindeniitt 0 lenne, ezért elsirjuk, hogy
az x = a-ban nem 0 hanem legyen ott a 1q(z) = (z|a) = d(x — a)-nak megfelel§ “fliggvény”, s igy
(22.16) mindenhol fonnall. Az impulzus esetén a

Pwp(x) = —ih%wp(x) = pp(x) (22.17)

egyenlet megoldasa '
Pp(x) = CePr/h (22.18)

ahol a C integraciés allandét tetszélegesen vélaszthatjuk, s ha ez éppen \/;Th akkor latjuk, hogy
Up(x) = vp().
22.1. X és P nem f6lcserélhet6

X, Y, Z egymas kozt folcserélhets, hasonloan Py, Py, P,. Vizsgaljuk (X P, — P, X) |1)-t koordinata-
reprezentacioban. Legyen |x) := P, |¢) és |¢) := X |¢), ekkor

5@0

(eh) = X(r) = (€| P2 o) = ~ih " (22.19)
(r[¢) = ¢(r) = (r| X |¢) = 24 (r), (22.20)
fgy
([ (X Py = P X) [¢) = (v| X Py |¢h) — (x| Pe X [¢) = (r \X x) = (x| Pu[¢) =
= zx(r) —l—ih% = —ihx 9 + h—( P(r)) =
ox Oz Oz
= il)(r) = ih(r[y). (22.21)
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Ebbsl (X P, — P,X) |¢) = ih|y) minden [¢)-re (amelyre a kommutéator értelmezve van). Igy
XP, — P,X =[X,P,] =ih. (22.22)

22.1 Feladat: Adjuk meg az X operdtor hatdsdt impulzus-reprezentdcidban.

22.2 Feladat: Teljes indukciéval bizonyintsuk, hogy [X", Py = ihn X"

22.8 Feladat: Az el626 feladat alapjdan ldssuk be, hogy [f(X), Py] = ih f(X), ha f(X) az X ope-
rator elegendden sima fligguénye.

23. A kvantummechanika posztuldtumai

1. A fizikai rendszer lehetséges (tiszta) dllapotait egy alkalmasan vdlasztott Hilbert-tér, az dllapottér
|v) vektorai adjdk meg.

Ebben benne van a szuperpozicié elve, hiszen a vektorok linearis kombinaciéi is vektorok, tehéat
ezek is a fizikai rendszer lehetséges allapotai. A tiszta jelzd itt arra utal, hogy az dllapot a rendszerrdl
lehetséges legtébb informaciot tartalmazza, az allapotot mér preparaltuk. A 2. szakaszban téargyalt
példa esetén pl. a foton mar athaladt egy polarizatoron és tudjuk, hogy ez utan milyen a polarizacios
allapota. Egy termeészetes, polarizélatlan forrasbol érkezd fotonok allapotarsl nem tudunk mit
mondani, azok polarizalatlanok, s igy egy ilyen foton nincs tiszta allapotban, allapotat keveréknek
nevezziik. A tiszta allapot elemzésére alabb még visszatériink, a keverék allapotok matematikai
jellemzésével itt nem foglalkozunk.

2. A fizikai mennyiségeknek az dllapottéren értelmezett linedris és onadjungdlt operdtorok felelnek
meg.

Egy fizikai mennyiséget egy mérdberendezéssel allapitunk meg, az O6nadjungalt operatorokra
tehat tgy tekinthetiink, mint amelyek egy ilyen berendezés matematikai megfelelsi. Egy fizikai
mennyiséget ezért néha “megfigyelhetd mennyiségnek” (observable) is szokéas nevezni.

3. Az A operdtorral jellemzett fizikai mennyiség lehetséges mért értékei az operdtor valamelyik
a sajdtértéke.

Ezek a sajatértékek, mint tudjuk valés szdmok, és lehetnek diszkrétek, azaz kvantaltak, de
lehetnek folytonos valtozok is.

4. Ha az A fizikai mennyiséget mérjik a normdlt |¢) ((¢|¢) = 1) dllapotban, akkor

(i) diszkrét spektrum esetén annak a valdszindsége, hogy az «,, sajdtértéket kapjuk eredményiil

P(an) = <w’En‘¢> ) (23.1)

ahol E, az A operétor «, sajatértékéhez tartozo sajitalterére vetits projekcids operator;

(ii) folytonos spektrum esetén annak a valdszindsége, hogy a mért dltaldnositott sajdatérték o az
(a1, ) intervallumba esik

a2

Plor < a < as) = / (0| Bal) da, (23.2)
aq
ahol E, az « dltaldnositott sajdtériékhez tartozé projekcio.
A fonti kijelentéseket egy kissé mésképpen is megfogalmazhatjuk. Tekintsiik elgszor a diszkrét
spektrum esetét. Ha ‘u’n> az «, sajatértékhez tartozéd sajataltér egy ortonormalt bézisa, azaz
'y (i =1, 2,---gp), azaz az «, sajatértek g,-szeresen degenerdlt, akkor E, =

Aluy) = an [u,)
, s igy szerint

i [un) (i,

Plan) = W) = 3 (lud) (i) = S [{ud, [0) P (23.3)
=1 =1
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Az <u§1|¢}> = ¢!, jeldléssel, amelyek a |¢) &llapot kifejtési egyiitthatoi az altérben 1évé bézisvektorok

szerint g
an) = |c|%. (23.4)
=1

Az eredmény fliggetlen az ‘um bézis konkrét valasztasatol, hiszen a alpontban lattuk, hogy
a projekcio egyértelmi. A valoszintiséget szemléletesen gy kapjuk, hogy a [¢) vektort levetitjiik az
FE-nek megfelel§ sikra, majd a vetiilet hosszdnak négyzetét vessziik.

Abban a legegyszertibb esetben, amikor a,, nem degeneralt, azaz g, = 1 , akkor

Plan) = | (un9) |* = [enl?, (23.5)

azaz a kérdéses valoszintiség éppen a mérés el6tti |¢) allapot és az |u,,) sajatallapot belsd szorzatanak

az abszolutérték-négyzete, vagy szemléletesen a |1)-nek az |u, ) irdnyaba es6 vetiiletének a négyzete.

Folytonos spektrum esetén, azaz ha A ’wg> =« ‘wg>, ahol « folytonos paraméter, és ’wg>—k

altalanositott sajatvektorok, amelyek egy tovabbi — mondjuk folytonos — 8 degeneracids paraméter-
rel is indexelhetdk, akkor E, = [ ‘wg > <w§‘ dp, s igy annak a val6szintisége, hogy a mért érték az

a1 és g értékek kozé esik:

Plag < a < ag) = /:2 /,3 ’<w§]¢>’2d6do¢, (23.6)

ahol a masodik integraljel alsé 8 indexe azt jelzi, hogy az Osszes lehetséges (B-ra integralni kell.
Ha a mért mennyiség spektruma folytonos, de a degenericié diszkrét, illetve ha a mért mennyiség
diszkrét és a degeneracié folytonos, akkor a fonti dsszefiiggések értelemszertien médosulnak. Ezekre
a késébbiekben latunk példat.

5. Ha az A operdtorral jellemzett fizikai mennyiség mérése a |1) normdlt dllapotban az o,
diszkrét sajdtértéket adja, akkor a mérés utdn kézvetlenil o rendszer dllapota a

|¢') = En ) /v (W[ Enl) (23.7)

normdlt vektor, ahol E, az ayn-nek megfeleld altérre vetitd projekcids operdtor.

Ha a mért mennyiségnek megfeleld operdtor spektruma folytonos, akkor a mérési eredményrdl
sziikségképpen csak annyi dllapithaté meg, hogy o valamely Ao = as— oy intervallumba esik, mert
egy folytonos vdltozdnak mindig van valamilyen hibdja, egy ilyen mérés nem elegendden teljes. Ekkor
a mérés utdn az dllapot

W) = Ena ) /v/ (01 Eaalt), (23.8)

a2
Ena :/ /‘w§> <wﬁ
o JB

és —hoz hasonléan egy folytonos degeneraciot is foltételeztiink. FEzt a posztulatumot szokas
redukcids posztuldtumnak nevezni.

A legegyszertibb esetben, ha a diszkrét spektrumhoz tartozé a, nem degenerélt, és A|uy,) =
ay, |uy) akkor a végéallapot éppen |u,) egy egységnyi abszolat értéki konstansszorosa vagyis egy az

ahol
(23.9)

ay, sajatértékhez tartozod normaélt sajatvektor. Ugyanis ekkor E,, = |uy,) (uyl, s igy
Un| )
0") = Bn [0) /(WO En|th) = |un) (un| )/ /(0 [n) (un] 0 = |us, ﬁ (23.10)
n
Ha «;, degeneralt, akkor F,, = > 7", {un> <un‘ Igy amérés utani allapot Y 97, cf) |un> / o leb 12,

ahol a d, = (uf,| ¥).
6. Az dllapot iddfejlédését a Schridinger-egyenlet adja meg:
0|v)

Wt = HI). (23.11)
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ahol a H a rendszer energiajanak megfelel operator, a Hamilton-operator. Ennek és dltalaban egyéb
operétorok konkrét alakjanak a megadasahoz az elmélet bizonyos iranymutatasokat ad, 1lasd alabb
a kvantalasi szabalyokra vonatkoz6 pontot. De csaktigy mint ahogyan a klasszikus mechanikidban a
Hamilton-fiiggvényt, vagy az erétorvények alakjat a Newton-féle térvények nem rogzitik, ugyanugy
az operatorok konkrét alakjanak megadasa sem része a kvantummechanika posztuldtumainak.
7. Sokrészecskerendszerekre vonatkozé posztuldtum, amelybdl specidlisan kévetkezik a Pauli-elv.
Ezt a posztulatumot késébb fogjuk kimondani.

A posztulatumokat kiegészitjiik még az tigynevezett kvantalasi szabalyokkal. Legyen A
klasszikus fizikai mennyiség, a koordinata és impulzus valamilyen fliggvénye A(r,p). A megfelels
kvantummechanikai operatort agy kapjuk, hogy az As(R,P) operatort tekintjiik, ahol As az R és
P szimmetrizalt fiiggvénye.

Bizonyos esetekben azonban az operatort més megfontolasok alapjan keressiik meg. Azt, hogy
az igy vagy ugy folirt operator alakja helyes-e, az eredményekbdl levont fizikai kovetkeztetések
helyessége, azaz a modell konzisztencidja donti el. Ez hasonlé ahhoz, ahogyan a klasszikus fizikiban
az erGtorvények helyes alakjat az donti el, hogy a megfelel§ mozgasegyenletbdl kivetkezs megoldas,
azaz a koordinatak és impulzusok idéfiiggése megegyezik-e a tapasztalattal.

24. Meérések, kozépérték, szoras

A kvantummechanikiban egy A fizikai mennyiség mérésekor kapott eredmény a véletlentsl fiigg,
azaz matematikai értelemben a mérési eredmény egy valdszintiségi valtozo. Ha az A fizikai mennyi-
séghez tartozd operator A, akkor a 3. posztulatum szerint a mért eredmények az A sajatértékei.
Tekintsilink egy mérési sorozatot, amelyet olyan részecskéken mériink, amelyek mindegyike a mérés
el6tt azonos |¢) allapotban van, tehat ezeket el6zéleg mar preparaltuk. Tegyiik fol elGszor, hogy a
mért sajatértékek diszkrétek, és jeloljitk Ni-val azt a szamot, ahdnyszor a mérési eredmény ag-nak
adodott.
Ekkor a mért mennyiségek szamtani kozepét (A)-val jelolve:

(A) = % > Nioy, (24.1)
k

ahol N = ), N}, az Osszes mérések szama. Az % szamot, amelyre érvényes, hogy 0 < % <1, az ag
mérése relativ gyakorisaganak nevezziik. A képlet a kisérletek nyoman kaphaté kézépérték,
most ezt a formuldt extrapolalva N — oo esetére, egy elméleti eredményt irunk le.

Ha az N szdm egyre nagyobb, illetve gondolatban a végtelenbe tart, akkor az % hanyados tart
az oy mérésének valoszintségéhez

% — Plow). (24.2)

A fonti (24.1) 6sszegbdl igy kapott hatarértéket az A fizikai mennyiség, illetve a kvantummechani-
kaban inkabb az A operator varhato értékének nevezziik és (A) -val jeloljiik:

(A), =D Plor)au. (24.3)
k

A valoszintiségszamitésban ezt a mennyiséget a mérési eredmény, mint, valoszintiségi valtozod vdrhato
értékének nevezik. A kvantummechanika 4. posztulatuma szerint a P(ay) valoszintiséget meg tudjuk
hatarozni a mért bemeng allapot, illetve az A operator sajatvektorai segitségével. A posztulatum
szerint Poy) = Y., | (ul|v) |* ha az aj degenerdlt. Ha aj nem degenerdlt, akkor ez az utobbi
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osszeg csak egy taghol all. Igy
(A)y =D 1 (i) Par =YD (wlug) (ul ) an =
ki ki
=22 (Wlowui) Cuplw) = 3> (| Aup) (uilv) = (] Av). (24.4)
E i koo

Ha a kérdéses mért mennyiség folytonos valtozé, azaz az operator spektruma folytonos, akkor
jeloljiik Ni-val azt a szémot, ahanyszor a mérési eredményiink a Aoy, = a1 —ay, intervallumba esik,
ahol aj a lehetséges mérési értékeket megadod valds egyenes vagy szakasz egy diszkrét beosztasa.
Ekkor Ni/N =~ P(ar)Aay, ahol a; egy a Aaqy intervallumba esé érték. Ezt tekintjiik a P(dax)
definiciojanak. Ebbdl a mérési eredmények szamtani kézepe ), &P () Aag, ami N novelése és a
beosztds finomitasa esetén az [ aP(«a)da integralhoz tart:

<A>¢ = de'P(dk)Aak — /O/P(Ol)da - /04 |<wa‘w>|2 da = W\Aw ) (245)
k

ahol most |w,) az A operator nemdegeneralt « altalanositott sajatértékéhez tartozo altalanositott
sajatvektora.
A varhato6 érték linedris a kdvetkezs értelemben:

(A+B), = (A),+(B),.  (cA), =clA),. (24.6)

Egy masik mennyiség a — valdszintiségszamitasban szintén hasznalt — szdrds, amely az atlagtol
vald kbzepes négyzetes eltérés négyzetgytke. A fizikai mennyiség szérasnégyzetét a

(A4 = (A= (4),)?) = (42), — (4 (24.7)

osszefiiggés definialja. Ennek (pozitiv) négyzetgydke a szoras. Megmutatjuk, hogy a szoras akkor
és csak akkor 0, ha a rendszer a mért A operator sajatallapotdban van. Legyen ugyanis

(1A = (A)*0) = (A = (A))Y[(A = (4))¥) = 0. (24.8)

A 0-val valo egyenléség — a belss szorzat pozitiv definit volta miatt — akkor és csak akkor érvényes,
ha (A — (A))|¥) = 0. Ez utobbit az
Alp) = (A) [¥) (24.9)

alakba irva lathatd, hogy ilyenkor |¢)) éppen egy sajatallapot. Valoban, a sajatallapotokon végre-
hajtott mérés mindig ugyanazt a hozza tartozé a sajatértéket adja eredmeényiil, s ekkor ezek varhaté
értéke ugyanez a sajatérték, és a szoérds nyilvanvaléan 0.

Kiemeljiik, hogy mind az (A) varhaté érték, mind a szoras fligg attol a |¢) allapottol, amelyen
a méréseket végrehajtjuk.

25. Heisenberg-egyenlétlenség

Ha két fizikai mennyiség operatora folcserélhetd, akkor mint lattuk, létezik olyan bézis, amely mind-
két operatornak egyszerre sajatvektorrendszere. Ezeken az allapotokon hajtva végre a mérést, mind-
két mennyiség szorasmentesen mérhet. Ha viszont a két operator nem folcserélhets, akkor altalaban
nincs ilyen bazisvektorrendszer és ekkor azt szokds mondani, hogy a két mennyiség nem mérhets
“egyidejtileg”’, noha itt id6rél valdjaban nincsen sz6. Szimbolikusan mutatja ezt az eredményt az
abra.
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» Kalcit P?Icit B
A B
— &
— ‘ %’ K!cit
Kalcit
B A

(1)A utan B illetve (2) B utan A esetén a kimenet
biztosan kiilonbozik egym astol ,
A és B inkompatibilis

7. abra. A két mennyiséget, A-t és B-t mérve kiillonb&z6 sorrendben az eredmény nem ugyanaz.

Ha a két mennyiség operatora nem folcserélhetd, akkor tetszdleges allapotban fonnall egy, a
mért mennyiségek, azaz a megfelel6 operatorok szorésara vonatkozéd egyenldtlenség. Ha A és B
onadjungalt operatorok, és ezek nem f6lcserélhetdk, akkor kommutatoruk

[A, B] = iC, (25.1)
ahol C sziikségképpen 6nadjungalt operator. Ez esetben érvényes az alabbi:
(AA)(AB) = [(C)|/2 (25.2)

Heisenberg- vagy Heisenberg-Robertson-egyenlGtlenségnek nevezett dsszefiiggés.

A bizonyitashoz tekintsiik elGszor a linearis vektorterekben értelmezett belsd szorzat egy fontos
tulajdonsagat az un. Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-(Weyl)-egyenl6tlenséget (CBS), amely szerint
két tetszGleges vektor |p) és |x) esetén

(ele) (xIx) = 1), (25.3)

és egyenl@ség akkor és csak akkor lehetséges, ha a két vektor valamelyike a zéré vektor, vagy ha a
két vektor aranyos egyméssal azaz |p) = A|x) , ahol A valamilyen komplex szam.

Bizonyitéds: Ha |x) = 0, vagy ha |p) = 0 akkor mindkét oldalon 0 &ll, és az egyenlGtlen-
ség (egyenléség formajaban) nyilvanvaléan teljesiil. Legyenek ezutan |p), |x) # 0 tetszGleges
vektorok és A tetsz6leges komplex szam. Tekintsiik a |p — Ay) onmagaval vett belss szorzatat,
azaz a vektor normajanak négyzetét, amely definicio szerint nemnegativ: (o — Ax|p — Ax) > 0,
és akkor és csak akkor 0, ha |¢ — A\x) maga a zéré vektor. Eszerint 0 < (¢ — Ax|p — Ax) =
{(0|@) A2 Ixx) = (p]x)=A* {x|e), ahol A tetszéleges. Legyen specialisan A = (x|p) / (x|x). Ekkor
0 < Jo? +[APIxI? = A ol = A (o) = Tol” + | {olx) 12/ (xlx) = [l 12/ (xba) = 1 {elx) 1P/ {xx),
amibol atrendezéssel kiovetkezik, hogy (¢|e) (x|x) > [{¢|x)[>. Léathato, hogy valoban egyenléség
van, ha @) = A|x), és forditva, ha (o) (x|x) = [(e]x)]?, akkor A = (x|e) / (x|x) valasztésaval
(o — Ax|e — Ax) = 0, amibdl kivetkezik, hogy [¢) = A|x). O

Most attériink a egyenlGtlenség bizonyitésara. Legyen [1)) tetszSleges nem zér6 vektor,
és jeloljik A véarhato értéket a |¢) allapotban (A)-val, (A) = (¢|Av), és hasonléan legyen (B) =
(1| By). Legyen most

) = (A= (4) o), (25.4)

illetve

X) = (B = (B))|¢). (25.5)
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Ekkor a [¢) allapotban vett szoréas definicidja szerint:
(ple) = (AA)?,  illetve  (x|x) = (AB)?, (25.6)
tovabba

b = (A = (A)PI(B — (B)W)|* =
— (A — (B — (BN = [(AB) — () (B (257)

Beirva ezeket a CBS-egyenlGtlenségbe kapjuk, hogy
(AB) = (4) (B)]” < (AA)*(AB)?, (25.8)

A bal oldalon (AB)—(A) (B) abszolut érték négyzetét a valos és képzetes rész négyzetosszegeként
szamitjuk ki. A masodik tag itt valés, mert A és B énadjungdlt, tehat varhato értékiik valos. Az elss
tagban az AB operator varhat6 értékét bontsuk fol az operator szimmetrikus és antiszimmetrikus
részének varhaté értékére, azaz tekintsiik a kdvetkezs azonossagot:

(AB) = <;(AB + BA) + %(AB _ BA)> - <;(AB + BA) + z;C> , (25.9)

ahol kihasznaltuk, hogy az antiszimmetrikus tag éppen A és B kommutatoranak a fele, azaz iC/2.
Az els6 tag — a szimmetrikus rész — egyszerten lathatdéan énadjungélt, tehat varhato értéke valos,
mig iC'/2 varhato érteke tiszta képzetes i (C) /2. A bal oldalan all6 abszolut érték négyzethez
(AB) — (A) (B) valos része

<;(AB + BA)> — (A)(B) =: 0B, (25.10)

amelyet az A és B operatorok korreldcidjanak neveziink a [¢) allapotban. (AB) — (A) (B) képzetes
része viszont éppen (C) /2. Igy a (25.8)) bal oldalan szerepls abszolit érték négyzet, vagyis a valos

és képzetes rész abszolit értékének négyzetdsszege 045 + % (C)|?, azaz (i a kovetkezoképpen
frhaté

(AAR(AB)? > 0% + |(C)2/4. (25.11)

Ez a Heisenberg-Robertson-egyenl6tlenség erds alakja. Az egyenl6tlenség lathatéan a
ocaa0BE — 04p > [(O)]?/4 (25.12)

forméba is irhaté. Ennek az egyenlétlenségnek azonban gyakran egy gydngébb alakjit hasznéljuk.
Mivel 01243 nemnegativ, a Osszefliggés jobb oldalat ezzel csékkentve az egyenl6tlenség még
inkabb érvényes lesz, tehat

(AA)?*(AB)? > [(C)*/4, (25.13)

vagyis
(AA)(AB) > [(C)]/2, (25.14)

amely az egyenl6tlenség altalaban hasznalt alakja. Lényeges, hogy az itt szereplé mennyiségek,
tehdt a szoras, illetve a varhaté értékek fiiggenek attol az allapottol, amelyre vonatkozdan kisza-
mitjuk ezeket, de az egyenlGtlenség tetszGleges olyan allapotban érvényes, amelyekre az A, B és C
értelmezve vannak. Az egyenl6tlenség alakjat tetszsleges operdtorokra el@szér Robertson
irta fol.

Speciélisan, az A = X, B = P operétorok esetére [X, P] = ih miatt az egyenlGtlenség alakja
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(AX)(AP) > 1/2, (25.15)

amelyet, Heisenberg-egyenlStlenségnek, illetve néha bizonytalansdgi (hatdrozatlansdgi) reldcionak
szokas nevezni.

Az egyenlGtlenségek ezen alakjai statisztikus jelentéstiek, a szorasokat illetve a varhato értékeket
egy adott allapoton elvégzett sok mérésbdl lehet kiszamitani, és az egyenlStlenség ezekre vonatkozik.
Ebben az értelemben a egyenldtlenséget elGszor Schrodinger irta f6l. Heisenbergtél egy mas
fizikai jelentést egyenlétlenség szarmazik, amelyet ¢ az in. gamma-mikroszképja kapcsan mutatott
be. Eszerint egyetlen helymérés soran az impulzus megvaltozik és forditva, tgy, hogy egyetlen
mérésben az elvi bizonytalansagok szorzata nagyobb mint h. Ennek ellenére hagyoményosan az
egyenl6tlenséget szoktak Heisenberg-egyenlGtlenségnek nevezni.

Werner Heisenberg (1901-1976)

8. abra.

Vizsgéljuk meg, hogy melyek azok a specidlis |1g) allapotok, amelyekre
(D)o (AB)y, = (), |/2. (25.16)

azaz amelyekre a szorasok szorzata a megfelel§ operatorok folcserélhetetlenségébdl kdvetkezen a
lehets legkisebb. FEzekre az allapotokra egyrészt a kiindulé Cauchy-Schwartz-egyenlétlenségben
egyenldségnek kell dllnia, azaz a |p) = A |x) -bol kivetkezd

(A= {A4) [¢0) = A(B = (B)) [¢0) (25.17)

egyenletnek kell teljesiilnie. Méas szoval a két operator a kérdéses dllapoton csak egy konstansszo-
rosban kiilonbézhet egymastol. Az egyenlGségher emellett még az is sziikséges, hogy oap eltiinjék

a (25.11) szerint.
Szamitsuk ki az ezekhez az allapotokhoz tartozo (p|x) illetve (x|p) belss szorzatokat:
(Y0[(A = (A))(B = (B))o)

(Y0|(B = (B))(A = (4))¢o)

Itt a bal oldalak Gsszege 20 4p kiilonbsége ¢ (C) ezért ugyanez all a jobb oldalakra is. A keresett
|1o) &llapotban, melyben o4p = 0, tehat

(AA)?/A, (25.18)
A(AB)?2. (25.19)

(AA? /N + XN(AB)? =0, (25.20)
(AA? /N = XNAB)?* =i (C), (25.21)
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amibsl A = 2(1.?0’%)2 = QZKB%)Q. Tehét a keresett allapotokon, azokon amelyeken (25.14f) egyenld-

ségbe megy at érvenyes, hogy (A — (A4)) |[vo) = AM(B — (B)) 1), a fonti A-val. Ezeket intelligens
dllapotoknak szokés nevezni.

Példaul, ha A = X, és B = P, egy egydimenzids mozgis esetén, akkor koordinatareprezentéci-
6ban

2
(@~ (xXDnta) = 22 ind  (py (e, (25.92)
Ennek a differencidlegyenletnek a normalt megoldasa:
r— 2
Yo(x) = {*/27r(1A7X)2 exp {—(4@%;?2) + i (Py) x/h} . (25.23)

Ez a minimalis hatarozatlansagt hullamcsomag, amelynek abszolutérték-négyzetét, (azaz a ko-
ordinata, mint valoszintiségi valtozo valoszintsegi strtségfiiggvényét) Gauss-eloszlasnak vagy més-
néven normdlis eloszldsnak nevezziik. A kozvetlen szamitas is egyszertien mutatja, hogy ebben az
allapotban a koordinéta varhato értéke éppen (X), az impulzusé (P,), a koordinata szérasa éppen
AX, az impulzusé pedig AP, = h/2(AX).

25.1 Feladat: Oldjuk meg a differencidlegyenletet.

25.2 Feladat: Keresiik meg g-t impulzusreprezentdcidban gy, hogy a megfeleld egyenletet impul-
zusreprezentdcidban oldjuk meg.

Keressiik meg 1o(x) Fourier-transzformdltjdt.

26. Idofejlédés, Schrodinger-egyenlet, kontinuitasi egyenlet

26.1. A Schrodinger-egyenlet Altalanos tulajdonsagai
A Schrédinger-egyenlet alakja:

9[¥(t))
ot
ahol |U(t)) a rendszer id6tol fiiggs allapotat megadé vektor.

Az egyenlet egyik fontos tulajdonsiga, hogy linearis. Ez azt jelenti, hogy ha |¥;) és |Wa)
megoldas, akkor megoldas a ¢1 [¥1) + co |¥s) vektor is, ahol ¢; és ¢y komplex allandok. Az Osszeg
végtelen sok tagra is kiterjeszthet. A linearitas azért teljesiil, mert az id§ szerinti derivalés lineéris,
illetve a masik oldalon a Hamilton-operator is lineéris, azaz tagonként alkalmazhat6é. Tovabbi
lényeges tulajdonsag, hogy az egyenlet id6ben elsérendi, tehat megadva egy |W(tg)) kezdeti foltételt,
a késébbi idépontokban az allapot elvileg meghatérozhaté. Erre vonatkozéan aldbb latunk majd egy
modszert. A linearitassal kapcsolatban itt megemlitjiik, hogy természetesen a fént emlitett t6bb
kiilénb6z6 megoldas kiillonbo6zé kezdeti foltételekhez tartozik. Egy tovabbi tulajdonsig, hogy az
egyenlet megdrzi az allapot (U|W) norméajat. Ezt a normét — mint tudjuk — a valészintiségi értelmezés
miatt 1-nek szoktuk valasztani. A bizonyitashoz derivaljuk a normat id6 szerint, hasznaljuk a
Schrédinger-egyenletet, tovabba azt, hogy a H dnadjungalt:

9
ot

il = H|T(t)), (26.1)

ov

(elw) = (5 1w() + (w0 %)
1
= (=

1
HU|W (1) + V(1) HY) =
1

= (HY[U(0) + - (V1) HY) = 0. (26.2)
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Mivel a derivélt 0, a (¥|¥) allando, s igy, ha kezdetben 1 volt, akkor a tovabbiakban is 1 marad.

(W(t)[w(t) = 1. (26.3)

A Schrédinger-egyenlet fonti tulajdonsagai miatt bevezetheté egy linearis operator, amely a
t = to id6pillanatban vett |¥(tg))-hoz hozzérendeli a ¢ idébeli |¥(t))-t. Ennek az ugynevezett
evolicids operdtornak a definicidoja igy

U(t,to) [¥(to)) = [2(1)), (26.4)
amely a (26.3) szerint azzal a tulajdonsaggal is bir, hogy
(U(t, t0)¥(to)|U (¢, t0)¥(to)) = (¥(to)|¥(to)) = 1. (26.5)

Ha ez minden U(ty)-ra fonnall, akkor abbol kévetkezik, hogy UT (¢, 1)U (t,to) = U(t, to)Ut(t, to) = 1,
s az ilyen tulajdonsagna operdtort unitérnek nevezzik.
Tekintsiink egy V (r) potencialtérben mozgo részecskét, melynek Hamilton-operatora

P2
H=_— 26.
o + V(r). (26.6)
A Schrédinger-egyenlet alakja {gy:
S019@) _ (P2
Irjuk ezt most koordinatareprezentacioba:
o 01 () p?
ih (r| T (r| o +V(r))|¥()), (26.8)
azaz 5 )
v
th (r,t) = —h—A\I/( t) + V(r)¥(rt). (26.9)

ot 2m
Ez utébbi egyenletet irta ol 1ényegében Schrodinger és ennek specidlis staciondrius megoldasait
hasznalta sajatérték-egyenletként, amirsl késébb esik majd sz6.

26.2. Kontinuitasi egyenlet

Most a koordinatareprezentacioba irt (26.9) Schrodinger-egyenlet egy kévetkezményet fogjuk le-
vezetni, amelyet kontinuitdsi egyenletnek neveziink. Szorozzuk a (26.9)) egyenletet W*(r,t)-vel, a
komplex konjugélt egyenletet pedig W(r,t)-vel és vonjuk ki az el6bbibdl az utdébbit:

LOv ov* .
m( otV ) = —%(\1’ AV — TAT*) | (26.10)

ahol kihasznaltuk, hogy a V valds, tehat a V(r)U¥* tagok kiejtik egymast. Az utobbi egyenletet
az

h2
gt(\ll U) = ——V(\I’*V\I’ LAVASS) (26.11)
alakba is irhatjuk, azaz
|x1/ B+ iV(\If VU — UVT*) = (26.12)

A |U(r,t)]? = p(r,t) a részecske térbeli megtaldlasanak valoszintseége, a

h

5 (WY — UV = (26.13)
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—p(rt)+Vj=0 (26.14)
ot

kontinuitasi egyenletnek nevezett Osszefliggés, amely formailag teljesen analég a folyadékok me-
chanikajanak illetve az elektrodinamikédnak a kontinuitasi egyenletével, melyek a tomeg, illetve a
t6ltés megmaradasat fejezik ki. A kvantummechanikai valtozat a p és j értelmezése sze-
rint a részecske megtalalasi valdszintiségének lokdlis megmaradasat fejezi ki. Fzt a szokasos mddon
integralis alakban is megfogalmazhatjuk. Egy rogzitett térfogatra integralva, a Gauss-tétel alkal-

mazasaval kapjuk, hogy
0
5 [ o) == finar. (26.15)

1% F

A bal oldalon a részecske V térfogaton beliili megtalalasi valosziniiségének id6beli valtozasa all, mig
a jobb oldalon az a valdszintiségi dram, ami "befolyik" a térfogatba a zart F felilleten at (az n
vektor a feliiletbdl kifelé mutat). Ez indokolja j elnevezésének jogossagat. Azaz, ha valahol véltozik
a megtalalasi valoszintiség, az azzal jar, hogy a szomszédos helyeken is véltozik, éspedig gy, hogy
a netto valtozas elttinik.

27. A varhato6 értékek id6fejl6dése, Ehrenfest tétele

Vizsgéljuk az A 6nadjungalt operdtor altal reprezentalt fizikai mennyiség
(T(t)|A¥(t)) = (A) (27.1)

varhato értékének idofejlédését a |W(t)) allapotban. Id8 szerinti differencialassal és a Schrodinger-
egyenlet félhasznalasaval nyerjiik, hogy

2(4) i 0A
o =5 (HA) + <at> (27.2)

Speciélisan az R és P operéatorokra alkalmazva a fonti 6sszefiiggést egy H = % + V(R) Hamilton-
operator esetén kapjuk, hogy

R Ta (27.3)
o(P) _
= (VV®R)). (27.4)

A (27.3] és [27.4) Osszefiiggésekben a kommutéatornak a feladatban bizonyitott derivalo tulaj-
donsdgat hasznaltuk. FEz utébbiakat, melyek a klasszikus mozgasegyenlet kvantumos megfelel6i,
nevezzilk Ehrenfest tételeinek.

Hasonlosagok és kiilonbségek a klasszikus mozgasegyenlettel: Vizsgaljuk meg most, hogy
milyen értelemben felelnek ezek meg a klasszikus mozgasegyenletnek egy W(r, ¢) hullamfiiggvénnyel
jellemzett részecske esetén. Az (R), varhato érték harom, mar csak az id6parameétertdl fiiggs szamot
jelent, ez egy durva jellemz6je a mozgisanak, mert ez csupan a |W¥(r,t)|? valoszintségi strtiség
“stilypontja”. Folvet6dik a kérdés, hogy ez a silypont gy mozog-e mint a megfelel6 klasszikus
mechanikai probléma esetén maga a részecske. Ez akkor lenne igy, ha jobb oldalan az F
klasszikus erének a stilypont helyén vett értéke allana, azaz, ha érvényes lenne, hogy F(r = (R)) =
—VV(r = (R)). Azonban a jobb oldalon

—(VV(R)) # -VV(r = (R)) (27.5)
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all, mert egy fiiggvény varhat6 értéke altalaban nem egyenld a fliggvény értékével a valtozo varhato
értékének helyén. Ezért a |¥(r,t)|? silypontja nem tgy mozog, ahogyan a megfelels klasszikus
részecske az adott potencidlban. Meg lehet mutatni, hogy kivételt ez aldl azok az esetek jelentenek,
amikor a V' potencial legfoljebb kvadratikus fiiggvénye a koordinatanak, azaz az erémentes részecske,
az alland6 er6 hatasa alatt mozgd részecske, és a koordinata négyzetétdl fiiggs potenciélis energia
esetén, amely ha vonzé, akkor éppen a harmonikus rezgésnek felel meg. Az emlitett kivételes
eseteken kiviil viszont —ben nincs egyenlgség.

Tekintsiink azonban egy olyan W(r,t) allapotot, amely igen jol lokalizalt. Ez alatt azt értjiik,
hogy azon a tartomanyon ahol |¥(r,t)|? kiilonbézik nullatol a VV (r), vagyis az erd, lényegében
alland6. Ekkor koordinatareprezentaciéban szamolva kozelitSleg érvényes, hogy

(VV(R)) = /d?’r\p*(r,t)[vwr)}\y(r,t) = /d?’ry\p(r,t)\?[vwr)] ~
~VV(r = (R)) /d3r|\I/(r,t)2 —VV((r = (R)) (27.6)

mert VV(r), kozel 4llando 1évén, kivihets az integraljel elé az r = (R) helyen vett értékével, ahol
a |U(r,t)|? lokalizalva van. Ebben az esetben tehat a |¥(r,t)|? stlypontja kozelitSleg tigy mozog,
mint a megfelels erg hatasa alatt mozgo klasszikus részecske. Ez felel meg a klasszikus hatéresetnek.

28. Az idé&fiiggé Schrodinger-egyenlet megoldasa konzervativ rend-
szerekre.

Tegyiik f6l, hogy az

9|v)
ot
Schrodinger-egyenletben H nem fiigg az id6t6l. Keressiik ennek az egyenletnek a megoldasat a H
sajatvektorai

ih = H|W) (28.1)

H |umi) = €m |tm,i) (28.2)

szerinti sorfejtés alakjaban:

Z ch () [mi) (28.3)

ahol foltételeztiik azt, hogy H spektruma diszkrét. Itt a c () egyiitthatok az ids fiiggvényei, és
az |Um,) rendszer az id6tdl fiiggetlen ortonorméalt bazis a térben. Az utoébbi tulajdonsagot a H
onadjungélt volta biztositja. Irjuk be ezt a sorfejtést (28.1)-be, kapjuk, hogy

ngtcm( ) i) = HZC ) i) = Zcfn(t)gmyum. (28.4)

Szorozzuk meg az egyenletet skalarisan |u, )-vel, és hasznaljuk ki az |up, ;) rendszer ortonormalt
voltat. Kapjuk, hogy

d
zhac (t) = (t)en, (28.5)

amelynek megoldésa ¢k (t) = ¢ (tg)e~n(t=0)/" ahol a ¢k (tg)-k az egyiitthatok a to idépillanatban.
Ezek szerint a megoldas:

W(t) = chto)e =10l [y, 1) (28.6)
n,k

Ezek szerint a Schrodinger-egyenlet megoldasanak egyik lehetséges modja, ha megkeressiikk H sa-
jatértékeit és sajatvektorait, mert ezek segitségével a megoldés a fonti sor segitségével elgallithato.
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A cfl(to) kezdeti kifejtési egytitthatokat a keresett megoldas kezdeti értéke szabja meg, amelyet egy
konkrét megoldas folirasahoz meg kell adnunk. Legyen ez |U(tp)), akkor

T (to)) = _ ch(to) [ung) (28.7)
n,k

amibdl
ek (t0) = (uni|¥(to)) - (28.8)
[gy egy adott kezdeti |¥(tg))-hoz tartoz6 megoldas:
() = e O M iy ) g [ ¥ (t0)) - (28.9)
n,k

Aty kezdeti idgpillanatot egyébként rendszerint 0-nak szoktuk valasztani.
Ha a H spektruma folytonos, akkor hasonlé meggondolassal a

e
\I](t) = /Ze—i€(t—t0)/h |u57k> <u87k;|\1/(t0)> dE (2810)
k=1

eredmény adodik, ahol foltételeztiik, hogy a folytonos spektrumba esd e sajatérték degeneracioja
diszkrét: g.-szoros.

Stacionarius allapotok: A fontiek alapjan egy olyan allapotnak, amely H sajatallapota az id6-
fejlédése trividlis: '

|t o) €50 E/0, (28.11)
Ezért azokat az idéfiiggs allapotokat amelyek H egy adott sajatértékéhez tartoznak staciondrius

dllapotoknak nevezziik. Szokésos ez az elnevezés magukra az idsfiiggetlen |u, ;) sajatallapotokra is.
Nyilvan barmely adott energiasajatértékhez tartozé degenerdlt sajatallapotok

e
(Z o |un7k>> e~ tent/h (28.12)
k=1

linearis kombinacidja — Gsszegzés csak a k degenericios indexre torténik — is stacionérius. A sta-
cionarius allapotok minden idépillanatban H sajatallapotai a H |u, ;) e /" = e, u, ) e7nt/h
képletnek megfelelen ugyanazzal az e, sajatértékkel. Ez a Bohr-féle els§ posztuldtum kvantumme-
chanikai magyarazata.

29. Mozgasallandék, Bohr-frekvencidk

29.1. Mozgasallandék

Mozgéaséallandonak neveziink egy fizikai mennyiséget, amely nem fiigg explicite az id6t6l, és amely
folcserélhets a H Hamilton-operatorral:

%? =0, (29.1)
[A, H] = 0. (29.2)

Konzervativ rendszerre lathatélag maga H is mozgasallando. Ervényesek tovabba a kivetkezd téte-
lek:
(i) Mozgasallando varhato érteke tetszéleges allapotban allando

0 0

o7 (A) = o (¥]aw) =0, (29.3)
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ez kovetkezik a mozgasallando fonti definiciojabol és a Osszefiiggésbal.

(ii) Ha A mozgasallando6, akkor wannak a rendszernek olyan staciondrius allapotai, amelyek
minden idgpillanatban A ugyanazon sajatértékéhez tartoznak. Ez utobbiak az un. “jé kvantumszd-
mok”.

Mivel A és H folcserélhetdk, van olyan |u, ;) bazis, amelyben mindkét operator diagonalis azaz

H ’un,i,l> =é&n |un,i,l> ’ (294)
Al i) = g |ungg) - (29.5)

Itt I egy olyan index, amely egy lehetséges tovabbi degeneraciot jelez, amennyiben A és H nem
CSCO. Mivel az ]uml )-ek ( szerint stacionarius allapotok, ezért idében alapjan

[Un 1) € —ient/h ggerint valtoznak Emiatt pedig minden késébbi 1dop111anatban is sajatvektorai A-
nak ugyanazzal az «; sajatértékkel, hiszen A |u, ;) e~ ient/h —ient/h |tuni1). Ezért nevezziik az
«; sajatértékeket jo kvantumszamnak.

(iii) Annak a valoszintisége, hogy A meérésekor a |¥(t)) allapotban az «; sajatértéket talaljuk,
nem fiigg az id6t6l. Ez a valoszintdség a 4. posztuldtum szerint P(a;) = >, leni(t)|?, ahol
Cnit(t) = (unig|¥(t) = cn,i,l(O)e*iE”t/h, ahol most a ¢y kezdeti id6pontot 0-nak véalasztottuk.
Mivel |cyi1(t)]? = |eni1(0)? , ezért a P(a;) valoban idstol fiiggetlen.

= Qe

29.2. Bohr-frekvencidk és a kivalasztasi szabalyok eredete

Legyen most D egy tetszileges 6nadjungélt operator, amely altaldban nem cserélhets 6l a H-
val. Vizsgdljuk meg, hogyan valtozik D varhato értéke egy konzervativ rendszerben. Mivel itt
(W(t) = % chto)e om0l Py, 1), a (W(t)|DW(t)) vérhato értéket ki tudjuk irni. to = 0
esetben

(O)IDB(E) = 3 Sk (0)et =tk (0)e ™ (ugy g D fup i) =
n' k' n,k
=> > JeFiEn e/ (g o] D g ) - (29.6)
n' k' n,k

Tegyiik 6l most, hogy D nem fiigg explicite az id6t6l, az (w, | D |up k) méatrixelemek tehat allan-
dok. A formula mutatja, hogy a (D) idéfliggését (e,/ — epn)/h = wysy, korfrekvenciaval, azaz
(€nr —en)/h = vy, frekvenciaval oszcillalo tagok osszege adja, ezeket nevezziik Bohr-frekvencidknak.
A legfontosabb példa erre, amikor a D mennyiség éppen egy atomi rendszer elektromos dipolus-
momentuma, melynek varhaté értéke tehat a kiillonbozd Bohr-frekvencidkkal oszcillal. A rezgd
dip6lusmomentum — az elektrodinamikabol ismert médon — viszont éppen ilyen diszkrét frekven-
ciaji elektromagneses hullamokat bocsat ki, és ezek spektruméat mérjiik a spektroszkopiaban. Ez
az Osszefiiggés alapozza meg tehdt mélyebben a masodik Bohr-féle posztulatumot, vagyis, hogy
az atomi rendszer spektrumdban a stacionédrius allapotokhoz tartozo energiakiilonbségek és a h
Planck-allandé hanyadosa altal meghatarozott frekvencidkat latunk.

A (Y(t)|Dy(t)) varhato értékben azonban csak azok a frekvencidk jelennek meg, amelyekre
az (Uns | D |ty k) métrixelemek nem tinnek el. A H-t6l és D-t6l fiiggGen sok esetben egyszert
szabalyok adhatok arra nézve, hogy melyek ezek a nem eltiing méatrixelemek. A nem eltiing matrix-
elemek tehat kivalasztjak azokat a frekvencidkat, amelyek ténylegesen megjelennek. Ezért azokat a
szabalyokat, amelyek megadjak, hogy melyek a nem eltting matrixelemek, kivdlasztdsi szabdlyoknak
nevezziik. Ezeket a szabdlyokat — s6t részben magukat a métrixelemeket is — 4ltalaban szimmetria
megfontolasok alapjan lehet megtaldlni.
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30. A szabad részecske kvantummechanikai targyalasa

A szabad részecske Schrodinger-egyenlete egydimenzidban:

ov  p?

A stacionarius allapotok a % sajatvektorai, ezek pedig azonosak P sajatvektoraival, azaz a P |p) =
plp), ahol p barmilyen valos értéek lehet. Ez utobbiak a de Broglie-hullamok koordinatareprezen-
tacioban. A p?/2m energiasajatértékek kétszeresen degeneraltak, a p és a —p impulzust allapot
ugyanahhoz az energiasajatértékhez tartozik. Az altaldnos id6fiiged megoldas:

w(0) = [ 1p) (] WO, (30.2)
itt (p| ¥(0)) =: 1o(p) a kezdeti allapot impulzusreprezentécicban. Ebbél
W] V() = Bt = [ 18}l w072y =
= /5(17' — p)do(p)e My = ojy (p')e =P AN, (30.3)
azaz a megoldas impulzusreprezentacioban p’ helyett p-t irva:
U(p, t) = o (p)e P2, (30.4)

Koordinatareprezentacioban az eredmény ennek a Fourier-transzformaéltja:

1
vV2rh

amint ezt mér korabban is lattuk. Ha a kezdeti allapotban a tp(z) koordinata-hullamfiiggvény
adott, akkor ebbél ¥y (p) a

U(z,t) =

/1;0(p)61p2t/2mheipx/hdp, (305)

Jolp) = ﬂlﬁ / do(@)e= P/ dy (30.6)

inverz Fourier-transzforméaciéval adodik. Majd ennek ismeretében a alapjan lehet meghata-
rozni ¥(z,t)-t, ez utdbbi is egy Fourier-transzformacio.
Koézvetleniil koordinatareprezenticioban is megoldhatjuk a problémét. Az energiasajatérték-
egyenlet ebben az esetben:
h? d*u
 2mda?
Ennek megoldasai € < 0 esetben a plusz vagy a minusz végtelenben exponencialisan divergalé fiigg-
vényt adnak, amelyekbdl szuperpozicidval sem lehet négyzetesen integralhaté megoldast kapni. Az
€ > 0 esetben viszont — noha maguk a megoldasok nem tartoznak L2-be — azokboél szuperpoziciéval
mar fizikailag elfogadhatd megoldast kapunk. Ebben az esetben a méasodrendd egyenlet két
linearisan fiiggetlen megoldasa koziil a kovetkez§ parokat szokas vilasztani:

= cu. (30.7)

eikx’ e—ik:p’ (308)
coskzx, sinkz, (30.9)

ahol k = /2me/h? > 0, azaz egy adott ¢ = h;fff energiasajatérték kétszeresen degeneralt. Az
ek e7T parrol konnyen lathato, illetve ismert, hogy ezek az impulzus sajatfiiggvényei is, p, =
hk illetve p_ = —hk sajatértékekkel, melyek a fontebb emlitett — adott energidhoz tartozé — két

degeneralt de Broglie-hullammal azonosak. Az altalanos megoldas az el6z6 fejezet receptje szerint

/ (cy ()€™ + c_(e)e= ko)==t . (30.10)
0
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Ez atirhat6 k szerinti integralok Osszegévé

o , 2, 12k —o0 . 2 B2k
/ &y (k)ehre=im" —dk / - (—k)ethreimt L2 gk =
0 m

/f etk "2mdk (30.11)

ahol ]
+(B)ZE ha k>0,

Cx(k) = cx(*K*/2m) & f(k) = { 2(_k)ﬁ2kha k <0.

Vagy a hk = p jeloléssel és \/;Thf(p/h) = 1o (p)-vel visszakapjuk az el6z6 (30.5) formulat.

30.1 Feladat: Milyen operdtor sajdtértékei tesznek killonbséget a coskx és a sinkx energiasajdt-
fuigguények kézott?

Ha nem akarjuk az allapot idéfejl6dését explicite is megadni, hanem megelégsziink az X és P
varhato értékének és szorésanak meghatarozasaval akkor az Ehrenfest tételek ismételt alkalmazé-
séval ez igen tanulsagosan megtehets. A H = s— és a és 4) alapjén:

d{X) _(P) d(P)
=/ =0, P) = pp. 30.12
- (P) = po (30.12)

Ebbdl lathato hogy egy kezdetben (X), = o koordinata, illetve (P), = pg impulzus varhato
értékkel biré allapot fejlédése sordn az impulzus varhaté értéke nem valtozik, a koordindta var-
hato értéke pedig az id6 mulaséval a klasszikus esetnek megfelelden az (X) = x + 2t képletnek
megfelelGen 22 egyenletes sebességgel halad. Az impulzus szérasa sem véltozik, mivel:

d(AapP)?  d(P?) d(P)
a— dt  dt
s igy (AP)? = (P?) — (P)? allando.
Most megmutatjuk, hogy a koordinata szorasa viszont ng, (az allapot hullamfliggvénye szétfo-
lyik) mert a fazissebesség p-fiiggs: ez olyan mint egy diszperziv — azaz frekvenciafiggd torésmuta-
toval biré — kozegben terjeds elektromagneses hullam szétfolyasa. Derivaljuk id6 szerint (AX)2-

=0, (30.13)

d(AX)?  d(X?) d(X)? d B
dt - dt - dt h<[H X2}> <X>%<X>_
_ <XP+PX>—3< X) (P = 20PX. (30.14)

m m
ahol opx a[25] szakaszban bevezetett korrelacios fiiggvény, amely szabad részecske esetén, mint

mindjart latni fogjuk, az idének lineéris fiiggvénye. Derivéljuk id6 szerint még egyszer (AX)2-

d2(AX)? i

= mh (H,XP + PX]) — 752 (P)? = 3T ([P*, XP + PX]) — % (P)? =
= (P~ (P)) = (AP (30.15)
mert
P2XP — XPP? = P3X +ihP? — XP? = —2ihP?, (30.16)
P?PX — PXP? = P?X — XP3 + ihP? = —2ihP?. (30.17)
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Mivel (AP)? (30.13) miatt llands, (30.15) szerint 857 is gllando. Eszerint X550 g gy (30.14)
szerint opy is az idének legfoljebb linearis fiiggvénye, azaz (AX)? legfoljebb kvadratikus fiiggvény.

Vagyis a (30.15)) egyenlet egyszertien integralhaté és

2 t2
(AX)? = W(AP)(Q)E + Q%t +(AX)3. (30.18)

Ez a kifejezés a t-nek egy allando egyiitthatokkal vett masodfoku kifejezése, azaz parabola. A (AP)3
a de Broglie-hullam kivételével minden allapoton pozitiv, ezért elegends ids mulva a (AX)? az id6
négyzetével ardnyosan né, azaz a szabad részecskét jellemz§ allapot szordsnégyzete négyzetesen ng,
a hullamcsomag szétfolyik. Pl. intelligens (Gauss alaki) allapotra, amint azt a Osszefiiggés

kapcsan lattuk, opx = 0, tovabba ebben az esetben (AP)3 = ﬁ igy erre az allapotra
0
(AX)? = (AX)E(1+ Lﬁ (30.19)
0 4m2(AX)E ) '

azaz a szétfolyas annal gyorsabb minél kisebb volt (AX)3, azaz a kezdeti szélesség, és minél kisebb
a részecske tomege. Ezt a formulédt szokés a

(AX) = (AX)oV/1 + A2 (30.20)
alakba is irni, ahol A = Wt. A A = /3 érték megadja, hogy m-tél és (AX)o-tol fiig-
0
gben mennyi id§ alatt né a lokalizaltsag a kétszeresére. Ugyanez az eredmény egy Gauss alaku
kezdeti hullamfiiggvényre vonatkozoan a (30.6) és a (30.5) Gsszefiiggések segitségével az idsfiiggs
hullamfiiggvény explicit kiszamitasaval is megkaphato.

30.2 Feladat: Mennyi idd alatt nd a koordindta szdrdsa a kétszeresére eqy m = 0,1 g-os részecskére,
amely kezdetben egy atomi méretre, azaz (AX)g = 10710 m hosszisdgra van lokalizdlva?

30.3 Feladat: Egy alfa részecske mérete klasszikusan kb. 10713 m. Mennyi idé alatt né ez a lo-
kalizdltsdg o kétszeresére? Tegyiik fol, hogy az alfa részecske a fénysebesség 30-ad részével repiil.
Mekkora tavolsdgot tesz meg ez alatt az idd alatt, és hogyan viszonyul ez eqy atommag méretéhez?
Milyen kévetkeztetést vonunk le ebbdl?

30.4 Feladat: Teqyik fol, hogy eqy elektron kezdetben egy kb. r. = 107 m térrészre van lokalizdlva.
Ez adodik ha féltessziik, hogy az elektron nyugalmi energidja az dltala hordozott téltés elektroszta-
tikus energidjdval egyezik meg, azaz nagysdgrendileg mec® = (1/4mweq)q?/re. Mennyi idd alatt né
kétszeresére ez a lokalizdltsdg?

KVANTUMALLAPOTOK HOMOGEN ELEKTROMOS TERBEN

Ez a java applet egydimenziéban mozgé t6ltott kvantumos ré-
szecske dinamikijat mutatja kiilonboz6 potencidlok és statikus
elektromos tér jelenlétében. A tovabbi magyarazatokat és be-
allitasi lehet&ségeket illetGen olvassuk el a ,Részletes leiras’-t.
RESZLETES LEIRAS

31. A harmonikus oszcilldtor sajatérték-problémaja

A kovetkezSkben egy algebrai modszerrel oldjuk meg a harmonikus oszcillator energiasajatérték-
problémajat. A harmonikus oszcillator Hamilton-operatora:

P2 1
H=o—+ 5mw2X2, (31.1)
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amelyben az X és P operatorok az [X, P| = ih folcserélési relaciot teljesitik. Vezessiik be az

1 mw 1
a=— —X + iP) 31.2
V2 ( h vVmwh ( )

és
1 mw 1
— —X —i—=P
V2 ( h vVmwh >
nem 6nadjungalt és dimenzi6tlan operatorokat, melyek egymas adjungéltjai. Az [a, a'] kommutator
kiszamitasahoz az X és P operatorokra vonatkozo6 folcserélési relaciot alkalmazva az

al = (31.3)

[a,al] =1 (31.4)

eredményt kapjuk. Az X és P operatorokat kifejezve a-val és af-al, majd ezeket befrva (31.1)-be a
Hamilton-operétorra a
H = hw(a'a +1/2) (31.5)

kifejezést nyerjiikk. A H sajatértékeinek és sajatvektorainak meghatarozasa, azaz a

H|p) =clp) (31.6)

egyenlet megoldasainak megkeresése az
ala=N (31.7)

operétor sajatallapotainak meghatérozasaval ekvivalens. N 6nadjungalt és pozitiv operédtor, tehat
sajatértékel csak nemnegativ valos szamok lehetnek. Ha ugyanis v sajatértek, és |p) egy hozza
tartozo sajatvektor: N|p) = v|p), akkor v (p|p) = (p|Ng) = (plalap) = |lap|[*> > 0. Tehat
v {p|e) >0, és mivel |p) nem zérd, hiszen sajatvektor, a normaja pozitiv, amibdl kovetkezik, hogy
v > 0.
Meg fogjuk most mutatni, hogy IV sajatértékei a nemnegativ egész szdmok. KEzek meghatarozasa
céljabol szorozzuk az
aal —ala =1 (31.8)

folcserélési relaciot jobbrol a-val, illetve balrdl af-al. Kapjuk, hogy aN — Na = a, azaz [N,a] = —a,
illetve Naf —afN = a,T, azaz [N, aT] = af, vagy atrendezés utan:

Na =a(N - 1), (31.9)

Na' =al(N +1). (31.10)

Vizsgaljuk ezutan az at®a® operatort, ahol k > 1 egész szam. Teljes indukciéval bebizonyitjuk, hogy
a®*akF = N(N —=1)(N —=2)...(N — (k- 1)). (31.11)

Az Osszefiigges k = 1 esetén nyilvan fonnall, hiszen az éppen N (31.7) definicidja. Tegytik £6] most,
hogy (31.11)) érvényes k-ra és vizsgaljuk azt k+1-re. Irjuk a vizsgalt operatort a*1af*! = afatkaba
alakba, és haszniljuk a k-ra igaznak foltett (31.11f) Osszefliggésiinket:

a1+t = afataba = ' N(N = 1)(N = 2)... (N — (k—1))a. (31.12)

A (31.9) Na = a(N —1) formula felhasznalasaval az utolso helyen allo a-t egyenként sorra atvihetjiik
az elStte 4llo faktorok elé, mikézben minden tényez6t eggyel csokkentiink. Igy :

a "l = fITN(N —1)(N=2)...a(N-1—(k—1)) =
=a'Na(N =2)(N=3)...(N-1—(k—1))
—ala(N-1)(N-2)..(N-1-(k—1)) =
= N(N —1)(N —2)...(N —k). (31.13)
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Az utolsé sort dsszehasonlitva —el latszik, hogy éppen a bizonyitand6 sszefiiggést kaptuk k
helyett k + 1-el, azaz a minden k > 1 egészre érvényes.

Az képletbdl kivetkezik, hogy N spektrumdnak nem lehet folytonos része. Ha ugyanis
lenne, akkor létezne olyan v nem egész szam és olyan |p) allapot, amelyre N|p) = v|¢). Erre a |¢)
allapotra a el6z6 Gsszefiiggés szerint érvényes, hogy:

(pla™a®|p) = v(v = 1) ... (v = (k = 1)) {plp)- (31.14)

A bal oldal minden k > 1-re nemnegativ, mert barmely |¢) allapotra (platfa®|p) = [|aF¢||> > 0. A
jobb oldal viszont (¢|p) > 0 miatt negativ lenne egy olyan (értelemszeriien egész) k > 1-re, amelyre
a (p|p)-t szorzo tényezék mindegyike pozitiv, kivéve az utolsé v — (k — 1) tényez6t, amely negativ,
olyan v és k esetén, amelyre v+ 1 < k < v+ 2 teljesiil. Ez az ellentmondas csak akkor nem 1ép f6l,
ha N sajatértékeire kikotjiik, hogy azok csak nemnegativ egész szdmok lehetnek. Ekkor ugyanis, ha
v = n egy egész szam, akkor mind a jobb-, mind a bal oldal pozitiv, amig k < n, és a jobb oldal
elttinik minden k > n + 1-re, s igy minden ilyen k-ra fonn kell allnia az a¥|p) = 0 Gsszefiiggésnek
is. Tehat a sajatértékek csak nemnegativ egészek lehetnek.

Tegyiik 6l most — amit alabb a koordindtareprezentacié segitségével meg is mutatunk — hogy
létezik legaldbb egy sajatvektor, amelyhez tartozo sajatérték (az elgbbiek szerint sziikségképpen)
valamilyen nemnegativ egész: v = n. Ezt a sajatvektort jeloljik |p,)-el:

Nlen) = nlen). (31.15)
A (31.14)) szerint erre a vektorra az egyenlGség ugy teljesiil, hogy minden k > n + 1-re
a*lon) =0,  k=n+1n+2,... (31.16)

Specialis esetként lathato, hogy ha n = 0 sajatérték, azaz N|pn—o) = 0|po) = 0, akkor a|pp) a nulla
vektor, mert (apo| apo) = (polatapo) = (o|Npo) = 0, azaz a belss szorzat pozitiv definit volta
miatt

aleo) = 0. (31.17)

Ez forditva is érvényes, azaz ha egy vektorra a|p) = 0, akkor |p) az N -nek 0 sajatértékhez
tartozo sajatvektora. Ez kozvetleniil kovetkezik, ha az af-t alkalmazzuk az a|p) = 0 Gsszefiiggésre.
(Itt, ahogyan az szokds, a tér nulla vektorat és a nulla szamot nem kiilonboztetjiik meg, aminek az
az oka, hogy tetsz6leges |¢) vektorra 0|p) a nulla vektor.)

Belathato, hogy ha |@,) sajatvektor n sajatértékkel, akkor a'|p,) is sajatvektor (n + 1) sajat-
értékkel:

Nallpy) = afaa®|on) = al(afa +1)|en) = a'(n +1)|pn) = (n+ Dal|en), (31.18)

vagyis
Na'lpn) = (n+1)al|en). (31.19)

Ez tetsz6leges n > 0 esetén érvényes, mert af|p,) biztosan nem a nulla vektor, ugyanis

(afenlaton) = (palaaton) = (@al(l + ala)en) = (n+1) (palen) > 0, (31.20)

hiszen (pn|on) > 0, és n + 1 is hatarozottan nagyobb mint 0.
Hasonloéan:
Nalpn) = (n = 1)alen), (31.21)

tehat a|py) is sajatvektor (n — 1) sajatértékkel. Ez utobbi csak n > 0 esetén allhat fenn, mert N
sajatértékei nemnegativak.
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9. abra. a és al “vegiglépegetnek’a sajatallapotokon

A |pp)-t mint legkisebb n-hez — igy szerint a legkisebb energiasajatértékhez is — tartozo
allapotot alapdllapotnak szokas nevezni. Az el6z6ek szerint ezt az allapotot a egyértelmien
jellemzi, tehat -et tekinthetjiik az alapallapot definicigjanak is, amennyiben megmutat-
juk, hogy az n = 0-hoz tartozé sajatvektor, azaz az alapillapot val6ban létezik: a hozza tartozo
koordindta-hullamfiiggvény négyzetesen integralhaté. Bizonyitasunkbol az is kovetkezik majd, hogy
az alapallapot nem degeneréalt. Az alapallapotot definialo alpo) = 0, azaz

Osszefiiggés koordinatareprezenticidoban az

<”;% + (Z) po(x) =0 (31.23)

differencialegyenletet adja, amelynek — 1évén egy els6rendi differencidlegyenlet — csak egyetlen line-
arisan fiiggetlen megoldésa létezik:

N

po(z) = Ce™ " 7, (31.24)
ahol C' integracios allandd. Ez a megoldas valéban négyzetesen integralhatd, a normalasbol meg-
hatarozhatéan C = (%)1/4. Tehat megmutattuk, hogy az n = 0 sajatérték tényleg létezik és nem
degeneralt.

Most teljes indukcidoval megmutatjuk, hogy a tobbi sajatértékhez is csak egy (linearisan fiig-
getlen) sajatvektor tartozik. Tegyiik fol, hogy az allitas igaz n-re, azaz N|¢,) = n|p,)-ben n
nem degeneralt. Tudjuk az el6z6ekbdl, hogy ekkor létezik az n + 1-hez tartozé sajatvektor is
N|gt 1) = (n+1)]¢ ). Tekintsiik most az a|¢f, , ;) vektort, ez n-hez tartozo sajatvektora N-nek,
és mivel az indukcios hipotézis miatt n nem degenerdlt, alp}, | ;) csak egy konstansban kiilonbozhet
|on)-t61, azaz 1étezik egy olyan ¢ szdm, amelyre

algy 1) = '[@n). (31.25)
Alkalmazzuk erre az af-t, amellyel kapjuk, hogy
alalgy 1) = c'allon), (31.26)
amibél a'alpl 1) = (n+1)|pl ;) miatt kivetkezik, hogy

CZ

o). 1.2
nHalson) (31.27)

’90;+1> =
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Azt mér eddig is tudtuk, hogy a'|p,) az n + 1-hez tartozo sajatvektora N-nek, most azt latjuk,
hogy minden n + 1 -hez tartozo6 sajatvektor aranyos a'|p,)-nel, azaz ezek egymastol mind csak egy
konstansban kiilonbdézhetnek, vagyis nem degeneraltak. Mivel, mint lattuk, n = 0 nem degeneralt,
ezért a teljes indukciot befejeztiik. A linedris harmonikus oszcillator energia-sajatértékei tehat az

en = hw(n+1/2) (31.28)

alaktak, ahol n =0,1,2... a nemnegativ egész szdmok és ezek nem degeneréltak.
Harmonikus oszcillator esetén a sajatvektorokra a kovetkezd egyszertsitett jelolést szokas hasz-
nalni:
lon) = |n) . (31.29)
Ilyen moédon a |¢,) értelmezése szerint, amely az n sajatértékhez tartozo sajatvektor, kovetkezik,

hogy
a'ln) = ¢y |n + 1), aln)y =c_n —1). (31.30)

A sajatvektorokat normaltnak irva els: (n|n) = (n + 1|n + 1) = 1 alapjan:
ler|?(n+ 1|n+ 1) = (n|aa’|n) = (nja’a + 1|n) =n + 1 (31.31)
Igy konvencié szerint c,-t valosnak és pozitivnak vilasztva
a'ln) = vVn+ 1jn + 1), (31.32)

és hasonléan
aln) = v/njn — 1), (31.33)
amely n = 0 esetén éppen az alapallapotot definialo (31.17) Osszefiiggés.

n=7_\ d /

-6 -4 -2 2 4 6
10. abra. A harmonikus oszcillator energiasajatfiiggvényei

A normaélt sajatvektorok ezek szerint elgallithatok |0)-bol az

|n>=:Qﬁ)nV2dm> n=01,2... (31.34)

alakban. Meg lehet mutatni, hogy ezek a vektorok valéban teljes rendszert alkotnak, azaz barmely
vektor kifejthets ezek segitségével.
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Az operitorok matrixai a H operator sajatvektorai altal alkotott bazisban: Az al ope-
rator eggyel noveli az N sajatértékeit, ezért keltd-, az a pedig eggyel csdkkenti a sajatértéket, ezért
eltiintetd operdtornak szokas nevezni. (Ezek az elnevezések a kvantumelektrodinamikabol szarmaz-
nak: az al fotont kelt a médusban, mig az a operator egy fotont tiintet el a moédusboél.) A kiilonbozs
|n)-ek ortogonalisak egymasra, mert egy 6nadjungalt operator — az N — kiilonb6z6 sajatértékeihez
tartoznak: (m|n) = dmn. Az N, af, a, operatorok matrixai az |n) allapotok altal kifeszitett bazisban
a kovetkezsk:

000
010

IN=1| 0o 0 2 , (31.35)
0 0 0
1 0 0

[GT} =l o vz o , (31.36)

V3

a matrixa pedig az a adjungéltja 1évén a transzponalt matrix komplex konjugéltja:

la] = (MTY‘ (31.37)

A , Osszefiiggések alapjan igy X és P matrixa is meghatarozhat6. Ezek voltak azok a
matrixok, amelyeket Heisenberg a harmonikus oszcillator kvantumos vizsgalata sordn 1925-ben el-
s6ként megtalalt, s ez volt a modern kvantummechanika mdtrizmechanikdnak nevezett valtozatdnak
els6 eredménye.

81.1 Feladat: Mutassuk meg, hogy a koordindta- és az impulzus szdrdsa az alapdllapotban:

h mwh
AX)f = — AP)} = ——.
(AX)p =5~  (AP)p=—

31.2 Feladat: Szamitsuk ki az X és P vdrhato értékét és szordsdt az |n) staciondrius dllapotban.

32. Nemstacionarius allapotok harmonikus potenciilban, koherens
és préselt allapotok

Miutan megéllapitottuk a kvantummechanikai harmonikus oszcillator stacionérius allapotait, most
mér tetszbleges, az oszcillator-potencidlban mozgo idéfiiggd allapot is folirhaté. Ennek altalanos
alakja:

(U(1)) = D epe R n) = 72N T e ) (n [W(0)) (32.1)
n=0 n=0
ahol |U(0)) tetszoleges kezddallapot, és igy ¢, = (n |¥(0)).

A kovetkezd oldalon oszcillator potencidlban térténs mozgasokat mutatunk be. Kiilonb6z6 spe-
cidlis kezdgallapotokbol kiindulva a hullamfliggvény idébeli valtozasa kovethetd nyomon:
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HARMONIKUS OSZCILLATOR: IDOFUGGO SZUPERPOZiCIO

Az animécié az egydimenzids harmonikus oszcillator
%(|0) + |1)) allapotanak idébeli valtozasat mutatja meg.

A

o)

Az animéci6 az egydimenziés harmonikus oszcillator
%(]0) + |2)) allapotanak id6beli valtozasat mutatja meg.

Az interaktiv animdcié segitségével az egydimenzids har-
monikus oszcillator energia-sajatallapotainak szuperpozici-

‘ i ¢ 6it hozhatjuk létre, majd a normalds utéan az igy létreho-
o | | zott kvantumallapot idébeli véiltozasast vizsgalhatjuk, lasd

a (32.1) formulat.

OSZCILLATOR JELLEGU POTENCIALOKBAN MOZGO RESZECSKE

Ez a java applet egydimenziés, oszcillator jellegti potencidlokban

mozgd kvantumos részecske dinamikajat mutatja. A harmonikus

oszcillatornal szokasos — a kitérés masodik hatvanyaval aranyos —

potencidlis energia mellett bedllithatunk a kitérés negyedik hatvé-

nyaval aranyos potenciélis energiat is. A tovabbi magyarazatokat

és beallitasi lehetdségeket illetGen olvassuk el a ,Részletes lefras”™
RESZLETES LEIRAS

t.

KETDIMENZIOS HARMONIKUS OSZCILLATOR STACIONARIUS ALLAPOTA

A fazis id@beli valtozésa kétdimenziés harmonikus oszcillator po-
tencidlban ny = 0, ny = 3 sajatallapotdban (azaz a videén a
vizszintes irdny szerint alapallapotrol, mig fiiggélegesen a harma-
dik gerjesztett allapotrol van sz6.) A szinkodolas az alsé panel
bal sarkaban talalhatd, a komplex egységkdrnek megfelel§ abrarol
olvashato le. A kis négyzetek a sajatallapotok betdltési valdszini-
ségének és fazisanak a szemléltetésére szolgilnak, esetiinkben az
egyetlen valtozo6 szint négyzet azt jelzi, hogy a rendszer egységnyi
valdszintiséggel a fenti sajatdllapotban van.

HULLAMCSOMAG MOZGASA
KETDIMENZIOS HARMONIKUS OSZCILLATOR-POTENCIALBAN

Hulldmcsomag terjedése, szétfolyasa majd ujraegyesiilése kétdi-
menzioés harmonikus oszcillator potencialban. A szinkodolas az
als6 panel bal sarkaban taladlhato, a komplex egységkdrnek megfe-
lel§ abrarél olvashato le. A kis négyzetek a sajatallapotok betdltési
valészintiségének és fazisanak a szemléltetésére szolgalnak, a hul-
lamesomagot adé szuperpozicibban maga a szin az adott allapot
id6fiiggs fazisat, mig a fekete felé csokkend intenzitds az ampliti-
dot koédolja.

KETDIMENZIOS HARMONIKUS OSZCILLATOR

FEz a java applet kétdimenziés harmonikus potencidlban mozgd
kvantumos részecske dinamikdjat mutatja. A tovabbi magyara-
zatokat és beallitasi lehet&ségeket illetGen olvassuk el a ,Részletes
RESZLETES LEIRAS

leiras’-t.

127


http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/Harmonikus_oszcillator_szuperpozicio_0_1.flv
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/Harmonikus_oszcillator_szuperpozicio_0_2.flv
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/HarmonikusOszcillatorIdofuggoSzuperpozicio.nbp
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/java/Osc1D/oscindex.html
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/java/Osc1D/Osc.html
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/cosc03.flv
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/videok/coscpacket.flv
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/java/Osc2D/osc2index.html
http://titan.physx.u-szeged.hu/~mmquantum/interactive/java/Osc2D/Osc2D.html

32.1. Koherens allapotok

Tekintstink most specidlisan egy olyan — szokasosan |«a)-val jelolt — normalt kezdGallapotot, amelyben
a koordinéta és az impulzus varhato értéke xg illetve pg, ugyanakkor pedig mind a koordinata, mind
az impulzus szérasa ugyanannyi, mint a |0) jelzésd alapallapotban. Az eldiras tehét

(o] X |ar) = o, (a|Pla) =po (32.2)
(AX) =l (X ~ o)’ la) = 51—, (APR = (ol (P—polo) = "2 (323)

A keresett |a) allapot tehat, csakigy mint a |0) intelligens, mivel a szorasok szorzata éppen a
Heisenberg-egyenl6tlenség altal megengedett minimalis érték.
Egyszertisodik a szdmoléds, ha a dimenziétlan

- mw 1 - 1 1
X=,/—X=—"(a+adl), P = P=—('-a 32.4
X = s(ata) ——P = —a) (324
koordinata- és impulzus operatorokat hasznaljuk, amelyeket az el6z6 szakasz alapjan fejeztiink ki
a-val és af-al. Ezekkel

(] X |a) = \}iwa alla) = /a0 = &, (32.5)
(@lP[) = —=(alal ~alo) = ———p =t m, (32.6)

ahol & és np a megfelel§ dimenziotlan (koordinata- és impulzus) varhato értékek. Szorozzuk ((32.6)-
ot i/+/2 -vel és adjuk hozza (32.5) 1/v/2szeresét. Ekkor

§o +ino
7

1, o
ZlalX +iPla) = (alal) =

(32.7)

Vezessiik be az )
o + o

V2
komplex szdmot, amely nem azonos az |«) allapottal, de azzal szoros kapcsolatban 4ll, mert az a
operéator varhato értéke éppen « az |«) allapotban:

(32.8)

(alala) = a. (32.9)

Ugyantgy, az adjungalt operatorra az (ala’|a) = o all fonn. Az o komplex szam valos része a
koordinata, képzetes része pedig az impulzus varhato értékével aranyos az |«) allapoton véve.
A szorasnégyzetekre az el6iras szerint ekkor a

(AX)S = (a| X2 |a) — & = -, (32.10)

(AP)Z = (o] P |a) —nj (32.11)

N o =

egyenldségeknek kell teljesiilniiik. Adjuk Ossze ezt a két egyenlGséget, és fejezziik ki itt az X2 6s
P? operatorokat a-val és af-al:

(AX)? + (AP)? =
= ol(a+a'~ (o ~aP|a) ~ & —nf =1. (3212
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Végezziik el a négyzetre emeléseket, és vegyiik figyelembe, az aa! — afa = 1 kommutétort:
(a|2a'a +1]a) — 200" = 1. (32.13)
Mivel |a) normalt (o|a) =1, és (a|ata|a) = aa* = |af?, az
(a]a’a —|a)?|a) =0 (32.14)

foltételt kapjuk az |«) allapotra.
Vezessiink be most a
b=a—q, b =af —a* (32.15)

definicioval két 1j operatort. A bfb operator varhato értéke az |a) allapotban (32.9) és (32.14)
figyelembe vételével:

(alb'bla) = (af (a' = a*)(a - a) @) = (o] (ala — a*a — aal + |a]?) o) =
= (o (ata — |a)?) |a) = 0. (32.16)

Az (a|b'b|a) = 0 viszont éppen a b|a) allapot norma-négyzete, amely akkor és csak akkor nulla,
ha b|a) =0, azaz (a — a) |a) = 0. Ez masképpen az

ala) = ala) (32.17)

alakba irhato, azaz a keresett |«) dllapotok éppen az a eltiintet§ operator sajatéllapotai. Noha a
nem o6nadjungalt, ezek a sajatallapotok — mint alabb megmutatjuk — tetszéleges a-ra léteznek és
normélhatok.

Keressiik az |a) allapotokat a teljes ortonormélt rendszert alkot6 |n) harmonikus oszcillator
sajatallapotok, vagy méas néven szdmdllapotok szuperpozicidjaként az

a)y=> cnln) (32.18)
n=0

alakban. Itt ¢, = (n|a). Irjuk vissza a kifejtést a (32.17) sajatérték-egyenletbe és hasznaljuk az
a|n) =+/n|n—1) léptets tulajdonsagot:

Zacn In) = ach |n) = ch\/ﬁ\n —-1)= ch+1\/n +1n), (32.19)
n=0 n=0

n=1 n=0
ahol az utols6 egyenl6ségnél n helyett attértiink az n-1 Osszegzdindexre. Emiatt

acy,

illetve
) a1 _ 070 (32.21)
c . )
VR Vil
A normalasi foltételbsl - -
|af* 2|2
1= e =lao]* Y —— = |eo|* €T, (32.22)
n=0 n=0 \/T?

ahonnan ¢y = e—lal?/ 2 mivel cyp-t konvencié szerint valosnak és pozitivnak valasztjuk. Eredményiink
szerint tehat ¢, = (n|a) = e*|a‘2/2a"/\/n!, s fgy a keresett allapot kifejtése a szamallapotokon:

) = elal?/2 Z o |n (32.23)
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ahol « tetszdleges komplex szam. Ezeket az dllapotokat a harmonikus oszcillator koherens allapo-
tainak nevezziik. A koherens dllapotok tehat a komplex « szdmokkal indexelhet8k, azaz az ilyen
allapotok szamossaga nem megszamlalhat6. Ezeket az allapotokat koordindtareprezentacio segitsé-
gével el@szor Schrédinger vezette be 1926-ban.

Felhivjuk a figyelmet még a kovetkezSkre. Az |a = 0) koherens allapot azonos az |n = 0) szam-
allapottal, amely éppen az oszcillator alapallapota. Altaldban azonban az |a = k) koherens éllapot,
ahol k éppen egész, nem azonos az |n = k) szamallapottal. Ez a jelolés inkonzisztencidja, de ezt
szinte egyontettien alkalmazzak az irodalomban, igy mi is ehhez tartjuk itt magunkat.

32.1 Feladat: Igazoljuk forditott irdnyban, hogy ha a koherens dllapotokat a dsszefiiggéssel
definidlyuk, akkor ezek az a operdtor sajdtdllapotai lesznek, a sajatértékkel.

32.2 Feladat: Igazoljuk, hogy a koordindta és az impulzus szdrdsa tetszdleges |a) dllapotban megegye-
zik a |0) dllapotban vett szordsokkal.

32.8 Feladat: Szamitsuk ki az |o) és |B) koherens dllapot (o |B) belsd szorzatdt.

A koherens allapotok idéfejlédése a (32.1) altalanos képlet szerint:

(1)) = e~ t/2 N o=inwt |03 1010} = g—iwt/2 N g—inwt | Lne_|a|2/2 _
[ (t)) n;() In) (n]a) Z | >\/H

) 0 —iwt\n e ]
— o wt/2 Z In) (ae\/ﬁ)e—me Y272 _ ‘ae—zwt> . (32.24)
n=0 ’

n=0

Az az érdekes eredmény adodott tehat, hogy a kezdetben az o komplex szammal jelzett |«) koherens
allapot abba a szintén koherens allapotba keriil t id6 mulva, amelyet az e komplex szam jeldl.
Azaz az oszcillator koherens dllapota koherens marad az iddfejlddés sordn. A valds és képzetes
részeket illetGen ezt a transzforméaciot az

, j : 1
et = €0+J(f“"t = — [(& coswt + ng sinwt) + i(ny coswt — &y sinwt)] =

V2 V2
1 ,
= 75 EO+in®) (82.25)

képlet adja meg. Ebbdl a koordinata és az impulzus varhato értékének idsfejlédésére az z(t) =

VI (mw)E(t) és a p(t) = vVmwhn(t) skdlazas utan az

x(t) = zp coswt + Po. sin wt, (32.26)
mw
p(t) = po cos wt — mwx sin wt (32.27)

idofejlodés adodik, ami megegyezik a klasszikus harmonikus oszcillator mozgasegyenletének meg-
oldasaval. Ez az utébbi eredmény a koordinata és az impulzus varhaté értékére a harmonikus
oszcillatorra valojaban tetszleges kezddallapot esetén, tehat nem csak a [¥(0)) = |a)-ra telje-
siil, amint azt Ehrenfest tételeivel kapcsolatban a legfoljebb kvadratikus potencidlokra altalaban is
megmutattuk. Az X és P szorasara ugyanilyen allanddsig altalanos kezdGallapot esetén nem érvé-
nyes, de |U(0)) = |a) esetén a fontiek szerint a szorasok sem valtoznak idében, amint az kozvetlen
szamitassal is megmutathato.

82.4 Feladat: Szdmitsuk ki kizvetleniil az X és P szordsdt az ’ae_w> dallapotban.

A koherens &llapot koordinatareprezentacioban is megadhato, ez legegyszertibben az a|a) =
a|a) sajatérték-egyenlet megfelels alakjabol kaphato meg, hasonloan ahhoz, ahogyan az alapalla-
potot megkaptuk az el6zd szakaszban a koordinatareprezentacidban. Az aldbbi animacion kiilénb6zé
koherens allapotok id&fejlédését kdvethetjiik nyomon.
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. ; i 1c10. - o . !
32.5 Feladat: Mutassuk meg, hogy a koordindtareprezentdcids alak az o = op L0 + U o PO

komplex szaimmal jellemzett dllapotban oo (x) = Ce‘mw(x_‘”“)y%eipox, ahol C ugyanaz a normdlds:
dllandé, ami az o = 0, pg = 0 alapdllapothoz is tartozik.

32.6 Feladat: Szamitsuk ki az oszcillitor N operdtordnak vdrhatd értékét az |a) dllapotban.

32.7 Feladat: Szamitsuk ki N szordsdt az |«) dllapotban.

HARMONIKUS OSZCILLATOR: KOHERENS ALLAPOTOK
Az animécion a harmonikus oszcillator |a = 1) koherens all-
potanak idéfejlédése lathato. A hullamfiiggvény abszolut ér-
A " | téke minden idépontban az alapallapottal azonos alaku, de
o w korfrekvenciaval rezeg az egyensulyi helyzet koriil |al-val
aranyos amplitadéval.
Az animécion a harmonikus oszcillator |a = 2) koherens all-
potanak idéfejlédése lathato. A hullamfiiggvény abszolut ér-
A | téke minden idépontban az alapallapottal azonos alaku, de
w korfrekvenciaval rezeg az egyensulyi helyzet koriil |al-val
aranyos amplitadéval.

Q

Az interaktiv animéacio6 segitségével az egydimenzids harmo-
nikus oszcillator energia-sajatallapotainak egy specialis szu-
perpoziciojat vizsgilhatjuk, ez a koherens allapot, amit a
A képlet szerint egy a komplex szdmmal jellemezhe-

~ | | tiink. Ennek abszolut értéke minden idépontban az alapal-
lapottal azonos alakd, de w kborfrekvenciaval rezeg az egyen-
sulyi helyzet koriil |a|-val ardnyos amplitudoval.

A harmonikus oszcillator Schrédinger-macska allapotanak szokis nevezni a két azonos abszolit
értékd, de ellentétes elGjelu a-hoz tartozé koherens allapotok szuperpozinciojat:

1SC) = (Ja) + |—a)) /N (32.28)
Itt N a megfelels normalési tényezd. Ilyen éallapotok idéfejlédését mutatjak az alabbi animéciok:

HARMONIKUS OSZCILLATOR: SCHRODINGER-MACSKA ALLAPOTOK

A || Az animéacion a harmonikus oszcillator @ = 1-hez tartozo
e Schrédinger-macska allapotanak idéfeljédését lathatjuk.

Az animécién a harmonikus oszcillator o = 2-héz tartozo
Schrédinger-macska dllapotanak idéfeljédését lathatjuk.

Az interaktiv animéaci6 segitségével az egydimenzids harmo-
nikus oszcillator két koherens allapotanak egy érdekes szu-
perpozicidjat vizsgalhatjuk, ez a Schrédinger-macska allapot
(Schrodinger-cat state), ami két koherens allapot normalt
szuperpozicidja: |SC) = (|a) + |—a))/N, igy ezt is az «
komplex szammal jellemezhetjiik.

32.2. Préselt koherens allapotok

A harmonikus oszcillator allapotai koziil azok lehetséges érdekes alkalmazasai miatt kiilonos figyel-
met kaptak az 1980-as évek kozepétsl kezdve azok, amelyek a koherens allapotokhoz hasonléan
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minimalizaljadk a Heisenberg-egyenl6tlenséget, tehat intelligensek, &m ugyanakkor az X és P szora-
sa koziil az egyik kisebb, mint a |0) jeld alapallapotban. A Heisenberg-egyenl6tlenségnek viszont
teljesiilnie kell, tehat ilyenkor a mésik mennyiség szdérasa viszont nagyobb, mint az alapallapoti
érték. A kérdéses ugynevezett présell koherens, vagy roviden préselt allapotokat itt |¢)-val fog-
juk jelolni. Angolul ezeket squeezed allapotoknak nevezziik. A dimenziétlan X és P operatorok
szorasnégyzeteire a (C| X [¢) = &, (C| P|¢) =no jeldlésekkel ekkor a

(AX)2 = (| X*[0) ~ & = 5, (32:29)
(AP = (1 P*10) — 1 = o (3230

foltételek teljestilését kivanjuk meg, ahol 7 egy pozitiv szdm. Ha r < 1, akkor azt mondjuk, hogy a
koordinata préselt és az impulzus nytjtott, mig ha r > 1, akkor az impulzus préselt és a koordinéta
nydjtott. Az r = 1 felel meg a féntebb latott koherens dllapotnak. A préselt allapotok is kifejthetk
a szamallapotok szerint, de ezt itt nem részletezziik, csak a |() allapotok idéfejlgdésérsl mutatunk
be alabb animaciot. A szamitds szerint az id6fejlédés soran az r valtozik és az oszcillator 27 /w
peridédusa alatt kétszer lesz 1-nél kisebb illetve nagyobb tehat az idéfejlédés soran az X és a P
valtakozva lesz préselt illetve nyujtott.

HARMONIKUS OSZCILLATOR: PRESELT KOHERENS ALLAPOTOK

: A harmonikus oszcillator préselt alapéallapota. Itt az allapot
y szorésa is harmonikusan valtozik az alapallapot szérasa koriil
o 2w frekvencival.

71| A harmonikus oszcilldtor préselt koherens allapota. A koor-
A ‘| | dindta varhato értéke a szokdsos w korfrekvenciaji harmoni-
kus rezgést végzi, mikdzben az allapot szérdsa az alapallapoti
érték kortl 2w korfrekvenciaval oszcillal.
Az interaktiv animéacié segitségével az egydimenzids harmo-
nikus oszcillator energia-sajatallapotainak egy nevezetes szu-
‘ = perpoziciojat vizsgalhatjuk, ez a préselt (v. Gsszenyomott)
A allapot (az angol nyelvii szakirodalomban: squeezed state),
amit egy r valds szdmmal és egy o komplex szadmmal jelle-
mezhetiink.

33. Az impulzusnyomaték algebrai elmélete

Egy pontszerd részecske impulzusnyomatéka klasszikusan L£=rx p. Egy zart részecskerendszer
esetén a teljes rendszer impulzusnyomatéka megmarad. Ismeretes azonban a klasszikus mechanika-
bél, hogy vannak esetek amikor, az impulzusnyomaték megmarad akkor is, ha a rendszer nem zért.
Ilyen pédaul a centralis er6térben mozgd témegpont esete.

A fonti klasszikus £ mennyiségnek megfeleld kvantumos impulzusnyomatékot ugy kapjuk, hogy
az r X p vektori szorzatban a megfelel§ operatorokkal helyettesitjik a klasszikus mennyiségeket, s
nyerjiik ezaltal a palyaimpulzusnyomaték operatorat:

L=RxP. (33.1)
Ennek a vektornak hdrom komponense van, amelyeket téméren az
Li = Eiijij (332)

formula ad meg, (ahol €, a Lévi-Civita szimbolum, és a kétszer eléfordulé indexekre Gsszegezni
kell). Azaz részletezve:

L,=YP,-ZP,, L,=ZP,—XP,, L,=XP,-YP,. (33.3)
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Az R és P komponensei kozott fonnallo kanonikus féleserélési relaciok alapjan az impulzusnyomaték
komponenseire a kovetkezd folcserélési reléciot nyerjiik :

38.1 Feladat: Mutassuk meg a 0sszefliggés érvényességét.

Az impulzusnyomaték fogalmat most altalanositjuk, és a kvantummechanikai impulzusnyoma-
tékot éppen a folcserélési relacié alapjan definiadljuk. Eszerint a kvantummechanikai impulzusmo-
mentumnak legéltalanosabban egy olyan J = {J,, Jy, J.} linedris és 6nadjungélt operatorharmast
neveziink, amelynek komponensei a

s, Ju] = iheiJy (33.5)

folcserélési relacioknak tesznek eleget. Ennek, és a eredménynek az alapjan nyilvanvalé, hogy
a féntebb L = R x P-vel definialt mennyiség impulzusmomentum. De lathatd, hogy J bevezetésével
itt elvonatkoztattunk az L = R x P alaktol, és ez utobbi tulajdonsagai koziil csak a folcserélési re-
laciot tartottuk meg. Ennek oka tébbek kozott az, hogy — mint kideriilt — a kvantummechanikaban
van a térbeli mozgashoz nem kapcsolédd bels§ impulzusmomentum, sajatperdiilet is, amelyet spin-
nek neveziink (lasd a korabban targyalt Stern-Gerlach-kisérletet). Ez hasonlit a klasszikus fizikaban
valamely sajat tengely koriil forgd merev test sajatperdiiletéhez, példaul egy forgd labdaéhoz. Noha
ez a hasonlat a kvantummechanika szerint tavolrol sem tokéletes, mégis valami ilyen jellegt forgasra
lehet gondolni a spin hallatan. Foélhivjuk a figyelmet, hogy sem az impulzusmomentum, sem a spin
nem keverend§ egy mésfajta mennyiséggel, a mégneses momentummal. Igaz viszont, hogy t6ltott
részecskék impulzusmomentuméhoz és spinjéhez altalaban azzal ardnyos méigneses momentum csa-
tolodik, és ezért a spin, azaz a mechanikai perdiilet mérését a kapcsolédd méagneses momentum
mérésére vezetik vissza. Az elektron sajatimpulzusmomentuma, azaz spinje nem értelmezhets az
L segitségével, az altaldnosabb, csak a J komponenseire vonatkoz6 folcserélési relacid elGirdsaval
viszont mindenfajta impulzusmomentum, pl. az elektron tgynevezett feles spinje is értelmezhets.
Egyszertien bizonyithato, hogy a J? = J? = J2 + Jg + J2 operator barmely .J; komponenssel
folcserélhetd:
[J2, Jk] =0, k=ux,y,z. (33.6)

33.2 Feladat: Bizonyilsuk be a dsszefiiggést.

A f6leserélhetd 6nadjungalt operatorok kozos sajatvektorainak létezésérdl szold tétel szerint,
szakasz) kereshet$ kozos sajatvektorrendszere J2-nek és J,-nek. A J? operator varhato értéke
minden allapotban nemnegativ, ezért sajatértékei is nemnegativok.

A dimenzidkat figyelembe véve a sajatérték-egyenletek alakja:

J2 ‘SO)\,m> = h2)‘2 ’@A,m> y (337)
Jz ‘SO)\,m> =mh ’¢A,m> y (33.8)

ahol A\? nemnegativ valos szam, m valos szam. Egyszeriien adodik, hogy
m? < A2, (33.9)

azaz
—A<m<A (33.10)

33.3 Feladat: Mutassuk meg a (©x m| J? loxm) kifejezés kifejtésével a reldcidt.
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Vezessiik be a
Jy = Jp +idy, J_ = Jp =iy (33.11)

operatorokat. J? nyilvanvaloan ezekkel is folcserélhetd, s igy

JQJi |‘:0)\,m> = JiJ2 |§0)\,m> = h2)‘2<]i |90)\,m> . (33'12)

Azaz J, és J_ nem vezetnek ki J?-nek egy adott A\%-el, azaz egy A > 0 szammal indexelt sajatalte-
rébdl. Nem ez a helyzet viszont J, esetén mert, mint egyszertien megmutathaté:

[J., Ji] = +hJy, (33.13)

igy
sz:i: ‘90)\7m> = (J:I:Jz + hJ:I:) |90)\7m> = h(m + 1)J:t |90)\,m> . (33'14)

33.4 Feladat: Igazoljuk a reldcidt.

A egyenlGségbdl az kovetkezik, hogy vagy Ji | m) is sajatvektora J,-nek m + 1 sa-
jatértékkel, vagy a zéré vektor. Egyszertien lathato, hogy JE |©a,m), ahol k egész, szintén vagy
sajatvektor m + k sajatértékkel, vagy a zérd vektor. Adott A\ esetén (amelyet mint lattuk Ju
nem véltoztat) azonban —\ < m < A, amibdl kovetkezik, hogy kell lennie egy olyan maximalis és
minimalis my illetve m_ valos szémnak, amelyre a megfelel§ |¢xm. ) (a definicié szerint nem 0)
sajatvektorok azaz:

Jz ‘@A,mi> =myh |(p)\,mi> ) (3315)
azonban

Jileams) =0,  J_|eam_)=0. (33.16)

Most megallapitjuk my és m_ kapcsolatat, illetve m lehetséges értékeit. Tekintsiik ehhez a

JoJ_=J* = J2+h,, (33.17)
J J.=J*—J?—hJ, (33.18)

Osszefliggéseket, amelyek kiirdssal egyszertien lathatok. Ezekbdl:

0= <90/\»m+} J-J+ ‘90A7m+> = <90/\,m+} J? = J?—hlJ. ‘@A,m+> =
=1 (W = mZ —my) (Onmy [orm,) (33.19)

0= <90>\,m7‘ J+J* ‘¢A,m,> = <S0)\,m,| J2 - J,’? + hJZ |90>\,m—> =
=hr (A —m% +m_) {prm_|orm_ ). (33.20)

Mivel ’ap;wm jE> sajatvektorai J,-nek, ezért nem a nulla vektorok, tehat az dnmagukkal vett bels6
szorzatuk sem 0, igy az el6ttiik 4ll6 tényezének el kell tiinnie:

A —m? —my =0, (33.21)
M —m? +m_=0. (33.22)

A két egyenlet kiilonbségének bal oldalat szorzatta alakithatjuk:

(my+m_)(my —m_+1)=0, (33.23)
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amib6l vagy az kévetkezik, hogy my = —m_ vagy az, hogy m_ = m4 + 1. Az uto6bbi viszont nem
lehetséges, mert foltettiik, hogy m4 a legnagyobb sajatérték, tehat m_ nem lehet nala nagyobb.
Marad tehat az

my =-—m_ =:j (33.24)

lehet@ség, ahol a fonti 6sszefiiggéssel definidltuk a j szdmot, amely adott A esetén tehat a legnagyobb
sajatértéke J,-nek. (33.21)-bdl az is kovetkezik, hogy

M=my(my +1)=75(+1). (33.25)

Az el6z6ek szerint egy m-el jellemzett |y ,,,) sajatvektorbodl indulva és J-t, illetve J_-t alkalmazva
p-szer, illetve g-szor, 1éteznek olyan vektorok, amelyek a J,-nek az

m,m+1,...m+p=my =7, (33.26)
m,m—1,m—qg=m_=—j (33.27)
h -al szorzott sajatértékeihez tartoznak, ahol p, q értelemszertien egész szdmok. Az m+p = m4 = j,
és az m — q = m_ = —j Osszefiiggések kiilénbségébsl:
j=2re (33.28)
2
Ebbé6l a j kvantumszam lehetséges értékeire azt kapjuk, hogy
j=0,1/2,1,3/2... (33.29)
Az is lathato ebbdl, hogy adott j kvantumszédmhoz a kévetkezd 25 4+ 1 darab m tartozik
J,i—1,...—j3+1,—7. (33.30)
Eredményiink tehat, ha a sajatvektorok indexelésére a A helyett a j-t hasznaljuk és a
(Pm) = g, m) (33.31)
jelolést alkalmazzuk a kovetkezd:
J23,m) = (5 + 1) |§,m), (33.32)
2 |j,m) = hm|j,m). (33.33)

Megjegyezziik, hogy J? és J, altalaban nem alkotnak CSCO-t, azaz van, vagy vannak tovabbi kvan-
tumszdmok, amelyek j és m mellett még sziikségesek ahhoz, hogy egy kvantumallapotot valamely
Hilbert-térben egyértelmiien jellemezziink. Méasképpen szolva, adott j és m esetén a |j, m) alla-
potok kdzott egy vagy tébb tovabbi fizikai mennyiség operatora kiilonbséget tehet, vagyis ebbdl a
szempontbol az dllapotok degeneraltak. Egy jol meghatéarozott allapot ilyenkor |k, j, m) alaka, ahol
k utal a tovabbi J2-tel és J,-vel folcserélheté mennyiség(ek) sajatértékeire. Adott j esetén viszont
az m szerinti degeneracio 25 + 1-szeres.
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11. abra. Az impulzusmomentum hossza és a vetiiletek viszonya a kvantummechanikiban. Ha a
J. vetiilet, azaz az m kvantumszam adott, akkor a J, és J, vetiileteknek nincs hatarozott értéke.
Adott j esetén pedig a J, vetiilet 25 + 1-szeresen degenerilt.

Most megallapitjuk J,, Jy, J- méatrixelemeit egy adott j ésaz m = j... — j esetén a 25 + 1
dimenzi6s tér |j, m) bazisaban. Az el6zéek szerint ebben a bazisban, amely J? sajatvektoraibol 4ll,
a J? matrixa diagonalis, és minden sajatérték azonos h2j(j + 1). J, matrixa szintén diagonélis és

a hm kiillonboz6 értékeit tartalmazza m = j-t6l m = —j-ig. Az el6z6ek szerint:
J+ |.77 m> = C+ ’j7m+1>> (3334)
J_|j,m) =c_|j,m—1), (33.35)

és keressiik ci-t illetve c_-t ugy, hogy |j, m)-el egyiitt |j,m + 1) és |j,m — 1) is normalt legyen.
Ekkor

(Gom| J_Jy |j,m) = (j,m| J* = J2 = b, |j,m) = B2(§(j + 1) — m* — m) (j, m| j, m)
= |y PG,m+10j,m+1). (33.36)

Ha elgirjuk a normalast, akkor ¢y = Ay/j(j +1) — m(m +1). Hasonléan c_-ra JiJ_ virhato
értékét szamolva kapjuk, hogy c— = hy/j(j + 1) — m(m — 1), azaz

Jiljm) = /GG +1) —m(m+ 1) |j,m+1), (33.37)
J_|j,m) = h\/5(G+1) —m(m — 1) [j,m —1). (33.38)

Ezekbdl J, illetve J, matrixa is meghatarozhato, a (33.11)-b6l kovetkezs J, = (J4 + J_)/2 és
Jy = (J4 — J-)/2i formuldkbol. A j = 1/2 esetben, amelyet feles spini esetnek neveziink, ezekbdl

a képletekbdl az m = 1/2, m = —1/2 sorrendben irva a matrixelemeket a
(o1 h hif0 —i h
Jﬂ‘*’_2<1 0)‘2‘”’ Jy_2<i 0>_20y’ (33.39)
(1 0 h

matrixokat kapjuk, ahol a 0,0y, 0, matrixok az tgynevezett Pauli-matrixok. Megjegyezziik még,
hogy a j = 1/2 esetben a megfelels impulzusmomentum operatorokat S = {S;, S, S, }-vel is szoktuk
jelolni a spinre valé utalassal.
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Wolfgang Pauli (1900-1958)

12. abra.

33.5 Feladat: Mutassuk meg, hogy j = 1/2 esetén wvaldban a fonti 38.40) Pauli-mdtrizok
adodnak J, Jy, J.-re.
33.6 Feladat: Irjuk fol j =1 esetén a Jy,J_, J., Jp, Jy mdtrizokat.

34. Stern-Gerlach-kisérlet, feles spin sajatallapotai tetszdleges irany-

ban

Klasszikus jéslat Eziist at l4b
Megfigyelt zlst atom nyala

./ C

VN

N .
Kalyha

Inhomogén magneses mezé

13. abra. Stern-Gerlach-kisérlet sematikus abraja

Azt a kérdést vizsgéljuk, hogy egy n; irdnya Stern-Gerlach berendezésbdl kijovs részecskék egy
n irdanya inhomogén magneses térrel (B) jellemzett berendezés egyes kimend csatorniiba milyen
valoszintiségi amplitidokkal érkeznek. Itt csak a feles spinnel, azaz pl. az eziistatomok esetével
foglalkozunk. Legyen nj irdnya a z irany. Az eziistatomoknak magneses nyomatékuk van, poten-
cialis energidjuk az elektrodinamikibdl ismeretesen W = —mB. Az m magneses nyomaték aranyos
a J mechanikai nyomatékkal, amelyet ebben a j = 1/2 esetben S-el jeloliink, utalva a spinre. A
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magneses dipolusra erd hat, amelyet a F = —VW képlet alapjan szdmolhatunk ki. E szerint
F = V(mB) = 1V(SB). (34.1)

Itt m alland6, és ha B is az, akkor F = 0. Homogén térben tehat nem hat er6 a mégneses
nyomatékkal biré részecskére. Ha viszont a B inhomogén, és az inhomogenités {6 iranya az n irany,
azaz ebben az iranyban valtozik leggyorsabban a magneses mez§, akkor F = V(mB) = 'ySn%Bn.

Meg fogjuk keresni az n egységvektor irdnyaba esd spinvetiilet, azaz az Sn = §,, sajatértékeit
és sajatvektorait, tehat az

h
Sn[n) = S len) (34.2)

egyenlet megoldasat, ahol a sajatértékbdl kiemeljik a h/2-t, igy p dimenzidtlan. A |pp)-t ab-
ban a |j=1/2,m=1/2) =: |z,+), |j = 1/2,m = —1/2) =: |z, —) bazisban keressiik, amelyben S,
diagonélis. Tehat a

‘§0n> :an|z,—|—> +ﬁn|2,_> (343)
kifejtésben az o, és B, egyiitthatokat hatérozzuk meg. A sajatérték-egyenlet:
h
Sn|pn) = Sn(an |2, 4+) + B |2, —)) = 5#(0% |2, +) + Bnlz, =) (34.4)

szorozzuk el6bb |z, +)-al, majd |z, —)-al és hasznaljuk az ortogonalitast. Ekkor éppen az Sn ope-
rator |z, +), |z, —) bazisban vett matrixdnak sajatértékegyenletét kapjuk. Ez a métrix a (33)-ban
megadott matrixok alapjan az n = {ng, ny, n,} komponensekkel, illetve gémbi koordinatakat hasz-
nalva az n = {sin 6 cos ¢, sin # sin ¢, cos } miatt

h ( n, Ny — iny > h ( cosf  sinfe

2\ ng+iny —n, sinfe’®  —cosf

2

Sn = S;n, + Syny + S.n. = =

) (34.5)

alakt. A sajatérték-egyenlet tehat a valasztott bazisban:

h( cosf sinfe ¢ o i a
2<sin96i¢’ —cosf ><B>_M2<5>’ (34.6)

ahol az n indexet mostantoél nem irjuk ki az egyiitthatok mellé. A sajatértékekre p = £1, a megfelels
normalt (|a|® + || = 1) sajatvektorokra pedig

. 0 , —sint
p=1: €Z6+< €052 >, pw=—1: eZ6< S 2 ) (34.7)

sin gei‘f’ cos gew’
adodik, ahol 04 és §_ tetsz6leges fazisok. Gyakori valasztasa 0y = 0_ = —¢/2, vagy a 04 = 0_ = 0.
Azaz a két — ortogondlis — sajatvektor a |z, £) bazisban az utobbi valasztéassal
0 .0 s
In, +) = cos 3 |z,4) + sin 3¢ |z, =), (34.8)
.0 0 i
In,—) = —sin 2 |z, +) + cos ¢ |2, =), (34.9)

Ezekbdl ki lehet fejezni az S, operator |z,+) és |z, —) sajatvektorait:

0 0

2,4 = cos & [, +) —sin & [, =) (34.10)
0 . o .

|z, —) = sin ie”‘ﬁ |n,+) + cos 56’“‘5 |n, —). (34.11)

A fonti egyenletekbdl megallapithato, hogy egymashoz képest elforgatott Stern-Gerlach berendezé-
seken at milyen (n,+|z,+) stb. amplitadokkal, illetve valoszintiségekkel mennek at a feles spin
részecskék.
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34.1 Feladat: Hatdrozzuk meg a z irdnyu berendezés utdn elhelyezett x illetve y irdnyi berendezésen
vald dthaladdsi amplitidokat és valdszintdségeket.

34.2 Feladat: Mik az amplitiddk ha az elsé berendezés ny a mdsodik no irdnyd?

34.8 Feladat: Keressiik meg az amplitidokat a j =1 spin esetére.

35. PaAlyaimpulzusnyomaték, gombi harmonikusok

Az alkalmazéasok szempontjabol nagyon fontosak a palyaimpulzusmomentum koordindtareprezen-
taciéban kiszamitott sajatvektorai. Mint azt a[33] szakaszban lattuk, az

L=RxP (35.1)

vektor komponensei teljesitik az [L;, L;] = ihe;j, Ly, kommutacios relaciokat, hiszen ennek alapjan
altalanositottuk az impulzusmomentum definicidjat a J vektor komponenseire. Emiatt az ott kapott
eredményeket itt is hasznilhatjuk.

Tekintsiik most koordinatareprezentaciéban az

Ly = —ih(yd, — 20,) (35.2)

stb. palyaimpulzusmomentum operatorokat.

Z\

-

e

~ >y
¢ >

rd
L____-______________.

7/

14. abra. Gombi polarkoordinatak

Ki fog deriilni, hogy ezek alakja egyszertibb az r, 6, ¢ gémbi koordinatdk hasznéalatakor, mert
a harom derékszdgd koordinata x,y és z helyett csak két gdmbi koordinata, a 0 polarszog és a ¢
azimutszog szerepel a kifejezésiikben, a radidlis koordinata r» nem. FEnnek mélyebb oka, hogy az
impulzusnyomaték komponensei a forgatasokkal vannak kapcsolatban, ezért a r-et nem valtoztatjak.
gyorsabban ériink célt a kovetkezé modon. Irjuk 5l egy pont helyvektorat a gémbi koordinatékkal
és derékszogii egységvektorokkal.

r=x8& +yé, +2¢& =rsinfcosg & +rsinfsing &, + rcosf &,. (35.3)
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A megfelel§ gérbevonalu egységvektorok &; = %&hr (t=r,0,¢), ahol a h; = |0,,r| egyiitthatok a
normalast biztositjak. A fonti kifejezésbdl a derivaltak és a normalas (h, = 1,hg =1, hy = rsinf)
utdn kapjuk a gorbevonala egységvektorokat:

&, =sinfcos¢ &, +sinfsing &, +cosh &, =r/r, (35.4)
&9 = cosfcos g &, + cosfsing &, —sinf &, (35.5)
&y = —sing &, +cos¢ &,. (35.6)

Jol ismert, de kozvetlenil is meggy6zédhetiink rola, hogy ezek paronként ortogondlisak egymaésra, és
&, X &g = &4, &, X &, = —&y, stb. A palyaimpulzusmomentum alakja koordinatareprezentacioban:

L = —ih(r x V). (35.7)
Itt r = ré,, a V gradiens ortogondlis gérbevonali koordinatas alakja pedig:

1
rsin 6

1
=&,0, + ég;ag + é¢ 8¢. (35.8)

hi Dq;
gy az impulzusmomentum alakja a vektori szorzatokkal:

1
rsin08¢) -

1
L= —ihr(é¢;89 — &
1
= zh{( sin ¢ &, + cos ¢ &,)0y — (cos B cos ¢ &, + cosfsin¢ &, —sinf éz)_98¢} . (35.9)
sin

Osszegytjtve az é;,8,, &, egyiitthatoit kapjuk, hogy

L, = ih(sin ¢dp + cot 0 cos ¢dy), (35.10)
ﬁy = ih(— cos g0y + cot fsin ¢0y), (35.11)
L, = —ihdy. (35.12)

A léptetd operatorok koordinatareprezentacios alakja:

Ly =Ly +ilL, = he'®(dy 4 icot 00y), (35.13)

L =Ly, —ilL, =he (—8p +icot 00,). (35.14)

Sziikségiink van még az L? operétorra is, amelyet legegyszertibben a . szakaszban latott
(133.17]) ) o A R
L*=L,L +1°?-hL, (35.15)

Osszefliggés alapjan szamithatunk ki.
Lo L_ = 1% (0 +icot dy) [e_i¢(—89 +icotf 6¢)} =
= h20p(—0g + i cot 0 9y) + h2e'?icot O D, [e_i‘z’(—@g +icotd 8¢)} =

1
— h2(—839 — 27208(;5 + icot@ 80(;5 + cot 9<—80 + iCOtH 8¢)—
Sin —

—icotf Jg, — cot® 0 Dyg) = (35.16)
= R(—08, — i 0, + cotB(—Dp + i cot B B,) — cot® § 82,) =
% Tsin?6"? ¢ ¢

= 1*(—0y — 10y — cot § Op — cot® 0 I3).
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Az L2 = 1292, tovabba —hL, = ih?d, folhasznalasaval adodik L? gombi koordintas alakja:

ol
. 1
L? = —n* ( 0jy + cot§ O + —5—-03, | = —h*Ngy. 35.17
( o b+ 200 06 ( )
Ismeretes, hogy itt a —h2-et szorzo differencisloperator éppen a A Laplace-operator gémbi koordina-
takban folirt alakjanak szogektol fiiggd része, erre utal a masodik egyenlgségjel utédn az L? = —h?Ag,
jelolés.

A (35.17) és a (35.12) alapjan kénnyen lathato, hogy az L? -nek és az L,-nek megfelels dif-
ferencidloperatorok folcserélhetdk, s ezt el is varjuk, hiszen ez az altalanos (33.6|) folcserélhetéségi

eredmény specidlis esete. Némileg hosszasabb szamolassal ugyan, de belathatd, hogy hasonldéan
és[35.13]illetve 1} is folcserélhetGek.

Az altalanos elméletbdl . szakasz) tudjuk, hogy folcserélhetSek lévén kereshetjik L2 ¢s L,
kozos sajatfiiggvenyrendszerét, a korabban latott (33.32]) és (33.33) sajatérték-egyenleteknek meg-
felels sajatértekekkel. Az L? -nek megfelel6 kvantumszamot itt j helyett ¢-lel szokas jeldlni, £ neve
ekkor mellékkvantumszam. Igy:

L2)(r, 0, ¢) = h20(0 + 1)3(r, 0, ), (35.18)
Loip(r, 0, ¢) = mhap(r, 0, d). (35.19)

Latni fogjuk, hogy a szakaszban kapott eredmény a megengedett sajatértékekre itt csak meg-
szoritassal lesz érvényes. A palyaimpulzusmomentum esetén az £ mellékkvantumszam csak egész
értéki lehet, félegész nem, és ugyanez all az L, sajatértékeit megad6d magneses kvantumszamra is,
azaz itt m is csak egész lehet.

Keressiik tehat a 1(r, 0, ¢) sajatfiggvényeket. Mivel lathatolag sem L2, sem L, nem fiigg r-t6l,
a megoldas

(r,6,8) = R(rY" (6, ) (35.20)

alakt, ahol R(r) a radialis koordinata tetszéleges fiiggvénye, Y, (0, ¢) pedig a

1
magkﬁ)yém(ea @) =L(L+1)Y,"(0,0), (35.21)

—i0,Y]" (6, 0) = mY{" (6, 6) (35.22)

—(93y + cot 00 +

egyenletek megoldasa. Foglalkozzunk elébb a mésodikkal, amelyben nincs 0 szerinti derivilas. Ezért
abbdl lathatolag A
Y0, ¢) = FM(B)e™?. (35.23)

Mivel a térben a ¢ és a ¢ + 27 helyek azonosak, a fliggvénynek ezeken a helyeken ugyanazt az
érteket kell folvennie, amibél 2™ = 1. Ebbdl kovetkezik, hogy most az m csak egész szam
lehet, szemben az altalanos elméletben kapott eredménnyel, amely félegész értékeket is megengedett.
Viszont tudjuk, hogy ha m egész akkor £ is egész kell, hogy legyen.

Valasszunk egy ¢ egész szamot. Tudjuk az altaldanos elméletbsl (lasd. . szakasz), hogy
m = m4 = £ esetén

L. Y/0,6)=0. (35.24)
Ide beirva (35.13)-at és (35.23)-at m = (-lel, és leosztva he!“1?-vel kapjuk, hogy
(99 — Lcot O)FL(0) = 0. (35.25)

Ennek az elsérendii kozonséges differencidlegyenletnek az altalanos megoldésa
Ff(0) = c(sin )", (35.26)
ahol ¢y alkalmasan valasztand6 normalési tényez6. Ebb6l a konstans erejéig egyértelmd

Y/ (6, $) = co(sin 9)4e™? (35.27)

141



15. abra. Az els6 néhany gombfiiggvény
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megoldést kapjuk. Innen pedig a tovabbi, m < £: Y/ 71(0,9),...Y;™(0,¢),...Y, (0, ¢) megolda-
sok az altaldnos elmélet alapjén az L_ operator ismételt alkalmazasaval kaphatok meg. Az Y, (0,¢)
fliggvényeket gombfigguényeknek, vagy gémbi harmonikusoknak szokis nevezni. Megjegyezziik, hogy
ezeket a egyenleteknek az egységgdmb feliiletén négyzetesen integralhat6é megoldésa-
iként is meg lehet kapni. A gombfiiggvények egy konstans erejéig egyértelmiien meghatarozottak.
Az allando abszolut értékét a normélds hatérozza meg. (A gombfiiggvények hasznalatakor figyel-
jiink arra, hogy a néha képzetesnek is valasztott normalasi tényez6t illet6en annak, mint komplex
szamnak az argumentumara tébbféle konvencio is hasznélatos.) A fliggvények a normalas utan egy
ortonormalt rendszert alkotnak, azaz az egységgdmb feliiletére integralva:

2 s
/ / (Y2 (0, 6)) Y;™(6, ¢) sin 0d0dd = Sy Sy (35.28)
0 0

A gdmbfiiggvények rendszere teljes is, azaz tetszdleges, az egységgdmbon értelmezett négyzetesen
integralhato g(6, ¢) fliggvény kifejthets ezek altalaban végtelen sszegeként:

o) l
9(0,8) =D > cmY"(0,0). (35.29)

{=0 m=—¢

A fonti (35.28)) és (35.29) formulédk a komplex Fourier-sor altaldnositasai. A periodikus, azaz az
egységkdron értelmezett fiiggvények helyett itt azonban az egységgdmbon értelmezett fiiggvényekrsl
van szo.

Egy tovabbi tulajdonsdgot még jegyezziink meg: Az m = 0 indexti Y(0) fiiggvények, amelyek
nem fiiggenek ¢-t6l lényegében a cos 6-t6l fiiggs Legendre-polinomok

YO(0) = / 254; L Py(cosh), (35.30)

ahol a Py(z) a [—1,1] intervallumon teljes ortogonalis polinomrendszer Py(1) = 1 valasztéassal. Az
¢ =0,1,2,3,4 indexti gémbfiiggvényeket rendre s,p,d, f, g fliggvényeknek szokis nevezni a spekt-
roszkopiabdl kolesonzott elnevezések miatt.

Az els6 néhany gémbfiiggvény az egyik szokéasos faziskonvencié szerint, ahol a normalasi tényezék
valosak, a kovetkezs:

Y5 (6, ) = \/11?’ (35.31)

Y26, ) = \/% cos®, Y{(0,¢)= _HS% sinfe® Y0, ¢) = Ugiﬂsinﬁe_i‘ﬁ. (35.32)

Az YP(0, ¢) a konstans, tehat gdmbszimmetrikus s fiiggvény, a sorban megadott fiiggvények
pedig a p fiiggvények.

A gémbfiiggvények tovabbi tulajdonsigai, a faziskonvenciok és mas altalanos formulak kvan-
tummechanika illetve matematikai fizika konyvekben taldlhaték meg. Léasd tovabba

http://en.wikipedia.org/wiki/Spherical harmonics
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GOMBFUGGVENYEK
— Az animécién az Y3 (0, ¢) gémbfiiggvénnyel jellemzett stacionarius
o —iet/h {dgiiggest is tartalmazo — allapot idsfiiggését 1at-

— azaz e
hatjuk. Az abra ugy késziilt, hogy a fiiggvény abszolut értékét
felmérjiik a szogek altal meghatérozott iranyba, az igy kialakitott
feliiletet pedig a komplex fliggvényérték fazisszégének szinkddjaval
szinezziik.

P Az abrak a gombfiiggvények haromdimenziés polardiagramjat mu-
‘ [ tatjak. Az abrézolni kivant allapotot az ¢ és m kvantumszamok
| 5 beéllitasaval valaszthatjuk ki.

36. A térbeli paritas

36.1. A paritas definici6ja
A paritas vagy parossig operatora olyan H térben van értelmezve, amelynek elemei egy részecske
allapotat adjak meg a haromdimenzios koordinatatérben. Definialjuk a paritas-operatorat a i (r)
hullamfiiggvények terén a kovetkezSképpen:

(r) = (). (36.1)
Belathaté, hogy II onadjungalt és unitér is egyben, tehat az inverze sajat maga, ami amagy is
egyszeriien latszik a fonti definiciébol.

36.1 Feladat: Bizonyitsuk, hogy 11 énadjungdlt és unitér operdtor.

$(x)

/‘ ’?&‘r’f' 2
A
..'.":'Z';'.

¥(x,y)

$(x)

L7
P
“‘ <, ‘
T e ’ 77
AT T e e
P g l‘ AT
‘.. LTINS

0...'. e a

¥(x,y)

L7

Y W

R
224

16. abra. Példa paros és paratlan fiiggvényre

IT sajatértékei nyilvinvaléan a +1 szamok. A II megfelels sajatfiiggvényei az origéra valéd tiik-
rOzésre nézve a paros illetve a paratlan fiiggvények. A II nyilvan hasonldéan értelmezhets az x
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tengelyen értelmezett egydimenzios hullamfiiggvények terén is. Tekintsiik az IIR operatort a 1 (r)
hullamfiiggvények terén. Egyrészt [IRy(r) = Irip(r) = —ry(—r) = —rlly(r) = —RIIY(r), azaz
ITR = —RII. Tehat
TR = —RII, vagy RII +IIR = 0. (36.2)
Nletve
[IRII = —R. (36.3)

Az ilyen tulajdonsagi operdtort paratlannak neveziink. R mellett a P impulzusoperator is parat-
lan, ami tulajdonképpen azt jelenti, hogy koordinatarendszer-kézéppontjara vald tiikrozésekor az
impulzus — csakigy mint a koordinata — elGjelet valt.

36.2 Feladat: Bizonyitsuk, hogy az impulzus P operdtora pdratlan.

Azokat az itt altalaban K-val jelolt operatorokat viszont, amelyek folcserélhetsk Il-vel, azaz

(36.2)-vel szemben a

K =KII, vagy KI-TIK=0 (36.4)

Osszefliggésnek tesznek eleget, a tértiikrozésre nézve paros operatornak nevezziik. Paros operétor
nyilvanvaléan egy pératlan operator négyzete. Tehat péaros példaul a kinetikus energia operatora,
mert P2-el aranyos, de paros egy centrélis erétér esetén a teljes Hamilton-operdtor mert az |R|
operator, amitsl centralis erdtérben a potencidlis energia fiigeg szintén péaros. Ekkor, mint tudjuk
a H-nak és II-nek van kozos sajatvektorrendszere, azaz H sajatvektorai kézott vannak parosak és
péaratlanok. Megjegyezziik, hogy H-nak ett6l fiiggetleniil lehetnek olyan sajatvektorai is, amelyek
sem nem parosak sem nem paratlanok!

36.2. Kapcsolat a palyaimpulzusmomentummal
Elészor is tekintsiik a palyaimpulzusmomentum

L=RxP (36.5)

operatorat. Ez a fontiek szerint paros IIL = LII, mert tiikrozéskor mind R, mind P el§jelet valt.
Ezért is nevezziik L-et pszeudovektornak, vagy axidlis vektornak, mert a "kdzonséges", masnéven
poldris vektorok elGjelet valtanak tiikrozéskor. L viszont tiikrozéskor nem valt el§jelet, L csak a
forgatésokkal szemben viselkedik vektorként (lasd abra). L mindharom komponense péros.

L= A L= RxP

17. 4bra. Az L pszeudovektorként viselkedik

Tekintsiik most a palyaimpulzusmomentum sajatfiiggvényeit, amelyek alakja

R(r)Y,™(0, ), (36.6)
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ahol R(r) tetszéleges, csak r = |r|-t6l fiiggs fiiggvény Y, (0, ¢) pedig egy gémbfiiggvény. Vilagos,
hogy IIR(r) = R(r), mert a helyvektor hossza r = |r| nem valtozik tiikrozéskor, tehat a fonti
fiiggvény R(r) radialis része paros. Most megmutatjuk, hogy a szogektdl fiiggs rész is hatarozott
paritasu, azaz a II-nek sajatfliggvénye. Tiikrozziik ehhez az r vektort az origora, és nézziik meg mi
torténik a poléar- illetve az azimutszoggel. Belathato geometriai okoskodéssal (lasd a abran),

(b) ()

18. abra. A polar- illetve az azimutszég valtozasa az r vektor origéra valo tiikrozésekor. A valtozas
a (b) dbran az r—z sikra meréleges iranybol nézve, a (c)-n pedig a z tengely irdnyabol nézve lathato.

vagy a kifejezésében végrehajtott helyettesitéssel algebrai tton, hogy az r — —r transzfor-
méciénak a

0—m—0, p—oQ+m (36.7)
transzforméci6 felel meg. Tekintsiik most egy adott ¢ esetén a legnagyobb m-hez, azaz az m = /-
hez tarozo Y/ (0, ¢) = sin® 0 e¢ gombfiiggvényt (a normalasi tényez6 itt nem jatszik szerepet) és
hajtsuk végre a fonti helyettesitéseket a szogekben:

IIsin’ 0™ = sin’(r — 0)e™P+™ = (1)’ sin’ e’ (36.8)

Azaz a fliggvény paros vagy paratlan attol fiigg6en, hogy ¢ paros vagy paratlan. Tekintsiik most a
IIL_ operatort, ahol L_ a lefelé 1éptets operator. Mivel L_ az L vektor komponenseinek dsszege
(L- = L — iL,) ezért maga is paros:

L = L_1I, (36.9)

amirdl kozvetlentil is meggy6zGdhetiink, ha a (35.14)-en végrehajtjuk a (36.7) transzforméciot. Ez
igaz L_ minden k-adik hatvanyéara is, s igy L’in(G,gb) = Yf*k(G,gb) is (—1)¢ paritasn. Kicsit
részletesebben, legyen Y;™(0,¢) = clmLeijf(H,gb), ahol a ¢, szamok az L_ operator (£ — m)-
szeres alkalmazasa soran follepd, a (33.38)) Osszefiiggésbdl meghatarozhat6, a normélast biztosito
szamok szorzatai. Eszerint
IY{™ (8, ¢) = cunIILE ™Y/ (6, 9) = e LMY/ (6, ) =
= (=) am LE"Y (0, 6) = (=1)Y(0, 9). (36.10)
Tehat m-t6l fiiggetleniil
y;"(0,¢) = (-=1)Y/"(0, ), (36.11)

azaz a paritast az ¢ mellékkvantumszam paritdsa hatarozza meg.
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36.83 Feladat: Szdmitsuk ki L és R komponenseinek kommutdtordt.

36.4 Feladat: Szamitsuk ki L és P komponenseinek kommutdtordt.

36.5 Feladat: A fenti két feladat alapjin indokoljuk meg, hogy R és P miért vektoroperdtorok. Ad-
Jjunk példdt skaldar operdtorra.

37. Centralis er6tér sajatértékproblémaja, a radialis egyenlet
Centralis erétérben a Hamilton-operétor:

P2
H=—+V(R)). 37.1
o +V(R]) (37.1)
Itt a tovabbiakban az |R| = R, |P| = P jelolést hasznéljuk.
Ennek megfelelGen itt a
P2
—+ V(R = 37.2
5 V) 19) =0 (572)
sajatértékprobléma megoldasat keressiik. Megmutathato, hogy L? és L, is folcserélhets ezzel a
H-val, mert H csak skalaroktol fiigg.

37.1 Feladat: Mutassuk meg, hogy L? és L, is folcserélhetd a fonti Hamilton-operdtorral.

A folcserélhetdség miatt kereshetjiik majd H, L? és L, kozos sajatvektorait.
Most kifejezziik L%-el P2-et.

A Kklasszikus mechanikdban az £ = r x p miatt ldthatéan £2 = r?p? sin® a = 72p?(1 — cos? a) =
r?p? — (r-p)?, ahol a az r és p altal bezart, altalaban idében valtozo szdg, (r-p) pedig a két
haromdimenziés vektor kozonséges skalaris szorzatat jelzi. Eszerint klasszikusan

2

P = (e P/t L = g L2, (373)

A kvantummechanikdban viszont, mivel R és P komponensei nem cserélhetSk fol, egy A nagysag-
rendd korrekcios tag is f6llép, a megfelel§ operatorok kozott az

L’= (R xP)?=R*P? - (R-P)?+iiR-P (37.4)

Osszefiigges adodik. Ennek belatasashoz vegyiik figyelembe, hogy L? = L; L; = (€5 X; P ) (€i1n X1 Pn),
ahol a kétszer el6fordulod indexekre dsszegezni kell. Kihasznélva tovabbd az €;j1.€n = 0j10kn — 0jndk
Osszefiiggést, kapjuk, hogy

LiLi = X;PuX; Py — X;PoXuPj = X;(X; Py — ihd ;) Po—
X, (X, Py — 3P, —
= X;X; PPy, — il X Pe — X; X Py Py + 3ihiX,; P; =
= X;X; PPy + 2ihX; Py — X; (P X, + ilids,) Py =
= X;X;PuPys — X;P;X,Py + iliX; P;.
S ez éppen a egyenl6ség koordinatakkal folirva. (37.4)-bdl

1 , 1
P2 = RZ [(R-P)*—ihR-P] + @LQ. (37.5)
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Attériink koordinatareprezenticioha R — r, P — —ihV és gombi koordinatakra: r = e,r, P =
—ihV = —ih(éT% +é9%% —i—éwrsiﬁa%). Ebb6l R-P = —ihr%. A P2 koordindtareprezentacioban
gémbi koordinatakban igy

1 0\? 0 1
2 . 2 2 _
Pr=0 (‘Z’:“"a?) " a] ~ et =
92 20 1

alakt. Mindez természetes megvilagitasba helyezi azt a korabbi (35.17) eredményiinket is, hogy az
impulzusnyomaték négyzetének operédtora koordinatareprezentacioban és gémbi koordinatakban (a
—h? faktortél eltekintve) éppen a Laplace-operator szogektdl fiiggs részével egyezik meg. Ugyanis
egyrészt P — —ihV miatt P2 = —A%A, méasrészt szerint a P? radialis része a szogletes
zérojelben talalhaté operator, az %LQ—ben tehét a Laplace szogektol fliggs részének kell szerepelnie,
s ugyanez lathato a koordinatareprezentaciéban kiirt alakbol is.

37.2 Feladat: Bizonyitsuk be, hogy —EQ(% + %0—87) = (—iﬁ%%T)Q = [%(%P + P%)]2 = P2
37.8 Feladat: A P, operdtor énadjungdlt, amit bizonyitsunk koordindtareprezentdcidban is.

A (BT eayenlet
2
— 2 AY(E) + V() = (1) (37.7)

koordinatareprezentacios alakjat gombi koordinatakban fogjuk megoldani. Szeparaljuk a radialis és
a sz0gektdl fiiggs részt a

—h2 [ 9? 0
[ <82 + 2) W gy V()| 0, 6,0) = (1, 6,0) (37.8)

2m ror

sajatérték-egyenletben a

vlr,0.) = ROV 0,) = “Dyi0,0) (579)

foltevéssel. Az R(r) fiiggvényre kaphato

32 2
{ e ( * 20 ) R(r) + 12 VR 4 vRe) = R (37.10)

or2 " ror m 72
egyenletet radidlis egyenletnek nevezzik, ebbdl nyerjik az u(r) = rR(r)-re vonatkozo

B du B2 00+ 1)

omdr?  2m 12

u(r) + V(r)u(r) = eu(r) (37.11)

kézonséges differencidlegyenletet, amelyet szintén szokas radialis egyenletnek nevezni.

37.4 Feladat: Mutassuk meg, hogy u(r)-re valdban a fonti (37.11) differencidlegyenlet adddik.

Ennek alakja az u(r) fliggvényre olyan, mint egy egydimenzios problémara vonatkozo energiasajatérték-

egyenlet, csak a valodi potencial helyett a V(r) + %W%l) effektiv potencial szerepel benne. A
%e(gl) neve centrifugdlis potencidl, ez analég a klasszikus mechanikdban is megjelens £2/2mr?

potenciallal.
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38. A radialis egyenlet megoldasainak aszimptotikus viselkedése

38.1. Aszimptotikus viselkedés r — oo esetén

Ha V(o0) — 0, akkor r — oo esetén a potencialis energia tagot és a centrifugalis energiat elhagy-
hatjuk, s igy a

K d?u
egyenletet kapjuk. Ezt
v 2m

alakba irva, folismerjiik, hogy ez egy ismert differencidlegyenlet, amelynek megoldasai sinkr és
cos kr, ha %‘E = k? értéke pozitiv. Mivel ezek a fiiggvények nem négyzetesen integralhatoak, ezért
ezek az € > 0 energidhoz tartozd megoldasok az ugynevezett szdordsi dllapotok (lasd ?7. felejet)
lefrasara alkalmasak. Ugyanez a helyzet, ha € = 0, mert a megoldas ekkor lineéris fliggvény, amely
szintén nem négyzetesen integralhato.

Kotott dllapotnak nevezett, négyzetesen integralhatd megoldasokat csak akkor kapunk, ha e < 0.
Ekkor a 5

0< —h—?e =: K2

jelolést szokas alkalmazni. A fonti (38.2]) egyenlet két alkalmas linearisan fiiggetlen megoldésa ekkor
e és e amelyek koziil a k > 0 miatt csak az utobbi négyzetesen integralhaté. A hullamfiiggvény
aszimptotikus viselkedése a oco-ben, kotott allapotok esetén tehat

(38.3)

u(r — oo) ~ e " (38.4)

38.2. Aszimptotikus viselkedés a 0 kornyezetében

Tegyiik fol, hogy a V(r) potencialis energia az r = 0 kozeléeben véges marad, vagy ha oo-hez is
tart, az nem gyorsabb, mint ahogyan 1/7? tart a co-be a 0 kériil. Ez utobbi osztalyba tartozik a
Coulomb-tipust potenciél, amely az origoban 1/r rendben divergél, de lassabban mint 1/r%. Ekkor
a radidlis egyenletben a 0 koriil a potencidlis energiat elhagyhatjuk a centrifugélis energia
tag mellett, és ugyancsak elhagyhatjuk az cu tagot is. Igy a

d>u (0 +1)

g =0 (38.5)

mésodrendti linearis egyenletet kapjuk, amelynek két megoldasa ! és 1/r¢.

38.1 Feladat: Keressiik a (m eqyenlet megolddsdt r* alakban.
38.2 Feladat: Bizonyitsuk be, hogy 1/r’, ha ¢ # 0, akkor nem négyzetesen integrdlhaté a (0, 00)
intervallumon.

Az 1/r% alakt megoldas azonban a 0 koriili viselkedése miatt nem lesz négyzetesen integralhato,
kivéve az ¢ = 0 esetet.

De ez utobbi sem engedhetd meg, mert ekkor a 0 kozelében R(r) = @ ~ 1 lenne amelyre
alkalmazva a kinetikus energidban szerepld A-t az eredmény a d(r) Dirac-deltaval lenne arényos
Gi. Al = —4n(r) (amint az pl. az elektrosztatikabol ismert, hiszen ez egy pontszerd tdltés &(r)
strtiségéhez tartozd ismert 4—71W potencialt adja a Poisson-egyenletnek megfelelgen). A kinetikus
energiabdl ily modon adodo 6(r)-nek megfeleld szingularitast csak a potencidlis energia kompen-
zélhatna a sajatérték-egyenletben, abban az esetben, ha az is hasonléan szinguléris lenne, azaz a
V(r) ~ 6(r) esetben. De kikotottiik, hogy a potenciélis energia 1/r2-nél kevésbé szingularis a 0
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koriil, tehat ilyen esetben az R(r) = 1/r sem johet szoba. Azaz az u fiiggvényre a 0 koriil a fontebb
elsirt viselkedést potencial esetén csak a nemszingularis r*1-el aranyos viselkedés lehet jo. Tehat

u(r = 0) ~ 7 (38.6)
amibdl az is latszik, hogy nulla koriil a hullamfiiggvény radialis része
R(r) = u(r)/r ~ 1", (38.7)

azaz nulldhoz tart, ha ¢ # 0, és véges ha ¢ = 0.
Meég folirjuk a teljes radialis egyenletet kotott allapotok keresése esetén a font bevezetett x-val:
d>u (L4 1) 2m 2m 9
Itt célszert bevezetni a xkr = p dimenziétlan valtozdt, amellyel az u-ra vonatkozd egyenlet azon
alakja, amelyet kotott allapotok, tehat e < 0 esetén hasznélunk:

( > U+1) V(e/w) 1) u(o) = 0, (38.9)

de> o B

ahol a fontiek szerint u(o — 0) ~ o' és u(p — o0) ~ e7C.

Ezt a radialis egyenletet gyakran hasznéljak az atomfizikiban, azonban a megoldésa zart, ana-
litikus alakban csak néhany speciélis alaka V(r) potencidlis energia esetén lehetséges. Megoldasara
ezért altalaban numerikus modszereket alkalmaznak. Viszont az egyik legalapvetébb potencialis
energia, a Coulomb-féle 1/r-el aranyos potencial esetén a megoldasokat analitikusan, elemi fiiggvé-
nyek segitségével is meg lehet hatarozni. Ezzel a nagyon fontos esetttel foglalkozunk a kévetkezd
szakaszban.

39. Vonzb Coulomb-potencial sajatértékproblémaja, kotott allapo-
tok

Vonzo Coulomb-erd esetén a potencialis energia:

Vir)=—2, (39.1)

,
ahol v > 0. Ilyen a potencidlis energidja a hidrogénatomban (H-atom) a proton terében mozgo

elektronnak, ahol v = 47360 g3 =: €3, ahol g az elemi tdltést jelenti. Az tigynevezett hidrogénszert

ionok esetén, amelyek magjaban Z szamu proton tart kotve egyetlen elektront: v = 477160 Z¢*. A

hidrogénszert ionokra példa az egyszer ionizalt hélium: He™ (Z = 2), a kétszer ionizalt Lit™
(Z = 3), stb. A megoldando sajatérték-egyenlet ebben az esetben

<§z - g) [¥) =¢ly). (39.2)

A kotott allapotokra, tehat az el6z6 szakasz eredménye szerint a negativ e-okra szoritkozunk. At-
térve koordinatareprezentaciora és gdmbi koordindtakra, az el6z6 szakasz szerint, a ¢/ energiasajat-
fliggvényt a

b(r.0,6) = R@Y(0.6) = “y(o, 9) (30.3)

alakban kereshetjiik, ahol a
——T=Kr=p (39.4)
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jeloléssel most az u(p)-ra vonatkozd

> +1) 2myl B
<d92 T + P 1) u(p) =0 (39.5)

egyenletet kell megoldanunk. Vezessiik be a

2myy
=7 39.6
00 = ~5 - (39.6)
djabb dimenzidtlan valtozot, ekkor az egyenlet
2 Ll+1) oo
— — — -1 =0 39.7
(5~ 22 1) (39.7)
alakt. A megoldast az el6z6 szakaszban vizsgalt aszimptotikus viselkedés alapjan az
u(o) = "l w(g)e™? (39.8)

alakban keressiik, ahol a ot

tényezd biztositja a helyes aszimptotikus alakot a 0 koriil, az e™¢
faktor a oo koriil, a w(p) keresendd fiiggvény pedig azt, hogy az u(p) fonti alakja az egyenlet pontos
megoldésa legyen. Behelyettesitve u ezen (39.8) alakjat a (39.7) egyenletbe, w-re a kovetkezs

differencidlegyenletet kapjuk:

: dw

w
+2(0+1—
( 0) lo

Ll + (00 — 2(£ + 1))w = 0. (39.9)

A w(p)-nak ezen kiviil még olyannak is kell lennie, hogy ne rontsa el az formuléval mar el6irt
aszimptotikus alakokat, azaz w(p)-nak a 0 koriil hatvanysorba fejthetének kell lennie (egyébként a
0 koriili viselkedést elrontand), mésrészt a végtelenben csak lassabban néhet mint e?. Keressiik
tehat w(o)-t a

oo
w(o) = axd (39.10)
k=0
alakt hatvanysor formajaban. Beirva ezt a (39.9)) egyenletbe, abbol a fsltetelbsl, hogy w megoldas
minden p-ra, a sor egyiitthatoira egy rekurziés formula adédik:

" B 2(k—|—€+1)—goa
Tk D)(k+20+2)

(39.11)

Most megmutatjuk, hogy amennyiben a Osszeg, azaz a sor, végtelen lenne, a rekurzios
formulabol az kivetkeznék, hogy az u(p) aszimptotikus alakja elromlana, abban az értelemben, hogy
u(p — 00) ~ €72 helyett u(p — o0) ~ €2 allna fonn, azaz a fiiggvénytink nem lenne négyzetesen
integralhaté. Valoban, nagy k-ra (k> ¢, go) a fonti sor egyiitthatoi kozott kozelitsleg az ap11 = Zay,
rekurzios formula 4ll fonn, ez utobbi pedig az €@ végtelen soranak tulajdonsiga. Ha tehat a
rekurzios osszefiiggésel adott sor végtelen lenne, akkor az nagy k-k s igy nagy o-k esetén elrontana
az elirt e~ 9 jellegd aszimptotikus viselkedést. Emiatt a sornak végesnek kell maradnia,
azaz létezik egy olyan n,, amelynél a,,. # 0, de ap,+1 = 0, s ekkor —b()’l kovetkezGen az Osszes
n,-nél nagyobb indexi ay is eltlinik, vagyis a sor egy n,-ed foki polinomm4 redukéalédik. Fz ugy
és csak ugy lehetséges, ha jobb oldalén a tort szdmlaléja eltiinik, azaz

00 =2(n, +£+1). (39.12)
A w polinom fokszamét megadd n, szam neve radidlis kvantumszdm. Most vezessiik be az

n:=n,+0+1 (39.13)
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definiciéval a fékvantumszdmot, amely sziikségképpen pozitiv egész szam. Az elnevezés oka, hogy
ez a szam hatarozza meg az energiasajatértékeit. A (39.6) definicio alapjan ugyanis

2myy
Q=75 = 2n,
1 2 _ my1l . __ h*k% _ _'y2mi . 1 2 . 2 ;e
amib6l k£ = Z5'-. Eszerint ¢ = -5~ = — 5> 5 sigyay = Tneo Zq° =: Zej definiciéval, a

Coulomb-potencidlnak megfelels energiasajatértékek a kovetkezdk:

mZQeé 1

fn = 2h% n?’

Ezek a vonzo Coulomb-potencidlhoz tartozo energiasajatértékek tehat diszkrétek (ez a kotott alla-
potokra jellemzd) és igen j6 kozelitéssel visszaadjak a H-atom spektruménak (Z = 1) kisérletileg
talalt els6dleges szerkezetét, a Lyman-, Balmer-, stb sorozatokat. Az eredmény megegyezik a Bohr-
modellbél kaphaté formulaval, am a Bohr-modell csak erre az esetre, azaz a Coulomb-potencialra jo,
a kvantummechanikai eljaras viszont altalanosan mindenfajta potencial esetén helyes eredményt ad.
Megjegyezziik, hogy az energiasajatértékek fonti diszkrét spektrumat a hatarfoltételek teljesitésének
kovetelménye alapjan kaptuk meg.

40. A hidrogénatom els6dleges spektruma

Az el6z6 szakaszban kapott eredmény a Z = 1 esetben megadja a H-atom spektruménak els§dleges

szerkezetét. A kiilonféle finomitasokrol alabb esik szd. Az Z%D energiaértéket — amely 2,2x 10718 J,
illetve 13,6 eV — nevezik 1 Rydbergnek. A H-atom kotétt stacionérius allapotainak energiai tehat

— Ry (40.1)

értékiek, ahol n a f6kvantumszam. Az el6z6 szakasz eredményébdl kovetkezéen n = n, + £ 4 1,
ahol n, egy polinom fokszama, tehat egy nemnegativ egész, masrészt tudjuk, hogy, £ a mellékkvan-
tumszam is nemnegativ egész £ = 0,1,2.... Ebbd6l kovetkezik, hogy n lehetséges értékei a pozitiv
egész szamok. A legmélyebb energiaja allapot, vagy masnéven alapallapot energidja —1 Ry, ahhoz
az allapothoz képest amikor az elektront a magtél a végtelenbe a 0 potenciala helyre tavolitjuk,
gy, hogy ott a kinetikus energidja is még nulla marad. Minimalisan tehat 1 Ry energia kell ahhoz,
hogy az elektront elszakitsuk a protontél, azaz 1 Ry a H-atom ioniziciés energidja. n novelésével a
gerjesztett allapotok energidit kapjuk, amelyek gyorsan kozelednek a 0 energidhoz, azaz az ionizalt
allapot felé.
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Coulomb potencial

—15}
[eV]

19. abra. A H-atom stacionarius allapotainak energiéi

Megjegyezziik, hogy a spektrumnak van folytonos része is, ugyanis minden € > 0 pozitiv sa-
jatértékhez is tartoznak sajatallapotai a probléma —ben megadott H Hamilton-operatoranak.
Ezeket szokas szorasi, vagyis nem kotott sajatallapotoknak nevezni (lasd ?7. felejet). Ezek irjak
le azt a szitudciot, amikor egy részecske, pl. elektron, a végtelenbél érkezve szérddik egy centrum
pl. atommag altal létrehozott potencidlon, majd ismét a végtelenbe tavozik valamilyen irdnyban.
A kvantummechanika segitségével ki lehet szamitani, hogy milyen iranyba mekkora amplitadoval,
illetve valosziniiséggel szorodik a részecske. A szoérasi allapotok, illetve az azoknak megfelel6 hul-
lamfliggvények meghatarozésaval azonban itt nem foglalkozunk.

Az el6z6 szakaszban a kotott allapotokhoz tartozo energiasajatértékek mellett valojaban a sa-
jatvektorokat, illetve mivel koordinatareprezenticiét hasznaltunk, a sajatfiiggvényeket is megadtuk.
A radialis egyenletnek adott n esetén n linedrisan fiiggetlen megoldasa van, mivel adott n esetén az
n =n, + £+ 1 egyenlség miatt azn, =0, L=n—-1; n, =1, f=n—2;... np,=n—-1, £ =0;
értékeknek mas-mas polinom felel meg. Ezeket rendszerint az n és az ¢ értékével indexelik, s igy
a sajatfiiggvények radidlis része az el6z6ek szerint adott n esetén az n szama Re(r) = upe(kr)/r
fiiggvény. Mivel o

Rog(r) = “meltr) _ (81) . w, (Kr)e ", (40.2)

r T

ahol wy,, (kr) egy n,-ed foku polinom, az R,¢(r) fliggvény egy n, + £ =n — 1 fokszamu polinom és
az e " fliggvény szorzata.
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20. 4bra. Az 4brak az elektron magtol mért tavolsaganak valoszintségi strtiségét mutatjak az egyes
allapotokban. (r2|R(r)]?)

A szogektdl fiiggs részt is figyelembe véve, a sajatfiiggvények alakja

unf(ﬁ"r)

Ynem (Ta 0, 90) = T}/Km(ev 90)' (403>

Adott n esetén igy a linedrisan fiiggetlen, s6t ortogonilis sajatfiiggvények szama, az adott £
értékhez tartoz6 2¢ + 1 szamu lehetséges m értéket, azaz kiilonboz6 gombfiliggvényt is figyelembe

véve:
n—1

> @0+ 1)=n (40.4)
£=0
Az n fékvantumszamhoz tartozo eneriasajatérték ezek szerint n’-szeresen elfajult. Valojaban azon-
ban — mint tudjuk — az elektronnak van még egy belsé szabadsagi foka, a sajatimpulzusnyomatéka,
mésnéven a spinje , amelyre j =: s = 1/2. A megfelel6 mégneses spinkvantumszam mg két értéket
vehet £l +-1/2, és ez a két allapot is ortogonélis. Emiatt az elfajulas valojaban 2n2-szeres. Méskép-
pen ez azt jelenti, hogy a H, L2, L., S, itt egy CSCO-t alkot. Az ezeknek megfelels kvantumszamok,
amelyek az allapotot mar egyértelmien megadjik: n, £, m, ms.
A sajatfliggvény radidlis részében szerepl§ ¢ = kr valtozéban a x értékét a fontiek

4 2
figyelembe vételével beirva, a Z = 1 esetén k,, = \/—271—’;1 = 277’;”;;20 % = W;;O% a

17
=—— 40.5
0= (40.5)
kifejezést kapjuk, ahol az
h2
ap = — (40.6)
meg
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hossztsag dimenzidju mennyiség neve a Bohr-sugar. Az energiasajatértékeket ezzel kifejezve az

2
ej 1

=——— 40.7
en 2ag n? (407)

eredmény adodik, melynek egy tovabbi félirasi médja:

2
me” 51
ahol mc? az elektron nyugalmi energiaja és
2 1 ¢ 1

aod_ L2 40.9)

" he  Ameghe 137,04

(itt ¢ az elektron toltése Coulombban mérve) egy dimenzidtlan szam, amelyet Sommerfeld vezetett
be és finomstruktira dllanddnak nevezziik. Az elnevezés arra utal, hogy a H-atom energiaszintjeinek
finomabb szerkezetét, amely elsGsorban relativisztikus eredetii korrekcidkat tartalmaz az elsédleges
szerkezethez képest, az o dlland6 hatarozza meg. Errél alabb még szolunk.

Az energiagpektrumnak és a sajatfiiggvényeknek a font latott médszerrel térténs meghatarozasa
Schrodinger nevéhez fizédik (1926). A torténeti hiség kedvéeért viszont jegyezziik meg, hogy a
spektrumot ugyanebben az évben de néhany hénappal kordbban W. Pauli is megkapta egy ahhoz
hasonlo, de anndl bonyolultabb algebrai modszerrel, ahogyan az impulzusmomentum 33 szakaszban
targyalt altalanos elméletében a J? és a J, sajatértékeit és kozos sajatvektorait meghataroztuk.

A sajatfiiggvények explicit alakjat megtalalhatjuk szamos kényvben vagy az interneten pl. az
alabbi cimen

http://panda.unm.edu/courses/finley /P262/Hydrogen / WaveFcns.html
Itt csak az alapallapot normdlt hullamfiiggvényét adjuk meg, melynek alakja

1/ 1\%?
7/}100(739,??)):\/77(@0) e/, (40.10)

Ez egy gombszimmetrikus allapot, azaz nem fiigg a 6, ¢ szégekt6l. Adott n, /¢ szamparokhoz
tartozd e, allapotok egyiittesét héjaknak, a mellékkvantumszam értéke szerint pedig az £ =
0,1,2,3 értékeknek megfelel§ hullamfiiggvényeket rendre az s, p, d, f pdlydknak szokis nevezni.
Egy masfajta terminologia szerint az n = 1 allapot neve K héj, az n =2 az L héj, n = 3 az M héj.
Az egyes palyak térbeli strukturajat viszonylag jol szemléltetik a

http://www.orbitals.com /orb/orbtable.htm

cimen megtekinthet§ abrak, ahol a piros szin a fliggvény pozitiv a kék a negativ értékét jelzi. Az
egyes allapotokat, palyakat a f6kvantumszam és a mellékkvantumszam megadasaval jeloljik, az n
értékét a megfelel§ szammal, £ értékét pedig a jelzett konvencié szerinti bettivel. Az alapallapot jele
teh

at az 1s, az els gerjesztett allapotok a 2s, és 2p palydk, ezutan kovetkeznek a 3s, 3p, 3d palyak,
stb. Az eddig hasznélt modellben (Coulomb-potencidl) az energia csak az n értékétsl fiigg, a
kiilénb6z6 ¢-hez tartozd allapotok azonos energiajuak.

HIDROGENATOM STACIONARIUS ALLAPOTAI

Hidrogén atom stacionarius allapotai

zzzzzzzz

,,,,,

Az abra az elektron megtalélasi valoszintiségi stirtiségfiiggve-
nyének nivéfeliileteit mutatja a hidrogénatom valamely staci-
nérius allapotdban. Az allapotot az n, I, m kvantumszamok
beallitasaval valaszthatjuk ki.
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21. 4bra. Az elektron megtalalasi valdszintiségi stirdségfiiggvényének nivofeliletei a hidrogénatom

n = 3 f6kvantumszamhoz tartozé stacinarius allapotaiban
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A fontiekben mar utaltunk ra, hogy a Coulomb-potencialhoz tartozd Hamilton-operator
a valédi hidrogénatomhoz tartozé Hamilton-operatornak csak egy jo kozelitése, az ebbdl fontebb
szamitott spektrumot nevezziik a H-atom elsGdleges szerkezetének. Valdjiban azonban a
altal nem tartalmazott tovabbi kélcsonhatasok miatt a H-atom tényleges spektruma kissé kiilon-
bozik a fonti egyszert eredménytsl. A részletek mell§zésével alabb roviden folsoroljuk a megfelels
korrekcidkat.

1. A H-atom valdjaban egy kéttest probléma, a proton témege szigortian véve nem végtelen.
Viszonylag egyszertien megmutathaté, hogy a klasszikus mechanikahoz hasonléan a tomegkozéppont
mozgasa és a relativ mozgas szétvalaszthatok. A fonti eredményeket ez annyiban befolyasolja, hogy
az elektron m tomege helyett mindeniitt az m, = Jlnf;r’;p redukalt tomeget kell haszndlni, ahol m,,
a proton tomege. Mivel m, sokkal (1837-szer) nagyobb az elektron tomegénél, ez lényegében alig
okoz szamszerd véaltozast az eredményekben.

M= m+mp mp

R= Mpk, +m r

22. dbra. A tomegkozépponti koordinatak bevezetése

2. Relativisztikus korrekciok. Ezek az els6dleges szerkezetre kapott 1Ry nagysign energidknél
a? ~ 0,53 x 10 -szer kisebbek, de a degeneraciot részben fololdjik, azaz az elsédkleges energianivok
egy finomabb félbontasban tébb egymashoz kozeli nivora hasadnak f6l. Ezt nevezziik finomszerke-
zetnek. Relativisztikus esetben ugyanis a H Hamilton-operator a spintél is fiigg, és f6llép az dn.
spin-palya kolcsénhatéas. Ilyenkor a Hamilton-operéatorral az elektron palyaimpulzusnyomatéka L és
a spinje S (komponensenként) kiilon-kiilon mar nem cserélhetsk f6l, ezek mar nem mozgaséllandok.
A megmaradé mennyiség ebben az esetben a J = L + S, a teljes impulzusnyomaték operatora. A J?
operdtor h?j(j + 1) sajatértékeiben szerepl j kvantumszamrol ilyenkor megmutathaté, hogy értéke
j=1+1/2illetve j =1 — 1/2 lehet, ez utobbi csak akkor, ha [ # 0. A megfelels allapotot ilyenkor
l;-vel szokas jelolni, ahol az [ helyére az s,p,d stb. bettik valamelyikét frjuk az [ = 0,1,2 stb. pa-
lyaknak megfelelen. A spin-pélya kélcsénhatéds miatt pl. a p/; illetve a ps/o allapotokhoz tartoz6
energiak kiilonb6znek, mert ekkor az energia mar fligg j-t6l. Az energiakiilonbség a 2p3/; és a 2py 9
nivok kozott kb. 10,9 GHz frekvencianak felel meg. A finomszerkezetnek a kisérleti értékekkel meg-
egyezd elméleti leirasa a P. Dirac nevéhez fiz6dd relativisztikus egyenlet alapjan lehetséges, amely
az elektron spinjérdl is elsd elvek alapjan ad szamot. A részleteket illeten az atomfizikai, illetve a
tovabbi kvantummechanikai tanulmanyokra utalunk. Erdemes itt megjegyezni, hogy a finomszerke-
zet elsG elméleti leirasa A. Sommerfeld nevéhez fiiz6dik, aki a helyes magyarazattal szemben végiil
is hibasnak bizonyult értelmezéssel jutott mindazonaltal a kisérletekkel megegyez8 eredményre.
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3. Az ugynevezett Lamb-féle eltolodas, amelyet el6szor W. Lambnak sikeriilt megmérnie 1947-
ben. FEz egy kvantumelektrodinamikai effektus, amit ugyancsak 1947-ben H. Bethe magyarazott
meg els6ként szamitdssal. Az eltolodas az atomot koriilvevs “elektromégneses vakuum” kvantumos
tulajdonsdgainak a kovetkezménye. Ennek kovetkeztében a 2s; /5 és a 2p; /5 allapotok energidja egy
kissé kiilonbozéve valik, annak ellenére, hogy a j = 1/2 értéke a két allapot esetén ugyanaz, s igy
a Dirac-elmélet szerint ezek azonos energidjiaknak adédnak. A Lamb-eltolodas nagysigrendje az
elsédleges szerkezetnél o [Ina| ~ 1,9 x 10~ 5-szor kisebb, az emlitett nivok esetén ez 1,057 GHz.

4. A hiperfinom struktira, amely a mag spinjéhez és az elektron spinjéhez csatoldédd magneses
nyomatékok kolesdnhatasabol ered, és az n > 1 allapotokon a finomstrukturanal kb. 1000-szer ki-
sebb. A hiperfinom kélcsénhatas az n = 1 alapallapotot is folhasitja, ahol ennek mértéke 1420 MHz,
joval nagyobb, mint a gerjesztett allapotok esetén. Az ennek megfelel6 21 cm-es hullamhosszusagi
elektromégneses sugarzas kibocsatasat lehet megfigyelni a vilagtrbeli H-atomokon.

——
_— 3P5/.3Ds5,  3P3j. 3Dsp,
n—3 3D5 3Ds),
3S1/2: 3P1y2 3Py F=2
T =
_n=2 2P, 2P3), F=1
2510, 2P1py 2Py, F=0
251/2 F=1
F=0
.©
o
(O]
[y 8
L
n=1
1S/ F=1
151/ F=0
Bohr Dirac Lamb
ElsGdleges [Inomstruktlra | amp fele Hiperfinom struktura

relativisztikus

S eltolédds
korrekcidk

szerkezet

23. abra. Korrekciok a H-atom spektruméhoz
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Elsédleges szerkezet | finomstruktira Lamb-féle eltol6das
Dirac-egyenlet kvantumelektrodinamika

24. abra. A korrekciok nagysdgrendje n = 2; | = 1 esetében

41. Tobbrészecske rendszerek és azonos részecskék

Egy-egy részecske allapotat a korabbiak szerint egy $ Hilbert-térbeli vektorral adjuk meg. Ha t6bb
kiilénb6z6 részecskénk van, akkor a lefrasra ezen terek tigynevezett tenzori szorzatiat hasznéljuk,
amely maga is egy Hilbert-tér. Ezt a kovetkezGképpen vezetjiik be. Legyen |¢) € $1 és |[¢) €
$2. Tekintsik eldszor a |¢) [¢) alakt rendezett parok halmazat, amelyeket a |p) és |¢) tenzori
szorzatanak neveziink, szokésos erre a |¢) ® |¢) jelolés is. Ezeket az elemeket a $; @ $a-vel jelolt
tenzori szorzattér specidlis elemeinek fogjuk tekinteni. Legyen most |u;) egy ortonormélt bézis
$Hi-ben és |v;) egy ortonormalt bazis $o-ben, és legyen (@) = > a; |us), illetve o) = > bj|v;). A
i j

o) 1) szorzatot a |¢) [¢) = > a;|u;) Y bj|v;) alakba frva és a szorzasokat tagonként elvégezve a

i J
lo) [1) = > abj|u;) |v;) eredményt kapjuk. Ennek alapjan tekinthetjiikk az |u;) |v;) alaka, (vagy
1,
|u;) ® |v;) alakn) rendezett parokat a tenzori szorzattér bazisvektorainak, amely bazisban a |¢) |1))

elem kifejtési egyiitthatoi az a;b; alakt szorzatok.
Egy lineéris tér esetén azonban, a bazisvektorok tetszéleges lineédris kombinaciéjanak a tér ele-
mének kell lennie, tehat az |u;) |v;) Gsszes lehetséges tetszéleges ¢;; (komplex) szamokkal képezett

) = 5" ey fus) o) (41.1)
0.
linearis kombinaciojat, vagy a bonyolultabb irdasmoéddal a [¥) = > ¢;j [ui) ® |vj) elemeket is meg
2
kell engedniink ahhoz, hogy az igy kapott vektorok val6ban lineérijs vektorteret adjanak. Ezért a
kovetkez6kben ezen linearis kombinaciok Osszességét tekintjiik a tenzori szorzattér elemeinek defi-
nici6jaként.

Vildgos azonban, hogy egy ilyen |¥) éaltaldban nem irhato |¢) |¢) alakba, mert ehhez az kellene,
hogy tetszéleges ¢;; szamokhoz taldljunk egy olyan a; és b; szdmsorozatot, hogy a c¢;; = a;b; minden
i-re és j-re teljestiljon, ami altaldban nem lehetséges.

Ha mind $; mind $9 véges dimenzids és a dimenzidszamok n; illetve ngy, akkor a $; ® H2 tenzori
szorzattér nyilvinvaléan n; - no dimenziés. A ¢;; = a;b; alaki folbontas lehetetlensége tetszéleges
cij esetén ebbdl mér kozvetlenill is latszik, hiszen nq - ng szamu foltételt nq + no adattal kellene
kielégiteni.

41.1 Feladat: Legyen 1 és $) is kétdimenzids és legyen ezekben |u;), illetve |v;) bdzis. Tekintsik a
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tenzori szorzattér kévetkezd elemét | V) = c11 |uy) |v1) + cog |ug) |v2).
Mutassuk meg, hogy ha pontosan ez a két egyiitthaté — c11 és coa — nem nulla, akkor nincs olyan |p)
és |v), aminek ez az elem a tenzori szorzata lenne.

A tenzori szorzattér tehat tartalmazza az egyes terek vektorainak tenzori szorzatat, de annal
b&vebb, vannak olyen elemei amelyek nem irhatok szorzat alakba.
A H1 ® Ha-beli belss szorzatot a

D i lua [05) > di lur) o) | = ehdi(ug fur) (v o) = cldi (41.2)

0, k.l 0,9,k 1,

el6irasnak megfelelgen szamitjuk ki.

Meg lehet mutatni, hogy a tenzori szorzattér elemeire adott definicid, illetve a belss szorzat
értéke fiiggetlen a $1-beli és Ho-beli bazisvalasztastol. Ez utdbbi tény arra utal, hogy lehetséges a
tenzori szorzattérnek egy eleve béazisoktol figgetlen, joval elegdnsabb, de emiatt tobb absztrakciot
igényld definicidja. Frre vonatkozdan a matematikai irodalomra utalunk.

A kvantummechanikaban a tenzori szorzattér elemei kozott f6lléps kiillénbozdség jelentds fizikai
kiilonbséget jelent. A |p) [¢) alaku elemeket szorzatallapotoknak nevezziik, azokat pedig amelyek
nem irhaték szorzat alakba, dsszefonddott dllapotoknak.

A tenzori szorzattér altalanos fogalma viszonylag egyszertien megérthets abbol a konkrét pél-
dabol, amikor a két széban forgo tér a p(x1) és 1(x2) négyzetesen integralhaté fiiggvények tere,
amelyek egy-egy részecske x tengely menti elhelyezkedéséhez tartozo valdszintségi amplitudok. A
szorzatéallapotok ekkor a ¢(x1)1(xe) fliggvényszorzatok, mig a teljes tenzori szorzattér elemei az
osszes — mindkét valtozojuk szerint négyzetesen integralhatdo — W(xy,xe) kétvaltozos fiiggvények.
Vilagos, hogy nem minden ilyen kétvaltozos fiiggvény irhatd p(z1)y(z2) alakba, de kifejthets az
egyes terekben értelmezett u;(x) és vj(z2) kiillon-kiilon ortonormalt bazistiiggvények rendszere sze-
rint.

A fonti konstrukeié illetve definicio nyilvanvalo modon kiterjeszthets arra az esetre, ha nem két
hanem t6bb részecskénk van. Ilyenkor az egyiittes allapotok > ¢ i |us) [vj) ... |wy) alaktak, azaz
az egyes részecskék terében valasztott ortonormalt bazisok sz]orzatainak linedarkombinaci6i adjak a
lehetséges allapotokat.

Mindez azonban csak abban az esetben érvényes, ha a széban forgo részecskék kiilonbozéek, ami
azt jelenti, hogy valamely bels§ tulajdonsiguk szempontjabdl kiillonboznek. Példaul egy elektron
és egy pozitron kiilénbdzik a toltésében, egy elektron és egy miion kiilonb6z6 témegl stb. FEzek
az Gn. megkiildnboztethetd részecskék. Megkiiloboztethetd részecskék egyiities dllapottere a megfeleld
egyrészecske terek tenzori szorzata.

A kvantummechanikaban azonban vannak megkiilonbéztethetelen részecskék is. Jelenlegi isme-
retink szerint pl. két elektron, vagy két foton semmilyen médon nem kiilénboztethetd meg. Megje-
gyezziik, hogy ez a tulajdonsag nem azonnal nyilvanvald egy-egy 1 részecske folfedezésénél. Eleinte
gy gondoltak, hogy a tdbb kiilonboz§ folyamatban is keletkez6 neutrindk is azonosak. Késgbb ki-
deriilt, hogy ez nem igy van, a neutriné kiilonbézik az antineutrinétol, illetve léteznek tigynevezett
p-neutrindk és elektron-neutrindk. A proton, a neutron és mas erds kolcsonhatdsban részt veve
részecskék belss szerkezetét u (up) és d (down) és tovabbi kvarkok mint Gsszetevék segitségével le-
het megmagyarazni. A tovabbiakban vilagossa valt, hogy az u kvarkok sem mind azonosak, hanem
a szintoltésnek nevezett tulajdonsigban kiilonbdznek egymastol. Az aldbbiakban tehat a minden
tekintetben azonos részecskékre vonatkozd meggondolasokat tesziink.

A megkiilonboztethetetlenség miatt egy érdekes probléma meriil f6l. Ennek megvilagitasara
tekintsiink példaként két azonos részecskét és egy olyan kisérletet ahol ezek a laboratériumban
szorodnak egymason. Legyen a két részecske allapota kezdetben [1:p.;2: —p.), ahol |p.) egy Z
irdnyba halad6 de Broglie-hullam. Egy pontosabb leirdsnal lehet ez egy normélhat6 hulldmcsomag
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allapot is, amelyben (P) = p,. Tegyiik 6], hogy a szor6dés utén az egyes részecskéket a tomegkozép-
pontbél nézve az n illetve a —n egységvektorokkal jelzett irdnyban detektéljuk.

D1 D1

Felfelé mutatéd
spin

Felfelé mutaté
spin

Elektron Elektron Elektron Elektron

| @ ® @o— ~—@
Felfelé mutaté Felfelé mutatd Felfelé mutaté Felfelé mutaté
spin spin spin o spin

Felfelé mutaté
spin

Felfelé mutatd
spin

D2 A) D2 B)

25. dbra. Azonos részecskék szorodasa egymason

A folyamat kétféleképpen is végbemehet. Az egyik lehetdség szerint az 1. részecske szérodik az
n irdnyba és a 2. a —in iranyba. A maésik szerint pedig az 1. részecske szorodik a —i irdnyba és a
2. az n iranyba. Igy a kivetkezs kétfajta dtmenet lehetséges:

1:p52:—p.) — [1:pn;2: —pn), (41.3)

vagy
1:p;2:—p) — |1 —pp;2:pp) . (41.4)

Ez a két végallapot altalanos értelemben még ortogonalis is egymésra. Ha a részecskék megkiilon-
boztethetsk, akkor meg lehet mondani, hogy melyik a végallapot. Ha viszont a részecskék megkii-
l6nbdéztethetetlenek, akkor nem tudjuk megmondani, hogy melyik kévetkezett be, mert az eddigiek
alapjan a kett§ koziil akarmelyik is lehet, s6t az is lehet, hogy az igazi végéllapot a ketts linearis
kombinaci6ja:

Wr(1,2) =ci|l:pp;2:—pn) +c2|l:—pn;2:pp). (41.5)
Itt tehat egy fizikai eredményhez (nevezetesen, hogy egy részecske érkezik az n iranyban elhelyezett
detektorba és egy a —n irdnyban talalhatoba) végtelen sok kiilonbo6zé allapotvektor is rendelhe-
t6. Ezt egyfajta degeneracionak szokas tekinteni, és ezt nevezziik kicserélddési degenerdcionak. Ez
azonban fizikai szempontbol nem kielégits. Egyszeriien meg lehet ugyanis mutatni, hogy a fonti,
meghatarozott fizikai szituacidhoz tartozé allapoton végrehajtott kvantumos mérési eredmény va-
loszintsége fligg az egyiitthaték vilasztasatol. Mas szoval, egy meghatarozott fizikai szituaciéban a
mérési eredmény valdészintisége nincs egyértelmtien meghatéarozva.

Arra a kovetkeztetésre jutunk tehat, hogy a képlettel leirt példdban az egylitthatoknak
egyértelmten meghatarozottnak kell lenniiik. Ezek megvalasztdsdra nézve pedig a természet va-
lasza a kovetkezs. Az egyértelmi és helyes eredményt bizonyos részecskéknél akkor kapjuk, ha
a |¥(1,2)) allapot szimmetrikus a részecskék folcserélésével szemben, mig a részecskék egy masik
osztélya esetén a helyes allapot antiszimmetrikus. Szimmetrikusnak neveziink egy kétrészecske 4l-
lapotot, ha a részcskék cseréje esetén az allapotvektor 6nmagaba megy 4t, antiszimmetrikusnak
akkor, ha az allapotvektor elGjelet valt. El6rebocsatjuk az eredményt amelyet alabb részletesen is
elemezni fogunk, majd posztulatumként is ki fogunk mondani. Tapasztalati tény a kovetkezs. Ha
a megkiilonboztethetetlen részecskék spinje egész, akkor az allapotuk szimmetrikus, ha a spinjiik
feles, akkor antiszimmetrikus. A fonti példaban igy egész spintd részecskék esetén a c; = cg, feles
spintieknél a ¢c; = —co a helyes vilasztés. Ha az egyes részecskékre vonatkozo &llapotok normaltak,
s ezt megkoveteljiik a |Wf(1,2))-t6] is, akkor tovabba |e1| = |c2| = 1/v/2.
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Altalanosabban is meg fogjuk fogalmazni ezt. Tekintsiink egy allapotot $) ® $-ban, ahol most a
két Hilbert-tér azonos, mivel a részecskék is azonosak. A fontiek szerint ennek egy altalanos eleme
Zij cij lujuj). Vezessiik be a Pa; folcseréls operatort, amelynek hatésa az, hogy a két részecskét
megcseréli, azaz egy konkrét szorzatbdzisban térténd kifejtés esetén a két bazisvektort dtcseréli. Egy
tetszbleges allapotra tehat, amelynek alakja egy alkalmas bazisban

Z Cij ]uzu3> — P21 Z Cij |uzuj> = Z Cij |ujuz> . (41.6)
ij ij ij
Az igy definidlt Py operétort kétszer alkalmazva nyilvan visszakapjuk az eredeti allapotot, ezért
P} =1. A Py emellett 6nadjungalt operator is, mivel az |u;u;) bézison a matrixelemeinek alakja
(‘ui/uj/> ,Pgl \uzu])) = (‘ui/uj/> s ]u]uz>) = 5i’j5j’i7 (41.7)
ami megegyezik a PQT1
(‘uiruj/> ,PQTI ‘UZ’U,J>) = (P21 }uiruj/> y \uzuﬁ) = (‘uj/ui/> y \uzuj)) = 5j’i5i’j (41.8)

métrixelemeivel, s {gy az 6nadjungéltsidg foltétele — a linearitds miatt — ezen baziselemek minden
linearis kombinacidjara, azaz tetszéleges vektorra fonnall. Igy

PJ, = Py. (41.9)
A fonti két tulajdonsaghdl kovetkezik, hogy
P} Py = Py P}, =1, (41.10)

vagyis Po; unitér is.
Vizsgéljuk Py sajatvektorait. Ezekre Py;® = A®. Mivel P4 ® = ® = \2®, lathatolag A = +1.

Azok a sajatvektorok, amelyekre A = 1 a szimmetrikus vektorok, azok pedig amelyekre A = —1 az
antiszimmetrikusak. Vezessiik be az
1 1
S:§(1+P21) és az A= 5(1—P21) (41.11)

szimmetrizalo és antiszimmetrizaloé operatorokat. Ervényesek a kovetkezd allitasok: S és A on-
adjungalt és idempotens operatorok, tehat projekciok. Egymasra ortogondlis alterekre vetitetnek,
mert

SA=AS =0. (41.12)
Tovabba 1
Py S = P21§(1 + P21) =5, (41.13)
illetve 1
Py A= P21§(1 — Pgl) =—A. (4114)

Ezek a $H ® $H szimmetrikus, illetve antiszimmetrikus alterei.
Vegyiink most egy tetszGleges vektort, alkalmazzuk r&4 S-et, akkor ez P»; szimmetrikus sajat-
vektora, illetve A-t amely Po; antiszimmetrikus sajatvektora. Valdéban

P SV =SV, Pri AV = —AVU. (41.15)
Tovabba a két tér direkt dsszege kiadja a teljes teret, mert

S+A=1, (41.16)
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ami mésképpen azt jelenti, hogy tetszéleges kétrészecske allapot egyértelmiien folbonthatéd egy szim-
metrikus és egy antiszimmetrikus allapot Gsszegére:

1 1
U = 5(1+P21)\I/+5(1—P21)\I/:\I/s+\1/a, (4117)
ahol ¥, és U, ortogonalisak egymasra.
Bonyolultabb a helyzet akkor, ha a részecskék N szama t6bb mint 2. Ennek az esetnek a tar-

gyalasdhoz folidézziik a permutaciok fogalméat. N db kiilonb6z6 objektum — az aldbbiakban az elsg
N természetes szdm — kiilonb6z6 lehetséges sorrendekbe valé rendezésést nevezziik permutéacidknak.

Egy permutacié a kovetkezd
1 2 ... N
< ki ko ... kn ) ’ (41.18)

(k1ka..kn), (41.19)

vagy csak egyszerten

ahol (k1ka...kn) az els6 N szam egy mas sorrendben vald folirdsat jelenti. A lehetséges permuté-
ciok szama N! és az egyes permutaciokat « bettivel is fogjuk jeldlni, ahol a valamilyen (k1ks...kn)
permutéciét jelent. Ismeretes, hogy értelmezhetjiik a permutéiciok kompozicidjat vagy szorzatat és,
hogy a permutécidk algebrai értelemben csoportot alkotnak, amelyet szimmetrikus csoportnak ne-
veziink. Minden permutacié megadhatd mint parok folcserélésének, mas néven transzpoziciojanak
egymasutanja, azaz szorzata. Egy permutacié tébbféleképpen is elgéallithatéd transzpoziciok szorza-
taként, de egy adott N esetén minden permutacié két osztalyba sorolhatéd, a péros és a pératlan
permutaciok kozé, azaz beszélhetlink a permutécié paritasarol. A paros permutaciok azok, ame-
lyeket az eredeti (1,2,3,...N) sorozathol a szamok paros szamu folcserélésével érhetiink el, mig
paratlanok azok, amelyeknél ezen folcserélések szama paratlan. Noha a folcserélések szdma, mint
emlitettiik tobbféle is lehet, ezen szdmok paritdsa, azaz péaros vagy paratlan volta egyértelmien
meghatarozott egy adott permutacio esetén. A péros és paratlan permuticiok szdma minden adott
N esetén ugyanannyi: N!/2.

Ilyen m6don minden a permutaciohoz hozzarendelhetiink egy e, = (—1)¢ szamot, ahol ¢ az
(1,2,3,...N) sorrendbdl az adott o permutacio elérésehez sziikséges cserék szama. e, = +1, ha a
permuticié paros és €, = —1 ha pératlan. Rendeljiink hozza ezek utdn minden a permutéciéhoz
egy P, operatort a kovetkez6képpen

o = (klkg . k‘N) — P(klkg...kN) = Pa, (4120)
Plisky.okin) D Cirizevin [Win Wiy i) = D Cirig iy Wiy, Wiy -+ Ui > : (41.21)

Megmutathat6, hogy a P, operatorok unitérek, de nem 6nadjungaltak. Ez utébbi onnan lathato,
hogy két permutécio (pl. két transzpozicio) szorzata nem ugyanaz forditott sorrendben. A transz-
pozicidok 6nadjungaltak, szorzatuk viszont csak akkor, ha félcserélhetsk, s ez utobbi dltaladban nem
all fonn.

Vezessiik be az

1
S= > P (41.22)

és az

1
A= > eaPa (41.23)

operatorokat. Ezekrél viszont megmutathato, hogy dnadjungaltak: ST =S, AT = A és idempoten-
sek, §2 = 8, A%2 = A, tehat projekciok. S és A egymdasra most is ortogonalis, azaz SA = AS = 0,
de 6sszegiik — az N = 2 eset kivételével — nem adja ki az egységet. Az S operator sajatvektorai al-
kotjak a tenzorszozat tér teljesen szimmetrikus alterét, az A operatoré az antiszimmetrikus alteret.
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Vannak azonban olyan — ezekre ortogonélis — alterek, amelyek sem nem szimmetrikusak sem nem
antiszimmetrikusak, kivéve ha csak két részecskérsl van szé.
A permutaciocsoport tulajdonsigai alapjan be lehet 1atni, hogy tetszéleges ag permutacio esetén

PayS =8, PogA = 24, A. (41.24)

Ez utobbi egyenlSségek koziil az els6 szerint barmilyen ¥ allapotra P, SV = SW. Vagyis az S
sajatalterében l1évg allapotban a részecskék tetsz6leges cseréje esetén a vektor nem valtozik, ezért is
nevezzik ezt az alteret szimmetrikusnak. A masodik egyenl@ség szerint pedig, az antiszimmetrikus
altér egy allapotan végrehajtott permutacié nyoman az allapot nem valtozik, ha a permutécié péros,
de elgjelet valt, ha a permutacioé péaratlan, igy specidlisan minden csere is elGjelvaltashoz vezet.

A toébbrészecskerendszerben értelmezett linedris operatorok altalanos alakja B(1,2,...N), ahol
a szamok egyszerden azt jelentik, hogy az operdtor valamilyen médon hat az els§, a masodik stb.
részecske koordinataira (a koordinata szot itt most megfelels altalanos értelemben értjiik). Speci-
alis esetként tekintsiik a Hamilton-operatort. Ha a részecskék azonosak, akkor a H operdtor nem
valtozhat, ha barmely két részecskét egymassal folcseréliink, s igy akkor sem, ha azok barmely
permutacidjat vessziik. Emiatt

PoH(1,2,...N)¥(1,2,...N) = H(a(1,2,... N))¥(a(1,2,...N)) =
= H(1,2,...N)P,¥(1,2,...N). (41.25)

A fonti egyenlGségbdl lathato, hogy a H(1,2,... N) operator folcserélhats a P, permuticios opera-
torokkal. Ezért a H-t és minden ilyen tulajdonsaggal bird operdtort szimmetrikusnak neveziink.

Most mar kimondhatjuk a posztulatumot, amely f6loldja a kordbban latott kicserél6dési dege-
neraciot:

7. Posztuldtum:

T6bb azonos részecskébdl dllo kvantumrendszer dllapottere a H =HRXH R ... R H tenzori szozat
Hilbert-térnek a részecskék fajitdjdtol fiiggden vagy a teljesen szimmetrikus, vagy a teljesen antiszim-
metrikus altere. Azokat a részecskéket, amelyek dllapottere a szimmmetrikus altér bozonoknak (S.
Bose indiai fizikus nevébdl), amelyeké az antiszimmetrikus altér, azokat fermionoknak ( E. Fer-
mi nevébdl) nevezzik. A tapasztalat szerint ha a kérdéses részecskék sajitimpulzusmomentumdt,
spingét egész j (0,1,2...) kvantumszdm adja meg, akkor a részecskék bozonok, ha pedig félegész
J (1/2, 3/2...) kvantumszdm, akkor fermionok.

Ezt a posztulatumot a tapasztalat alapjan lehet megallapitani. Alabb latni fogjuk, hogy milyen
fizikai tények szolnak az érvényessége mellett. A kvantummechanikan talmutato kvantumtérelmélet
keretén beliil ez — az Ggynevezett spin és statisztika kapcsolatardl szolo tétel — tovabbi megalapozast
is kap.

42. Fiiggetlen részecskék

Sokszor elsfordul, hogy egy sokrészecskerendszert ugy kezeliink, mintha az egyes részecskék kozott
nem lenne kélesdnhatas. Ez egzakt példaul liregbeli elektromégneses mez6t reprezentélé fotonok
esetén, amelyek kozott nincs kélesonhatas. Sok esetben azonban kozelit6leg igaznak tekinthetd pl.
elektronok vagy mas részecskék esetében is, ha azok térfogati stirisége nem tilsagosan nagy. Ekkor —
az el6z6 szakaszban targyaltak szerint — a tobbrészecskerendszerbeli dllapotok egyrészecskedllapotok,
azaz az egyes Hilbert-térbeli elemek tenzorszorzatainak specidlis linearis kombinécidiként irhaték
fol, mert van értelme kiilon-kilén egyrészecske allapotokrol is beszélni.

Vizsgaljuk elGszor két részecske esetét. Tegyilik f6l, hogy tudjuk, hogy két részecske esetén az
egyik a |p) a masik a |x) allapotban van, akkor a szimmetrizélési posztulatumnak megfeleld fizikai
allapot bozonok esetén

W) = Nl [x) + le) X)), (42.1)
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fermionok estén
) = N(lo) Ix) — o) X)), (42.2)

ahol N a normélési tényezé. Ha |@) és |x) ortogonalis N éppen 1/4/2. Abban a specialis esetbern,
amikor |¢) = |x), a bozonokra a |¢) |¢) az eremény, amely nyilvanvaléan szimmetrikus, fermionokra
viszont 0, azaz két fermion nem lehet ugyanabban az egyrészecske dllapotban. Ezt nevezzik Pauli-
elvnek.

N fiiggetlen részecske esetén, ha az egyrészecske allapotok |¢1), |p2),... |@n), akkor fermionok
esetén a megfelel teljesen antiszimmetrikus allapot egy determindns:
[1:p1) [2:01) ... |[N:en)

W)= A 11 :.g02> |2 :.<p2> |N :. ©v2) | (42.3)
Lion) 2:on) .o IN:on)

amelyet Slater-determindnsnak neveziink. Itt egy elem |k : ;) = |¢;(k)) azt jelenti, hogy a k-
adik részecske a |¢;) egyrészecske allapotban van. Ha a determinansban barmely két egyrészecske
allapot megegyezik, akkor a determinins megfelel§ sorai is megegyeznek, amibél kovetkezik, hogy
a determinans 0, s igy ilyen allapot nem lehetséges. Igy ismét a Pauli-elvet kaptuk, amely tehat a
fermionokra vonatkozé antiszimmetrizalasi posztulatum specidlis esete.

Tekintsiik most az N db fiiggetlen, tehat nem koélcsénhato részecske H(1,2,...N) Hamilton-
operatorat. Mivel nincs kdlesonhatés, a H sziikségképpen az egyes részecskék Hamilton-operitoranak
Osszege:

N
H(1,2,...N) =Y hi), (42.4)
=1

ahol minden h(i) = h azonos alaki, mert a részecskék azonosak. Oldjuk meg h sajatértékproblé-
majat:
hlek) = ek k) - (42.5)
Ekkor a teljes H
H|¥) = FE|V) (42.6)

sajatértékproblémajanak megoldésai lesznek a

W) = 1@k, (1)) [0h(2)) - - [prpy (N)) (42.7)

alaka vektorok a tenzori szorzattérben, ahol a ‘(pkj(l)> = ‘1 : gokj> allapot valamilyen megoldé-
sa a fonti tgynevezett egyrészecske-egyenletnek, és a H megfelels energiasajatértékei £ =
Eky + Ehy + -+ Eky- A tenzori szorzatként irt, matematikailag helyes megoldas azonban
altalaban nem teljesiti a szimmetria vagy antiszimmetria kévetelményét. Azaz ahhoz a kovetelmény-
hez, hogy egy fizikai allapotnak megfelels valodi sajatvektor, vagy az S operéator (bozonok),
vagy az A operator (fermionok) sajatvektoranak is kell lennie. Ezért egy tetszéleges sajatvektort
szimmetrizalni, vagy antiszimmetrizalni kell. Az el6z6ek szerint ehhez a fonti |¥)-re alkalmazzuk
az S, illetve az A operatort, s mivel H és minden P, folcserélhetdk 1d. szakasz, vilagos, hogy
barmely P, permutécios operatort alkalmazva a |¥) vektorra az eredmény ismét ugyanezen E sa-
jatértékhez tartozik, s ugyanez igaz a permutaciok S vagy A tipusu linearis kombindcidira is. Az
igy kapott S'|¥), illetve A |¥) vektorok tehat azon kiviil, hogy H sajatvektorai teljesitik a megfelels
szimmetrizalasi posztulatumot is.

42.1. Azonos fiiggetlen részecskék alapallapotai

Alapallapotnak a kvantumrendszer legalacsonyabb energiaja allapotat nevezziik. (A kornyezetével
termikus egyensilyban 1évé rendszer elegend6en mély hémeérsékleten ebben az allapotban talél-
hato.) Az el6z6 alpontban mondottak szerint, a bozonok esetében a fiiggetlen részecskékbdl 4llo
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sokrészecskerendszer legalacsonyabb egyiittes energiaja nyilvanvaldéan egy olyan allapothoz tartozik,
amelyben minden egyes részecske a legalacsonyabb — itt gqp-lal jelolt — energiaju |pg) egyrészecske
allapotban van. Azaz a teljes ¥ allapot

U= ‘900<1)7§00(2)7“'§00(N)>7 (42'8)

amely természetesen szimmetrikus, és a hozza tartozo teljes energia F = Neg. Tomeggel rendel-
kez részecskek koziil az alkali atomok (Na, Rb) ritka gazaban sikeriilt 1995-ben lényegében ilyen
allapotot nagyon mély hémeérsékleten létrehozni, ezt nevezziik Bose-Einstein kondenzacionak. A
kondenzacié csak olyan esetben torténik, meg ha a gzt alkoté részecskék egész spintek. Ez a gaz
ilyenkor egy tgynevezett BEC (Bose-Einstein condensate), amelynek létezését elGszor Einstein jo-
solta meg 1925-ben. (Bose nevéhez valojaban a Planck-torvénynek egy olyan levezetése fizddik,
amelyben a fotonok — mint megkiilonboztethetetlen részecskék — idedlis gazara vonatkozo statisz-
tikus fizikai meggondolast hasznélt. Einsteint ez vezette arra a kérdésfltevésre, hogy mi torténik
hasonlé esetben témeggel rendelkezd részecskékkel). Erdekes modon feles spinti atomok gézéban
is sikeriilt hasonld allapotot létrehozni, de ekkor, még a kondenzéicié elétt, az atomok parokba
rendezddnek, s mivel egy par egylitt mar egész spint, a kondenzaci6 lehetgvé valik.

\ [ |\ /
\\ 7\ /
\ I \ E FERMl/

Bozonok Fermionok

26. abra. Azonos fiiggetlen részecskékbdl 4llo kvantumrendszer alapallapotban. A bozonok esetén
minden részecske a legalacsonyabb energiaji egyrészecske allapotban talalhat6. Fermionok esetében
az antiszimmetridbol kdvetkezd kizarasi elv szerint egy-egy egyrészecske allapotban csak egyetlen
részecske lehet.

A fermionok esetében a legalacsonyabb energiaju allapot egy olyan fontebb latott Slater-
determinéns lesz, amelyben a ‘gpkj> dllapotok mind kilonbozéek (egyébként a determinans eltiinne),
de a hozzajuk tartozd egyrészecske energidk nem sziikségképpen kiilonboz6ek, mert az e egyré-
szecske energidk elfajultak is lehetnek, s igy kiilonbdzs ortogonalis allapotokban azonos energiaval
lehetnek a részecskék. Legyenek az egyrészecske-probléma ey, sajatértékei névekedésiik sorrendjében
indexelve, azaz

cop<er<eEg..., (42.9)

és legyenek a megfelel§ elfajultsidgi indexek gg,9g1,92,.... Ekkor a legalacsonyabb teljes energia
gy valésul meg, hogy a részecskék a lehetséges legalacsonyabb egyrészecske energiaértékkel bird
allapotokat toltik be, de ez legf6ljebb annyi részecskét jelenthet, ahényszor a kérdéses e nivé elfajult.
Igy a teljes rendszer alapallapoti (legalacsonyabb) energisja

n—1

Ey=goco+g1e1+ ...+ gn—16n—1 + (N — ng)sn, (42.10)
k=0

ahol n az a legkisebb egész szdm amelyre go +g1 + ...+ gn > N.
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Ha a teljes rendszer alapallapotban van, azaz energidja Ey, akkor a legmagasabb még betoltott
allapothoz tartozé €, = ep energidt Fermi-enenergianak nevezziik, amely elsésorban a makroszko-
pikus szilard testekben pl. fémekben és félvezetSkben mozgo elektronok viselkedésének leirdsanal
jatszik fontos szerepet. Mivel ezekben az anyagokban szobah&mérsékleten ep > kT, ezért termikus
okokbol az Gsszes elektron koziil csak olyan szami gerjeszt6dik, ahdny az ep vagy annal mintegy
k'T-vel kisebb energiaval rendelkezik. Ez a szam egy makroszkopikus szilard test esetén sok nagy-
sdgrenddel kisebb mint N, aminek a termikus tulajdonsigok szempontjabél érdekes kovetkezményei
vannak. Errél részletesebben a statisztikus fizikai tanulményok soran lesz sz6.

43. Tobbelektronos atomok

A koradbbiakban mér jeleztiik, hogy a kiillénb6z6 korrekciok miatt az elsGdleges szerkezeten til mar a
legegyszertibb atom, az egy elektront tartalmazo hidrogén spektruma is bonyolult finomszerkezetet
mutat. Elsé kozelitésben azonban a spektrum egyszerd, az energia az ¢, = (—1/n?) Ry képlet
szerint csak az n f6kvantumszamtol fiigg, és ez az energiaérték 2n2-szeresen degeneralt.

A t6bbelektronos atomok esetén szigortnan véve csak a sok elektron egylittesének a mag és
egymas terében létrejové stacionarius allapotairdl lehetne beszélni. Ezek egy Z rendszami és igy Z
elektront tartalmazé atom esetén a

Zqo 1 _
2m e R 4WEOZZ’R R 0(1,2,...2) = Ep(1,2,...Z)  (43.1)

energiasajatérték-egyenlet megoldésai, amelyben a magot mozdulatlannak tekintjiik. Itt az elektro-
nok kozotti — a harmadik tag altal leirt — kolcsonhatés ellenére, az atomban megfelel§ pontossaggal
miikoédik a fliggetlenrészecske-kozelités, azaz haszndlhatd az egyes elektronok allapotanak fogal-
ma. Egy adott elektronra hat a mag vonzasa és az Osszes t&bbi elektron taszitasa. A kivalasztott
elektronra az utébbiak hatésat egy tgynevezett effektiv potencidllal vessziik figyelembe. Tehat csak
egyetlen elektron sajatértékproblémajat oldjuk meg ebben az effektiv potencidltérben. Ezt nevezziik
egyelektron-kozelitésnek, melynek H.g Hamilton-operatora:

+ Verr(R) (43.2)

alaku. Atomok esetében ol lehet tételezni, hogy a Veg effektiv potencial gdmbszimmetrikus, azaz a
kivalasztott elektron szempontjabol a tébbi elektron toltéssiirtsége is dtlagban gémbszimmetrikus a
mag koriil. Fz a foltételezés meglep&en jol miikodik, ami mutatja ennek a képnek a fizikai jogossagat.
A kivalasztott elektron effektiv Hamilton-operatorat igy a kévetkezd alakba irhatjuk:

P2 ¢ Z(R)
2me. 4dmeg R

Heg = (43.3)
ahol Z(r)qo az elektron altal "érzékelt" effektiv toltés, ha az elektron a magtol r tavolsagra van és
Z(r) — Zhar — 0, azaz a mag kozelében, és Z(r) — 1, har — 0o. Az utdbbi esetben a tobbi Z—1
elektron ledrnyékolja a Zqg toltésti mag hatdsat igy az r — oo esetben az elektron egy pontszerd
qo pozitiv elemi t6ltés potencidljdban mozog. Az operatort természetesen az r — R helyettesitéssel
kapjuk.

Az egyes elektronok a t&bbi elektron és a mag gémbszimmetrikusnak tekinthetd terében mozog-
nak és igy a palyak hasonl6an jellemezhet6k, mint a hidrogén allapotai. A gémbszimmetria miatt
az L? és az L, folcserélhet6k Hog-el, igy ezek sajatértékei, azaz az £ és az m jo kvantumszamok.
Egy stacionarius allapotot els6 kozelitésben igy az energiasajatérték (f6kvantumszam) mellett, az ¢
és m, tovabba az m spinkvantumszam-vetiilet jellemez. Ez utobbi trividlisan azért, mert a Heg a
spint6l fliggetlen, tehat a spinvetiilet operatoraval is folcserélhetd. A Heg sajatallapotait egyelektron
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allapotoknak, masnéven palyaknak szokas nevezni, de ez nem jelent semmiféle klasszikus palyat. A
megfelel§ sajatértékeket egyelektron energidknak, vagy péalyaenergianak hivjuk.

A H-atomban a palyaenergiak n novelésével nének és £-t6] fiiggetlenek. A tobbelektronos ato-
mokra a helyzet bonyolultabb, mert az elektron-elektron kolcsénhatas miatt a palyaenergiak az £-t6l
is fliggenek, azaz megszinik az a Coulomb-térben érvényes elfajulis, hogy egy adott n f6kvantum-
szamhoz tartozo de kiilonboz6 mellékkvantumszammal (¢ = 0,1,2...n— 1) jelzett allapotok azonos
energiajuak. A mellékkvantumszam értékétdl fiiggden ezeket az allapotokat a H-atomhoz hasonloan
az aldbbi megfeleltetés szerinti

= 01 2 3 4

s pd fg

bettikkel szokas jelolni. Ezek szerint van sz6 1s, 2s, 2p, 3s, stb. palyakrol, ezek energiaja tehat egy

tobbelektronos atomnél mar fiigg az ¢ értékétdl is. Ezért a palyakat az n f6kvantumszammal és a

palyaimpulzusnyomatékukra jellemzé ¢ mellékkvantumszammal szoktuk megadni. A gémbszimmet-

ria miatt viszont az adott n,f-hez tartozé energiaérték még a palyaimpulzusmomentum értékének

valamely tengely (altalaban a z tengely) irdnyara tekintett vetiilete (magneses kvantumszam értéke)

szerint (2¢ + 1)-szer, az elektron sajat feles spinje miatt pedig még kétszeresen, tehéat egylittesen

2(20+41)-szeresen degeneralt. (Relativisztikus okokbol a H-atomhoz hasonléan valojaban ezek kozott
is van csekély energiakiilonbség, ez a finomszerkezet).

A szamitasok eredményei szerint a tapasztalattal egyezSen adott £ esetén a nagyobb n-hez
nagyobb energia és adott n esetén szintén nagyobb f¢-hez nagyobb energia tartozik. Egy adott
n-hez tartozo allapotokat héjaknak is szokas nevezni. A pélyaenergiak szerint ndvekvd sorrend a
kévetkezs:

(43.4)

1s,2s,2p, 3s,3p, 4s,3d, 4p, 5s,4d, 5p, 65,4 f, 5d, 6p, 7s,5f, 6d, Tp, (43.5)
melyet a 27 abrarol lehet leolvasni a nyilak mentén feliilrél lefelé haladva.

Os s =@ < 07

¥

27. dbra. Az egyes atomi palyak sorrendje névekvd energidk szerint

Alapallapotban a Z szamu elektron azt a Z db egyrészecske allapotot tolti be, amelyek energiai
a fonti abra szerint kovetik egymast. Az alapallapot ebben az egyrészcske-kozelitésben a megfelels
Slater-determinénssal adhatoé meg. Ezt szokas ugy megfogalmazni, hogy a Pauli-elvnek megfelelGen
a legkisebb energidja egyelektron allapotokba rendre egy-egy elektront tesziink.

Egy atom elektronkonfiguraciéjan azt értjlik, hogy az egyes palyakon, illetve a hozzajuk tartozé
energian hany elektron taldlhaté. Ha egy adott n—el és f-lel jellemzett palyan tébb elektron van,
akkor ezeket az f-et jelz6 beti kitevGjeként irjuk. A H-atom alapallapota 1s a He-atomban 1éve két
elektron alapallapota 1s? konfiguraciéonak felel meg. A He legels6 gerjesztett allapota 1s2s konfigu-
réacioja. A periddusos rendszer kivetkezd eleme a Li, 3 elektronnal, amelyek koziil az alapallapot
15%2s konfiguraciénak felel meg, és ez folytatodik a 10-es rendszami neonig, amelynek konfiguraci-
6ja 1522522p5, mert a p palyakra legfoljebb 6 elektron tehet a Pauli-elv miatt. A fonti abrabol
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28. dbra. Az egyes atomi palyak energidja

az is lathatd, hogy a 3p utdn mar nem a 3d hanem a 4s pélya betdltése kovetkezik, ez a kalium
és a kalcium kiils§ elektronhéja, amelynek kicsit kisebb az energidja, mint a 3d palyaé. A tovabbi
részleteket illetGen atomfizika konyvekre utalunk.
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29. dbra. Kiils6 elektronhéjak a periédusos rendszerben
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