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Osszetett rendszerek

Jelolések

> k darab részrendszer

> Hi,Ho, ..., Hi a részek Hilbert-tere

> H=H1®Ho® - R Hy az osszetett rendszer Hilbert-tere
allapotok: S(H) = {0 € B(H)|0>0,Tro=1}
tiszta allapotok: P(H) = {0 € S(H)|0? = o}

v

v

Osszefont 4llapotok

> 0= 01 ® - ® gk neve szorzatallapot (¢; € S(H;))
» ezek konvex kombinacibit szeparaltnak nevezziik
> a tobbi allapot Gsszefont

> tiszta allapot szeparalt <= szorzat
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Osszefont allapotok transzformaciéi

Lokalis operacidk és klasszikus kommunikacioé

» Osszefonddas: nem klasszikus korrelaciéd

» lokalis transzformaciok nem ,,névelhetik”
e Tk

ahol T; tetszdleges csatorndk (esetleg nyomnemnoveld is
lehet)

» klasszikus kommunikacié nem ,,névelheti”
ccii(ei) = ((012]0)[0){0; + (1]e|1)|1)(1];)

ahol g € S(C?)

> ilyenek tenzorszorzatainak, kompozicidinak osztalya LOCC
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Osszefont allapotok transzformaciéi

Determinisztikus transzformaciék

> 0% 5, ha létezik A € LOCC, amire A(g) = o

> ilyenkor o ,erésebben” Gsszefont mint o

LOCC , LOCC .
» ha p——= 0 és 0 — o, akkor ekvivalensek

> ha o= |¢) (Y], 0 = |p)(p]|: pontosan akkor ekvivalensek, ha
Ui, ..., Uk unitérek, amire (U; ® - -- @ Uy)|Y) = |p)

Sztochasztikus transzformaciék

> 0225 5 ha létezik A € LOCC és o > 0, amire A(g) = ao

SLOCC , SLOCC ‘ . . L e
> o—— 0 és 0 ——— p gyengébb ekvivalenciarelacié

» ha o = [) (W], 0 = |¢){p|: pontosan akkor ekvivalensek, ha
JA;, ..., A invertalhatdk, amire (A1 ® -+ ® Ap)|Y) = |p)

4/22



Osszefonbdasi osztalyok
Példa: két részrendszer tiszta allapotai

| 2 k:2,%1:H2:Cn

» kanonikus alak (szingularis érték dekompozicid)
¢11 to wln
= vy~ | 0 1 | =UDUS
J @bnl e Lbnn

ahol D diagonalis nemnegativ elemekkel, csokkend sorrendben

D diagonalis elemei v/ A1,V A2,...,VApn, ahol A; a
Tra(|9) (¢|) sajatértékei

A1, ..., Ap meghatdrozza a LOCC-osztalyt, rendezés:
majoralas

{i € {1,...,n}|\;i # 0}| meghatérozza a SLOCC-osztalyt,
rendezés: >

v

v

v

5/22



Osszefonbdasi osztalyok
Példa: harom qubit
» k=3, Hi=Hr=H3z = (Cz, 6 SLOCC—OSZté|y:

= yooo>
Byy = 7(\000} +]110))
Bz = 7(\000) +]101))
Bas = 7(|ooo> +011))
W= 7(|100> +1010) + |001))
GHZ = \ﬁ(|ooo> +]111))

» LOCC-osztalyok: 6 valdés paraméter
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SLOCC - masik megfogalmazas
Tiszta allapotok tere

> o= [¢)(¥| allapot, ha |[|[¢)[| =1
> |1) és |p) ugyanazt az allapotot hatdrozza meg <
) = €)

» tiszta allapotok tere azonosithaté P(H)-val

Transzformaciok
» H=Cm R ® C
» ha JAq, ..., Ak, amire (A1 @ -~ ® Ax) 1) = |p), akkor

A
Bi=——— (B By)
Vaera, " (Br@ @ BIl) = (H Y/d tA)

» SL(ng,C) x --- x SL(nk, C) hatdsat is tekinthetjik P(H)-n
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Marginalis probléma

Tobb részrendszer

> nm,no,...,n €N
» 0 S(C" ®---®C") allapot marginélisainak sorozata
(01,---,0k), ahol 0; =Trio i 1i41,..k0

Marginalis probléma

v

SCcS(C"®---®C") allapotok egy halmaza
kérdés: mi a {(o1,...,0k)|0 € S} halmaz?

v

v

ha S invarians az U(ny1) x --- x U(ny) csoport hatéaséra, akkor
csak a marginalisok spektruma szamit (multiplicitassal)

v

példaul a tiszta allapotok halmaza ilyen

v

barmely SLOCC-osztaly is ilyen

8/22



Tiszta marginalis probléma
Megoldas (Klyachko)
» a(o1,...,0k) allapotok sajatértékeit rendezzitk csdkkend
sorrendbe: (Al,..., AL AL, ..o AQK) € RmF-
> a kapott pontok halmaza véges sok féltér metszete

> a linearis egyenl6tlenségek meghatarozasara algoritmus adhaté
Példak

> k =2 a két spektrum
megegyezik, mas feltétel nincs

> k=3, ni=ny=n3=2,
normaltsag miatt a fliggetlen
valtozék A, A3 AL

9/22



Lie-csoportok szimplektikus hatasai

Szimplektikus sokasagok

» M sokasag, w zart nemelfajulé 2-forma, ekkor (M, w)
szimplektikus sokasag

» minden H € C*>°(M) megad egy Xy vektormezét, amire

dH = 1x,w azaz dH(Y) = w(Xy, Y)

Szimplektikus hatasok

» G Lie-csoport, egy @ : G x M — M, (g, x) — ®g(x)
leképezés szimplektikus hatés, ha sima csoporthatas és
geEGredbw=uw

> az A € g altal meghatarozott Ay : x +— %q)exptA(X)‘t:O
vektormezére: d(ia,,w) = L(Apm)w =0

10/22



Hamilton-féle hatasok

Momentum-leképezés

> tegyiik fel, hogy ta,,w egzakt is, és létezik 1 : M — g*
ekvivarians leképezés, amire

tayw = d(p(A))

> ekkor a hatas Hamilton-féle, i neve momentum-leképezés

Példa: sik forgatasa
» M=R? w=dxAdy

a1 . [ cos@ —sinf \
» G =S forgatasokkal hat: < Gnf  cos ) = exp(0J)

> Iy = yOx — x0y és 1y,,(w) = ydy + xdx
> 1(x,y)(J) = 2(x® + y*) momentum-leképezés
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Momentum-leképezés

Példa: impulzus

» M = T*R3 ~ R3 x R3, koordinatik: q',q°, q3, p1, po, P3

» w=dqg* Adp1 + dg® A dpy + dg® A dps

» eltolasok: G =R3, (x',x%,x3)(q%, 4%, 4%, p1, P2, P3) =
(" +x', ¢* +x2,¢> + x3, p1, p2, p3)

> u:M—g*
1(q', 6% @3, p1, p2, p3)(€1, €%, €3) = pr&t + pa&? + ps&?

momentum Ieképezés mert £ldpy + £2dpy + E3dps = LW
ha {m = fl 1+§2 2+£36q3
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Momentum-leképezés
Példa: impulzusmomentum
» M = T*R3 ~ R3 x R3, koordinaték: q,p
» w=dq' Adp; + dg® A dpy + dg® A dps
» forgatasok: G = SO(3), R(q,p) = (Rq,R"p)
> 1M — so0(3)*

1(a,p)(A) = p - (Aq)

momentum leképezés:

. P o
Am = ZA' ( —— +pig— > Lagw =Y _ A <Q"dpi - Pidpj)

Ipj i

d (Z Aj-p,-qJ') => Al (pidd’ + d'dp:)
ij ij
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Momentum-leképezés
Példa: komplex reprezentacioé
» G komplex reduktiv csoport, K C G maximalis kompakt

részcsoport V komplex G-reprezentacid

» V-n rogzitiink egy K-invarians skalarszorzatot, P(V)-t
ellatjuk a Fubini-Study szimplektikus formaval

» e P(V)— ¢

u(IV])(A) = _é’ <\ﬁ,vz|?;/>

Specialis eset

» G = SL(C”I) X oo X SL((C""),
K=SU(C™")x---xSUC™), V=C"® . --@C"™
> 1([v]) éppen Cv projektoranak a marginalisaival azonosithatd!
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Konvexitasi tételek

Tétel (Kirwan; Guillemin, Sternberg; Atiyah)

Legyen M kompakt szimplektikus sokasag, amin a K kompakt
Osszefliggd csoport szimplektikusan hat, p: M — £
momentum-leképezés, T C K maximalis torusz. Ekkor (M) N .
konvex politép.

Tétel (Brion)

Legyen M kompakt Kihler-sokasag, amin adott a K kompakt
Gsszefiiggd Lie-csoport egy Kahler-hatdsa. Ez kiterjed G = K©
holomorf hatdséva. Ekkor minden m € M pontra (G - m) N t%.
konvex. Ha M projektiv varietds, akkor ez a metszet politdp.
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Osszefonddott allapotok marginalisai

Osszefonédottségi politépok (Walter, Doran, Gross,
Christandl)

» G =SL(n,C) x --- xSL(ng,C) hat
M=PC"®: - -@C"™)-n

» momentum-leképezés a marginélisokkal azonosithatd, pozitiv
Weyl-kamra a rendezett sajatértékekkel

> lehetséges spektrum-k-asok: u(M) Nt politép

» u(G - [v]) Nt politdp

> fizikailag is érdekes: a marginalisok spektruma egyszeriibben
mérhetd mint a teljes allapot

> valds paraméterek szama 2nin; ... ni helyett csak
nm+---+n.—k
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Osszefonddottsagi politépok

Példa: kK = 3, nj = n, = n3 = 2, ekkor 6 orbit van
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Invaridnselméleti karakterizacié
G-invarians projektiv varietasok

» G reduktiv csoport, V reprezentacié, C C V invarians kip
» R(C) = S(V*)/I(C) regularis fiiggvények,
R(C) = @,en Ra(C) tagjai is G-reprezentaciok

Legmagasabb sulyd vektorok

» P,(C) C t az R} irreducibilis részeihez tartozé legmagasabb
stlyok halmaza

p(c) = Upen P"SIC) véges sok pont Q feletti konvex burka

Kirwan-Mumford konvexitési tétel: p(P(C)) Nty , = —p(C)

v

v

v

S(V*)B egy generatorrendszerének ismeretében a csiicsok
meghatarozhatdk

» generatorrendszert talalni nehéz
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Politépok meghatarozasa gradiens-folyam segitségével

Gradiens-folyam

» valasszunk £*-n K-invarians skalarszorzatot, ekkor
|l : M — R sima fiiggvény

» Kirwan: egy G-orbitra megszoritva ||x||?> minden lokalis
minimuma egyben globalis minimum

» ha M Riemann-sokasag is, a %m(t) = —grad ||u||2(m(t))
egyenletet numerikusan megoldva kozelitéleg

meghatarozhatjuk a minimumot, m(t) egy orbitban van
> lim;—00 m(t) nem mindig létezik, de lim,_,o || ]>(m(t)) igen
» u(m(t))-t K egy elemével a pozitiv Weyl-kamraba forgatva a

G - m politépjanak pontjait kapjuk, az origdtdl vald tavolsag
pontosan egy pontban minimalis

> politdép origbhoz legkdzelebbi pontja ~~ linearis egyenl6tlenség
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Gradiens-folyam mas pontok felé

Kibovitett folyam
> V) irreducibilis G-reprezentacié A\ € t* legmagasabb sdllyal,
v € VJ legmagasabb silyl vektor, k € N
» B stabilizalja v-t, ezért Oy = K - v G-tér
» me P(V), Ghat G-mx Oy C P(S*(V)® V5)-n
» megmutathaté, hogy ennek gradiens-folyama a p(G - m) N t*
politép %—hoz legkdzelebbi pontjahoz tart

Médszer politépok numerikus meghatarozasara

» kiindulas: p e C" @ --- @ C™
» kvantum marginalis probléma megoldasa: ps, ..., p, pontok
konvex burka (Klyachko)

» gradiens folyam -bdl p; felé ~~ linearis egyenlotlenségek

> az () p-k az ezek altal meghatéarozott politdép csicsai
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Kérdések

> Milyen egyéb modszerekkel lehet konkrét allapotok orbitjdnak
Osszefonddasi politdépjat meghatarozni?

» Mi a k részrendszer feletti r szintli GHZ allapot orbitjanak
Osszefonddasi politdpja?

> Ha ismert G- és G - ¢ Gsszefonddasi politdpja, mit
mondhatunk G - (¢ ® ) politépjardl?

> Ha ismert G - és G - ¢ Osszefonddasi politdpja, mit
mondhatunk G - (¢ @ @) politdpjardl?
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