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Az eldadas felépitése:

© Emlékeztets a Lie-csoportokrdl és Lie-algebrakrol

@ Cayley-Dickson konstrukcid

© A Gy konstrukcidja a Cayley algebra automorfizmuscsoportjaként
Q A G, mint S° feletti SU(3) nyaldb

@ A G, mint egy R’-beli 3-forma izotrépiacsoportja
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Definicio

A G sima sokasag egy Lie csoport, ha el van latvaegy m: G x G — G
szorzas és i: G — G inverz mivelettel, amik simdk és veliik G csoport:

m(g,h) =gh, i(g)=¢g

Lie csoportok = folytonos szimmetridk leirdsdnak eszkozei

Rengeteg alkalmazdsban fontosak: elméleti fizika, részecskefizika,
robotika, szamitégépes grafika, stb.

Erdemes minél tobbet megtudni a topoldgiajukrdl (is)

Interdiszciplinaris teriilet a matematikan beliil: differencidlgeometria,
algebrai topoldgia, algebra, stb.
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Lie algebrak

Definicié
Egy g valds vektortér Lie algebra, ha el van latva egy g X g — g,
(X, Y) = [X, Y] leképezéssel, amire

Q Bilinedris: [aV + bW, X] = a[V, X] + b[W, X],

@ Antiszimmetrikus [V, W] = —[W, V],

© Jacobi azonossag: [V, [W, X]] + [W, [X, V]] + [X[V, W]] = 0.

Egy G Lie csoport Osszes balinvaridns vektormezgje a Lie zardjellel a Lie
csoport Lie algebrdja.
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Osztélyozas

Tétel (Lie-Cartan)

Egyszeresen osszefiiggd Lie csoportok <+ Véges dimenzids Lie algebrak.

Tétel (Chevalley-Serre)

Komplex féligegyszerii Lie algebrak <+ Redukalt gyokrendszerek.

A redukalt irreducibilis gyokrendszerek Dynkin diagramjai a kovetkezok
lehetnek:

Q An(n>1)
@ Bn(n>2)
@ Cn(n>3)
Q D,.(n>4)
© Eg, E7, Eg, Fa, Gy (kivételes Lie algebrdk és Lie csoportok)
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A G2 gyokrendszer

Kiilonosen érdekes a G, Lie csoport (a legkisebb dimenzids kivételes).
Dynkin diagramja:
Gyokrendszere:

A Wa és W3 Weyl-csoport orbitok is A, gyokrendszert alkotnak.
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Cayley-Dickson konstrukcié

Legyen A egy nem feltétlenul asszociativ, de véges dimenzids algebra R
felett, elldtva egy a +— 3 lin. leképezéssel, amire 2 = a és ab = b3
teljesiilnek (konjugalds).

Definicio
Az A algebra duplizdsa A?> = A® A ahol a szorzas definiciéja

(a, b)(u,v) = (au — vb, bi + va) .

A2-ben a konjuglas:
(a,b) =(a,-b).

lgy az eljarés iterdlhaté: R - C - H — O — ...
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Normdlt algebrak

Definicidé

O Metrikus algebra: a3 € Rt = 1-R* = |a| := V/aa.
@ Normalt algebra: |ab| = |a||b.

© Divizidalgebra: ax = b és xa = b minden a, b # 0-ra megoldhaté.

Ha A metrikus = A2 is metrikus.
Ha A normilt, akkor a— ! = ﬁ = A divizid.
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Osztélyozas

Az R-feletti, véges dimenzids, nullosztomentes normdlt algebrak a
kovetkezék: R, C, H, O.

H nem kommutativ, de asszociativ.
O nem asszociativ = nem test.

Viszont © alternativ: £(én) = (£€)n, (n€)¢ = n(€€).

Tétel (Frobenius)

Az R-feletti, véges dimenzids ferdetestek a kovetkezék: R, C, H.
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Automorfizmuscsoport

e Egy algebra automorfizmuscsoportja, Aut.A Lie csoport, amire (ha A
normalt)
AutAC O(n—1)

o Aut A Lie algebrdja, Der A az algebra osszes derivacidja, amire
Der A C so(n—1)

Pl. AutC = O(1) = Z/2Z.

Pl. AutH = SO(3), Der H = so(3).

Ez geometrialiag lgy lathatd, hogy i,j és k a H' = {v e H: £ L 1} altér
barmely pozitiv irdnyitast ortonormalt bazisba mehet.
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SO(3), mint nyaldb

Tekintsiik a kovetkez6 leképezést:
p: AutH — S?
e = o)

Matrixosan:
p: SOB3) — S?
[V1|V2|V3] % |

Egy vi € S? vektor feletti fibrum:
pr(v) = {[vi|valva] : va Lvi,v3=vi X v, |waf> = |w3|> =1} .

Ez pont SO(2) egy eleme.
= p: 50(3) °2%) 52 fibralas, amivel SO(3)/50(2) ~ S2.
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Principélis nyalabok

Legyeng G kompakt Lie-csoport.

Definicio
A m: P — M lok. trividlis fibralas principalis G-nyalab, ha
@ G hat P-n,

@ a hatas fibrumot fibrumba visz,

@ a hatdsa a fibrumokon szabad és tranzitiv.
A mi: P — M és mp: P, — M principélis G-nyalabok kozotti morfizmus
egy P1 — P> G-ekvivarians leképezés.

Mindig igaz:
@ a fibrumok G-vel diffeomorfak (de &lt. nincs egységszelés),
@ orbit tér: P/G ~ M,

@ minden morfizmus izomorfizmus.
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Principélis nyalabok osztdlyozasa

Milnor konstrukcié: a kov. nyaldb univerzilis

EG:nln;oG*-'-*G, BG:Eg/G
n

{Principalis G-nyaldbok M folétt} /~ <> [M, Bg] \

{Principalis G-nyaldbok S" folétt}/~ <« [S", Bg] = mn(Bg).
Tovabba: 7,(Eg) — mn(Bg) = Tn-1(G) — mh—1(Eg).
—— —_———

0 0
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SO(3), mint nyaldb

Kovetkezmény

Principdlis SO(2)-nyaldbok S? folott
< m(S0(2)) = 2m (V) = 2m1(SY) = 2Z =~ Z.

Kérdés: Az SO(3) melyik?

52\ {S} és S?\ {N} felett a nyaldb trivialis

52\ {S, N} felett ragasztéleképezés

A ragasztéleképezés az egyenlitd mentén korbemenve pont 2x "tekeredik”
= az egyik generdtorelem 27Z-ben.

Gyenge Adam (Rényi Intézet) Oktoniok és G SZTE 2015.10.15. 14 /29



Az oktonidalgebra

Lattuk: @ nem asszociativ, viszont alternativ: £(¢n) = (£€)n,

(n€)¢ = n(&€) Tovabba divizié algebra, azaz ax = b és xa = b minden
nemnulla a, b € A esetén egyértelmiien megoldhaté.

Tehat O egy R feletti 8 dimenzids divizidalgebra. Bazis: 1,i,j, k,e, f, g, h.
Szorzds: e? = —1 és
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O esetén dim Der O = 14, viszont dimso(7) = 21 = ez egy Uj Lie algebra.
Aut O egyszeresen osszefiiggd

DerO=g;, AutO=G;.

Jelolés:
e O'={¢€0:¢& 1 1} aképzetes oktonidk halmaza,
0 S0={ccO:[[¢]l=1}={c0:&=-1}.
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Egy fontos tétel

Az i, j, e baziselemekre barmely ¢ € Gy-vel:
o ¢(i), p(j), p(e) € S°
o »(j) L (i)
o p(e) L (i), v(), p(i)e() = ¢(k)

Ezen llitas visszafelé is igaz:

Tétel

Minden &,n,¢ € S8 hdrmashoz, amire teljesiil hogy
onlg,
o ( | & n, &n, létezik egyértelmiien egy v € Go, hogy

E=0(i), n=¢(), {(=¢(e).

Gyenge Adam (Rényi Intézet) Okténiok és Gy SZTE 2015.10.15. 17 /29



Gz mint SU(3)-nyaldb |.

Tehit: G, elemei <+ megfelelé (&,7,¢) € S® harmasok.
Tekintsuk a
P Gy — S°
&n¢) = ¢
leképezést, azaz a kiértékelést az elsé vektorra. Ez tranzitiv S%-on (i-t

barhova el tudja vinni).
Az N északi pdlus izotrépiacsoportja (stabilizdtora) ~ SU(3)

Kovetkezmény

G2/SU(3) =~ S8 és a
p: Gy — 56

leképezés egy principalis SU(3)-nyalab.

Volt: principélis SU(3)-nyaldbok S® félott <+ m5(SU(3)) = Z.
Kérdés: A Gp melyik? Vilasz ismét: Az egyik generatorelem.
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G, mint SU(3)-nyaldb 1.

1 Tekintsiik a nyaldbot S®\ {S} illetve SO\ {N} felett. Ezek trivialis
nyaldbok, igy léteznek

Y11 p I (SPN{S}) = SO\ {S} x SUR), @ = (9(1): Op( ()

Y2 p ST\ ANY) = SPAAN} X SU), ¢ = (2(0), By (9)) -

trivializalé leképezések.
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A majdnem komplex sokasag struktira S°-on

2 Legyen Te ={n€ O :n L&} a&-beli érintétere S® — nak.
Ekkor Jg : T¢ = T¢, v — v egy komplex struktira Te-n (Jg2 = —Id).

lgy T¢-n definidlhaté a komplex skalarral valé szorzas:

(x+ ly)v =xv+ yJe(v) .

Definicidé

Egy majdnem komplex sokasag egy M valds sokasag ellatva egy
J: TM — TM sima nyaldbleképezéssel amire:

0 J(T,M)= T,M minden m € M,
Qo J=-1

Kov: S° egy majdnem komplex sokasag Je-vel.

Ha megadunk egy komplex bazist, akkor az ad egy Vi ~ C3
azonositast.

Azaz a trivializald leképezések kifejezéséhez sziikséges minden £-hez
egy megfeleld bdzis Ve-ben.
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G, mint SU(3)-nyaldb

3 S%\ {S}-en az N-beli j, e, g komplex ortonormalt bazist " forgatjuk be”.
S®\ {N}-en az S-beli j, e, g komplex ortonormalt bazist "forgatjuk be".

4 Ezutadn az attérési fliggvény a két trivializald kornyezet kozott:
Yoyt SO\ {S, N} x SU(3) — S®\ {S, N} x SU(3),
(& ¢) = (&, 0: 0 6.1 (0))

azaz egy tetszéleges £ € SO\ {S, N} esetén az egyik odatolt bazist
felirjuk a masik odatolt bazisban.

5 fgy a két trivializacié kozotti ragasztofiiggvény:
S°\{S,N} = SU3), &~ 0c00; ",

ami minden &-re egy SU(3)-beli matrixszal valé szorzas (béziscsere).
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G, mint SU(3)-nyaldb

6 Elég az egyenlitén nézni (ez homotdp ekivivalens a S%\ {S, N} dvvel, és
itt lehet szépen kiszadmolni). Az eredmény:

2 J—

u u vu+w wu-—Vv
0: S°> — SU(3), v luov—w V2 wv + U
w uw+v vw—1u w?

A0 :S° — SU(3) leképezés homotdpiaosztalya a m5(SU(3)) = Z
generatora.

Ez az generdtor mar ismert volt (90-es évek vége, 2000-es évek eleje), de a
mddszer a kiszdmoldsdra uj.
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Egy érdekesség

A G, csoportnak létezik egy masik konstrukcidja is. Ha f : V* — V* egy
V vektortér dudlisdnak lin. leképezése, vehetjik a A(f) : A(V*) — A(V*)
leképezést a kiilsd algebran. Legyen V = R, a bézisa (e, ..., e7).

Egy 3-forma V-n:

o= 6123 + e145 _ el67 + e246 + e257 + e347 o e356 )

Egy f: V* — V* lin. leképezés megtartja p-t,ha

AN p) = ¢ -

GL(V*) = GL(7,R) azon részcsoportja, ami megtartja -t izomorf a
G2—vel.

Otlet: (iy...,h)=(e1,...,er)-el szorzas indukalddik, pl. eje; = e3.
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Holonémiacsoport

Legyen (M, g) egy 6f. Riemann sokasdg, V a Levi-Civita konnexid.
Parhuzamos eltolds x-bdl y-ba ~~ egy T,M — T, M izometria.

Definicidé

Holonémia csoport Hol(g): tetszéleges x-beli zart hurkok &ltdl generalt
izometridi T, M-nek.

Megjegyzés: ez fliggetlen x-tol.
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Osztélyozas

Tétel (Berger, 1955)

Ha M egy egyszeresen-osszefiiggd, n dimenziés Riemann sokasag g
metrikdval ami irreducibilis (lokdlisan nem szorzattér alaki) és nem
szimemtrikus (lokdlisan sem), akkor Hol(g) a kévetkez6k valamelyike

SO(n)

U(m) és n=2m (Kahler)

SU(m) és n=2m (Calabi-Yau)

Sp(m) és n = 4m (hyperKahler)

Sp(m)Sp(1) és n = 4m (quaternionic Kihler)

G2 ésn=7
Spin(7) és n=8.
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G, sokasagok

Legyen M iranyitott 7-sokasdg. Egy G, struktira M-en definidl egy w
3-format és egy g metrikat, hogy minden m € M-re

o g|T,»M = standard metrika R’-en

0 W[THM == el2 | o145 _ o167 4 246 | 257 | o347 _ o356

Ez visszafelé is igaz, azaz (g,w) mint fent ~~ egy Gy struktira M-en.

Definicié

(M, g,w) egy Gp-sokasdg, ha a fentiek teljesiilnek és w torzidmentes
(Vw =0).

Ha (M, g,w) egy Gy-sokasag, akkor Hol(g) = Gy < m1(M) véges.
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G, sokasagok konstrukcidja

@ Bonan (1966): 7-sokasidg Gy holonémidval

@ Bryant, Salamon (1989): teljes, de nemkompakt 7-sokasig G
holonémiaval

o Joyce (1994): kompakt 7-sokasdg Gy holonémidval

Fizikdban pl. M elmélet egy G, sokasagok kompaktifikdlva:

11 — 7 = 4 dimenzios elmélet
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Koszonom a figyelmet!

Kérdések?
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