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Fix-E inverz szérasprobléma: GLM tipusu
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alkalmazasa), Palmai-Apagyi (PA) médszer (M
alkalmazasa).

Teszt példak: box, |épcsd, véges hatdtavolsagu Coulomb.
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Schrédinger egyenlet, Sturm-Liouville egyenlet

Radialis Schrodinger egyenlet (SE) gdmbszimmetrikus
potencial esetén (XX.szazad):

LG (W 1, q(r)) Ru(r) = k*Ry(r),

dr? r2
Ry(r) o« O(r'*"), r—0,

Ru(r) oc € sin(kr — %T +06u(k)) +0(1), r— oo

Inverz feladat:  {k? < 0}, {d,(k)} = q(r)
Sturm-Liouville (SL) egyenlet (XIX. szazad):

=y (x) +q()y(x) = Ay(x), xelab] — [0,00)

hatarfeltételek (hz, hy € R):

y'(a) = hay(a), y'(b) = hpy(b), = {An},{yn}
Inverz feladat: {\,} = q(x)
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Sturm-Liouville (SL) egyenletek

1. Fix—/ (s—hullam) inverz ”szodras”
{y(X) = Ro(r),Q(X) = Q(r),X = re [0,00],)\ = kz}

=" (%) +q(x)y(x) = Ay (x)

Inverz feladat: {\; < 0,00(v'\)} = q(x) € L1(0, >0)
Gelfand-Levitan (GL) és Marchenko (M) integralegyenlet.

2. Fix—E inverz szoras {y,(r) =: Ri(r)}

Py (1) + 2(a(r) — KB)Yu(r) = ~(L + 1)yl

Inverz feladat: {5,(k)}\™% = q(r) € L1(0, 00) Newton-Sabatier
(NS) és Cox-Thompson (CT) [nNS-Scheid és co., CT-Apagyi
€s co.]



Sturm-Liouville egyenletek (SL) (folyt.)

3. Fix—E inverz feladat (fix—¢ hasznalataval)

qlb>r=>0)#0, q(r>b)=0

Exp. koordinata transzformacio:
r=bexp(—x), r € [0, b]
x =—In(r/b), X € [0, 0]
Hullamfliggvény transzformacio:

ya(x) =: Re(r)/v/r

=" (X) + QEOYA(X) = An(x), A= —(t+1/2),

Q(x) = r*(q(r) — k),

Inverz feladat: {5,(k)}\™% = Q(x) = q(r)
Horvath-Apagyi (HA&GL) és Palmai-Apagyi (PA&M)
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SL spektralproblémak

Ly = —y"(x) + a(x)y(x) = Ay(x), x €[0,7]
Hatarfeltételek (h, H € R):
y'(0) = hy(0), y'(7) = Hy(n), = {Dnp,n=1,2,...}

e N
Altalanos peremfeltétel (a, 3 € [0,7]) : | spektrum
S——
y(0)cosa+ y'(0)sina=0 | _ -
y(r)cos B+ y'(m)sing =0 [ = (@B} =1{Ann =1}

Megj: (h= —cota, H= —cotj € R)
Megj: g € L1][0, 7], 3F¢(a) =sina, ¢'(a) = —cosa,a € [0, 7]

Dirichlet: 0{0,0} = {\, = n?, y, = sin(nx),n > 1,(q = 0)}
Neumann: o{%, 3} = {An = n?,yn = cos(nx),n > 0,(q = 0)}
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SL spektralproblémak, inverz feladatok

0. Tétel: (Ambarzumian, 1929): Ha g(x) € L{[0, 7] Neumann
spektruma {\, = n?,n > 0}, akkor q(x) = 0.

Biz. Felhasznaljuk a Neumann spektrum becslését:
1 T
)\,,:n2+7r/ q(x)+o(1), n>0.
0

A tétel szerint a legkisebb s.ért: \g = 0, ezért [ q(x) = 0.
A SL egyenletbdl: —yp" (x) + q(x)¥o(x) = Aoyo(x) = 0, azaz

T T )T [T yEx) T yE(X)
0= [ a0= [ Yolx) L’O(X)]o+ 0 -

tehat y{(x) = 0 azaz yy'

'
de yp(x) # 0(!), ezért g(x

x) =0, igy LS miatt: g(x)yo(x) =0,
)=0.0

5 Jo y5(x)



SL inverz spektral tételek

1. Tétel: (Borg, 1945):
A q(x) = q(m — x) szimmetrikus potencialt meghatarozza

N-N spektruma: o{m/2,7/2} < (y'(0) = y'(w) = 0),
D-D spektruma: c{0,0} < (y(0) = y(7) = 0),
altalanos spektruma: o{a, 8}, ha o+ =m.

Megj: Altalanos potencial esetén egy spektrum nem hatarozza
meg a potencialt.

2. Tétel: (Borg, 1945, Levinson 1949):
Egy q € L1(0, ) tetszoleges potencialt két spektruma:

of{a, B} Ua{a,v}(B # ) | egyértelmiien meghatarozza.

Ennyi sajatértek altalaban kell is.

Megj: A bal oldali altalanos peremfeltételek megegyeznek!
Megj: Ha g* egy masik potencial ugyanezen spektrumokkal,
akkor g = g*.



SL inverz spekiral tételek (folyt.)

3. Tétel: (Borg, 1945):
a) Hasina sin 8 = 0 (azaz legalabb az egyik oldalon nem
szerepel y'), akkor a o{«, 8} spektrum nem hatarozza meg g-t.

b) Ha sin« sin 8 # 0 (azaz mindkét oldalon szerepel y' is), akkor
a (legkisebb sajatérték nélkdli) o{«, f} r redukalt spektrum
nem hatarozza meg q-t.

Megj: Az Ambarzumian tételnél a minimalis Ao = 0 sajatértéknek
dontd szerep jutott!

4. Tétel: (Borg, 1945):

a) Ac{a=0,8=0}Uc{a=0,v # 0}, azaz a két spektrum:
y(0) = y(m) = 0 Dirichlet-Dirichlet (D-D) és
y(0) = 0, y(n) cos y + y'(w) sin~y = 0 Dirichlet-Altalanos (D-A)
egyiittesen meghatarozza g-t; ennyi kell is.

b)A o{a # 0,5 = 0} (A-D) teljes, és ac{a # 0,7 # 0} (A-A)
redukalt spektrum egyltt meghatarozza g-t; ennyi kell is.



SL inverz spekiral tételek (folyt.)

Megj: A masodik spektrum o{a = 7,7 = 5} valasztassal éppen
a y'(0) = y/(r) = 0 Neumann spektrum (N-N), ami egymaga
meghataroz egy (szimm.) potencialt. Ezt redukaltta alakitva
(egy sajatértéket (\o = 0) elhagyva), egy teljes masik (N-D)
spektrumra o{a = 7,3 = 0}, azaz (y’(0) = 0, y(w) = 0)-ra van
szlikség ahhoz, hogy egyértelmiien meghatarozzunk egy q
potencialt.

Pl. g(x) = 0 esetén a N-N spekirum {\, = n*, n > 0}
(y/(7) = sin(v/Apm) = 0 miatt), a N-D spektrum pedig
{Xn=(n+3)2,n>1} (y(x) = cos(y/Asm) = 0 miatt).
Tehat, redukalt spektrumot készitve az elébbibdl, a fenti tétel
értelmében kell 3 g(x) # 0 potencial, amelynek N-N spektruma
{An=n?,n>1} és N-D spekiruma {\, = (n+ 3)%,n > 1}
spektrumot ad.
Ezt a potencialt eddig még nem hataroztak meg!
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SL inverz spekiral tételek (folyt.)

Tanulsag: Altalaban két spektrum kell az inverz feladat
megoldasahoz, altalanos recepet nincsen. Nagyon figg minden
a Peremfeltételektol: (3y(0) = sina, 3y’(0) = —cos )

y(0)cosa + y'(0)sina =0
y(0)=0,0=0,D; y'(0)=0,0=m/2,N

Tétel spektrum unicitas
1. (0,0)v. (m/2,7/2) v. (o, B =7 — ) igen (szimmetrikusra)
2. (o, B) U (e, y # B) igen (altalanosra)
4a. (0,0) U (0,v #0) igen (altalanosra)
4b. {(¢#0,0)U(a#0,7#0)}r igen (altalanosra)
3a. (a=0,5)v. (o, B=0) V. (0,0) nem
3b. (a#0,8#0)g nem

Kitekintés: A terilet (unicitds) ma is igen aktiv. R. Weder(2000),
Gesztesy (2002), B. Simon(2006), Horvath Miklés (2007) stb.
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Fix-¢ = 0: Gelfand, Levitan, Marchenko (1952)

(1) Altalanositott Fourier-tanszformacio: (H—tér < F—tér)

7}/({7/()(7 /\) + q(X)yq(X7 A) = )‘yQ(X7 A)? yQ(Xv)‘ < 0) € LZ(O,OO)

0= [ T FO)ya(x ) dpa(h) & F(N) = /  H(x)ya(x A

Norma (Parsefal): / |f|2dx = / |F2dpg())
0 —oo

Teesség:| [~ ya(x ya(t, N lpa(A) = 8(x ~ )

Spektralfiggveny: ¥(0) =1, y4(0) = h:
Pa() - po(N) = 2V X+ 0(1)
/ ¥0(0) =0, y5(0) = h:
wor | 0 A po(N) = £ VX 4+ O(N)
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Fix-¢ = 0: Gelfand-Levitan, Marchenko (1952)

(2) Transzformacios operator technika (két spektrum)
=g (X, A) + a(X)Pq(X, X) = Mpg(X, X), = pg(A), —¢" (X, A) = Ap(X, X) = po(N)
Transzforméciés operator Povzner-Levitan reprezentécidja (Cauchy probléma XIX.sz.):

Fizikai megoldas: Jost megoldas:
YalX, ) = p(x, A) + /0 K(x, t)o(t, N)dt W49 (x, K2 = exp(ikx) + /m K(x, t) exp(ikt)alt
X
400 = 2 2 K(x,x) ) = 2. K(x.)
Gelfand-Levitan integralegyenlet: Marchenko integralegyenlet
0=F(x+t)+K(x,t)+ /O.X K(x,s)F(s+ t)ds 0=F(x+1t)+K(x, 1)+ /oc K(x + s)F(s, t)ds
Jx

Input mennyiségek: Input mennyiségek:

F(x) = 32 exp(—kix)/ [ 1957 (x, 1) P+

Flo = /_oo X A)do(3), o[22, 1(1 — exp(2i6(k)))] exp(ikx)dk

a(A) = pg(A) = po(A)
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Fix-E: Newton-Sabatier (1962), Cox-Thompson (1970)

Transzformacios operator technika ( k fix, S = {¢},T= {L},SNT = 0):
—r20 (r) 4 r2(q(r) — K2)pe(r) = —L(€ + 1)e(r), we(r) o sin(kr — £x/2 + 5£(k)), r — oo

—r2uf(r) + (0 — K*)ug(r)

pe(r) = ue(r) — [y K
GLM tipusu” integrélegyenlet.

= LU+ Nu(r), uxr vecr =t r=o
Povzner-Levitan (PL) reprezentécié és potencial:
(r, ue(t)t2dt, q(r) =

—(2/nd(K(r,r)/r)dr

K(r,t) = g(r,t) — [} K(r, s)g(s, t)s~2ds

Inverz feladat: Input fazistolasok, {64},365 eg(r,t)=

mNS modszer (Scheid (1980), |S| < o)
V(r>rn)=0,|S| 2 kn=2—10 = €max
9(r, 1) = 3 ,cs Cetie(r)ue(t) = g(t, r)
GLM: K(r, t) = 3 e Cotbe(r)ue(t)

PL (M ismert, £ € S):
Yo (r) = ue(r) = X pr s Cor Mygr (1)1 (7)

GLM: linearis egyenlet rendszer {c, }-re

Inverz feladat:

{0¢}ees = {Ce}ees — K(r,r) — q(r)
Tulajdonséaga:

Jrv(r)y=0,V(r - 0)~1/r - oo

g(t, r) input szimm. kernel = q(r)

CT mddszer (|S| = |T|, L € T eltolt imp.mom.)
9(r,t) = 30 pcs Cele(r<)ve(r) (Green fiiggvény)
Ansatz: K(r, t) = 3=, 1 Ac(r)u(t)

Nemlinearis T-re (Apagyi (1990)):

pise - LDy es e
1—ic, (1)’
Linearis A, (x)-kra:

S et ALX) 7SR = vi(x),
Inverz feladat:

{6c}ees — T — {AL(N} = K(r,r) — q(r)
Tulajdonsaga:

Jrv(r) #0,V(r — 0) < co(» 1/r)

€

tesS
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NS és CT teszt: WS potencial (n —'° Ne, E = 25 MeV)

Numerical Results — Uncharged Particles
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@ spinless particles with mass A; = 1 and A; = 20 at Ecm = 25 MeV
@ number of input phase shifts: n = 14
@ Woods-Saxon model potential
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NS és CT teszt: WS potencial (n —'° Ne, E = 25 MeV)

Numerical Results — Uncharged Particles
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@ spinless particles with mass A; = 1 and A; = 20 at Ecm = 25 MeV
@ number of input phase shifts: n = 14
@ Woods-Saxon model potential
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NS és CT teszt: WS potencial (n —'° Ne, E = 25 MeV)

Numerical Results — Uncharged Particles
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@ spinless particles with mass A; = 1 and A; = 20 at Ecm = 25 MeV
@ number of input phase shifts: n = 14
@ Woods-Saxon model potential
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WS-+Coulomb potencial (a« —'2 C, E = 25 MeV)

Numerical Results — Charged Particles
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@ particles with mass A; =4 A, = 12 and charge Z; =2 Z, =6 at

Ecm = 25 MeV
@ number of input phase shifts: n = 15
@ optical potential model

Uorig(r) — UR(I') + iUI(I') + Uc(r)
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WS-+Coulomb potencial (a« —'2 C, E = 25 MeV)

Numerical Results — Charged Particles

u() (Mev)
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4

@ particles with mass A; =4 A, = 12 and charge Z; =2 Z, =6 at
Ecm = 25 MeV

@ number of input phase shifts: n = 15
@ optical potential model

Uorig(r) — UR(I') + iUI(I') + Uc(r)
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Fix-E (kisérleti) eredmények

n — o kolcsonhatasok

n-a scattering: CT inverse potentials

u(r) (MeV)
&

Eem=11.92 MeV —— 1
Eem=13.12MeV —— 1
Eem = 16.00 MeV ——
Eem = 18.95 MeV ——— |

0 1 2 3 4 5 6 7 8
r (fm)
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n — o (kisérleti) kdlcsénhatasok

Numerical Results — Experimental Data
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n-« scattering at different scattering energies
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obtained potentials in agreement with microscopic many-body

calculations
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Fix-E (kisérleti) eredmények

n — 12C kolcsdnhatasok

u(r) (MeV)
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o

n-12C scattering: CT inverse potentials
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Fix-E (kisérleti) eredmények

12C-12C komplex potencialok
E=8-12 MeV
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Fix-E (kisérleti) eredmények

e — Ar kélcsénhatas (Williams, 12 eV)

e-Ar scattering at E; ,, = 12 eV: CT inverse potential

u(@) (au)
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Fix-E (kisérleti) eredmények

e — Ar kdlcsdnhatas (Williams, 12 eV)

V(r) (au)
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Fix-E (kisérleti) eredmények

m — 7 kdlcsdnhatas kaon kiiszdb alatt (Frogatt)

Re V(r) (GeV)
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Fix-E (kisérleti) eredmények

m — 7 kdlcsdnhatas kaon kiiszob felett (Frogatt)
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Fix—E inverz feladat (GL és M hasznalataval)

,% i (”fi;“ + q(r)) Re(r) = K2Re(r), q(r > b) = 0, Re(r = b) o sin (kb — <& + 5,(k))
Transzformaciok: bexp (—x) = r € [0,b] = x = —In(r/b) € [oo,0]; ye(x) = Re(r)/\/r

—ye" (%) + QU)ye(x) = —(£+1/22ye(x), Q(x) = r? (q(f) - kz) .= q(r) = Q(=In(r/b))/r* + K*
Inverz feladat: {5,(k)},cs = F(x) = Q(x) = q(r)

A GL egyenletet hasznalata (HA, 2008): A Marchenko egyenlet hasznalata (PA, 2014):

0=F(x+ t) + K1) + Jg K(x, s)F(s + )ds, 0= F(x+ )+ K(x, 1) + [ K(x, $)F(s + t)ds,

Az input F(x) = [*_ cos(v/Ax)do(X) egy Fx) = o5 [, ( _ e2iA(n)) & dr

integralja k|feJezheto az input fazistolasokkal: IND ! Pjoo log |f+(;{ ) dr' , (Q(x) fazisal)

Joo F(x)exp[(£+1/2)x]dx = pe, £ € S |f+( 2 P E— !

oy = J€+3/2(kb)—tan 6EY€+3/2(kb)’ tes = =lim__ o+ m, k>0,
JZM/Z(kb)*ta“ 5 Yzﬂ/z(kb) Rybkln-Tuan (2009):

GL-b8l: 2L K(x, x) = Q(x) = q(r) m(A) & iVX + 358 g (—iv/X)-

C4+1/22) +£+1/2],
Tétel a Weyl-Titchmarsh m(\)—fliggvény és a Xm0 Anlm(—(£+1/2)) + £ +1/2]

p(\) spektral fiiggvény meghatarozza egymast. Cn €s ang ismert (figgvény) egyttthatok.
. ¥2(0)/ye(0) = m(—(£+1/2)%) =
% — L — dL(t)_ = J2+1/2(kb)—tan s,zvé+1/2(kb)
¥5(0)/yx(0)  m(X) —oo At = OT A 2 =@ 54V, 1 /50R0)
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Fix-E (PA&M): teszt eredmények

q(r) (au)

N A O

10¢

Csonkolt Coulomb potencial:
qg(r<b=2)=1/r—1/b q(r>b)=0

0 05
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Fix-E (HA&GL és PA&M): teszt eredmények

qg(r<1)=1.2,9(r <0.75) =05, q(r<1)=1259(1<r<b=2)=1.125

=
o

\

H Ry
: DR 2=
\E —:'— Rl R

- —~
> L =}
31.0 : 3
S S
=

50.5 o

I

5l At |
—
0.0 : 1

0.0 0.2 04 06 08 1.0 1.2 0.0 0.5 1.0 15 2.0
r (au) r (au)
Box potencialok, PA rekonstrukciok. Step potencialok, PA rekonstrukciok.
(HA pontozott vonal.) (HA pontozott vonal.)
k=1, lmax = 10. k=1, lmax = 20.
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Osszefoglalas

» Schrdédinger egyenlet és a klasszikus Sturm-Liouville (SL)
spektralprobléma 6sszefliggése.

» SL spektral (egyértelmliségi) feladatok, nem lezart terdlet.

» Fix-¢ = 0 inverz szorasprobléma: GL egyenlet
q(t) € [0, x]-en, a Marchenko egyenlet g(t) € [x, cc)-en.
» Fix-E inverz szorasprobléma: Nyitott terllet:
(1) Newton-Sabatier és Cox-Thompson mddszer,
tovabbfejlesztésik (Scheid) széleskorlien hasznalhaté:
n—a,e—Ar,2C-2C, = — .
(2) Uj médszer, exponencidlis transzforméacié (Horvath),
teszt fazisban: box, Iépcsd, véges hatotavolsagu Coulomb
példak.
» Matematikus/fizikus hallgatoknak tag teriilet nyilik
tdk/diploma/doktori munkara.
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