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1. Bevezetés és torténeti elé6zmények

A 19. szdzad végén a fizika szdmos jelenségét sikeriilt lefrni, melyek koziil csak
néhdny igen fontos teriiletet tudunk itt folsorolni. A klasszikus Newton-féle me-
chanika Euler, Lagrange, Hamilton munkdssdga alapjdn ekkorra egy igen mélyen
kidolgozott elméletté valt. Faraday, Maxwell, Hertz és sokan mdsok munkdi nyo-
mén ismertek voltak az elektromagneses mezd viselkedésésnek torvényszeriiségei,
vilagossa valt, hogy fény is elektromdgneses hulldm. A hétant és az anyag kor-

puszkuléris elméletét Boltzmann és Gibbs munkéi osszekototték.

Maradt azonban néhény olyan kisérleti tény, amelynek értelmezése az addig is-
mert torvényszer{iségek alapjan nem sikeriilt. Két ilyen problémakort emeliink ki,
az egyik az liregsugdrzds spektralis eloszldsa, a mésik az atomok vonalas szinképe.
Az iiregsugdrzds spektrumdat 1900-ban Plancknak sikeriilt megmagyardzni két fol-
tételezés alapjén. Egyrészt, hogy az iiregben kialakulé elektromdgneses &lléhul-
ldmok egy-egy megfeleld v frekvencidji harmonikus oszcilldtornak tekinthetok,
madsrészt pedig azzal, hogy az oszcilldtorok energidja csak a diszkrét, azaz kvantu-

mos hv értékek egész szdmi tobbszorosével valtozhat:

E, =nhy, (1.1)
aholn =0,1,2..., egész szdm, h pedig a Planck dllandénak nevezett univerzdlis
konstans, melynek értéke

h = 6,626 x 10734J (1.2)

EDbbdl az kovetkezik, hogy alacsony hémérsékleten, illetve nagy frekvencidkon, mar
nem érvényes az ekviparticié térvénye, amely szerint T' abszolit homérsékleten a
kornyezetével egyensilyban 1év6 oszcilldtor dtlagos enegidja k7. Ugyanis, ha hv >
kT, akkor az oszcilldtor egyaltaldn nem képes folvenni djabb energiakvantumot,
azaz az &tlagos energidja kisebb lesz mint k7. Ennek alapjén Planck levezette
a kisérletekkel igen jo egyezésben 1évo Planck féle sugarzdsi torvényt, amely az
elsé lépés volt a kvantumelmeélet kialakuldsa felé vezetd tton. A torvény leve-
zetését, mivel az tipikusan statisztikus meggondoldsokat igényel, a statisztikus
fizika keretében szokds tdrgyalni.

Planck gondolatat vitte tovdbb Einstein, amikor 1905-ben azt foltételezte, hogy
egy anyag feliiletére esé fényhulldmban az energia szintén kvantumos természetii
abban az értelemben, hogy az atomos anyag a fénybdél hr nagysdgu fénykvantumok
egész szamu tobbszoroseivel képes energiat folvenni illetve leadni. Ennek alapjdn
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meg lehetett magyardzni a fényelektromos hatdst, vagy mésnéven fotoeffektust,
amelynél egy elegendden nagy frekvencidju fény egy fém feliiletébdl elektronokat
valt ki. A fotonokat nulla nyugalmi tomegil részecskéknek foltételezve, amikor
is1.05457266 x 1073%.J az energia és az impulzus kozott a p = E/c 6sszefiiggés 4ll
fonn, a foton impulzusdra a p = hv/c = h/\ eredmény adédik.
A tovabiakban a kvantummechanika szokdsos irdsmdédjénak megfeleléen beve-
zetjik a
h/(2w) = h = 1.055 x 10734 (1.3)

mennyiséget, amivel egy adott frekvencidju elektromdagneses sikhulldmhoz tarsitott

foton energidja és impulzusa a kévetkezd alakban irhaté
E = hw, p = hk (1.4)

ahol k = (27/\)s = (w/c¢)s, s a sikhulldm terjedési irdnya. A mez6 ilyen diszk-
rét szerkezetét és a fonti formuldkat jéval késébb, 1922-ben a Compton effektus
alapjdn még részletesebben igazoltdk. Azaz a fény kettds természete kisérletileg is
teljesen megalapozotta valt.

Feladat: Szamitsuk ki egy foton dltal meglokott elektron esetén a foton hul-
lamhosszanak megvéltozdsat a szérési szog fiiggvényében (Compton effektus
http://www.launc.tased.edu.au/online/sciences/physics/compton. html)

A misik igen rejtélyes kérdés az atomok vonalas szinképének probléméja volt.
Mint ismert, ritka gdzokban elektromos kisiiléssel gerjesztett atomok spektrumat
vizsgdlva, az atomok csak bizonyos meghatédrozott hulldimhosszakon sugdroznak,
amit a klasszikus fizika alapjdn nem lehet értelmezni. Az 1911-ben Rutherford éltal
folallitott atommodell szerint az atom egy kisméretii nehéz magbdl és a koriilotte
a mag méreténél jéval nagyobb dtmérdjii palydn keringd elektronokbdl épiil fol.
Az elektronokat a magtél széarmazé Coulomb erd tartja a palyan. A keringd elek-
tronnak azonban a mag felé mutaté gyorsuldsa van, és emiatt az elektrodinamika
torvényei szerint elektromégneses mez6t s igy azzal energiat is kellene sugdroznia.
Ezaltal viszont energidjat elveszitve a magba kellene zuhannia, azaz az atom, mint
olyan, megsziinne létezni. Ez azonban nem kovetkezik be.

Az atomok vonalas sziképének problém&janak megolddsara Niels Bohr 1914-
ben két posztuldtumot vezetett be. Ezek szerint:

1. Az atomokban léteznek bizonyos meghatarozott diszkrét Ey, Es . .. energis-
val biré staciondrius pélydk, amelyeken az elektronok anélkiil is tartésan lehetnek,
hogy kozben sugarzdssal elveszitenék ezt az energidt.
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2. Az elektronok két staciondrius édllapot kozott datugorva olyan frekvencidju

fényt, fotonokat sugdroznak ki, vagy nyelnek el, amelyre érvényes
E1 - E2 = hl/12 (15)

ahol emisszi6 torténik, ha a kezdeti pélya €, energidja nagyobb mint a végsé 5 en-
ergia, illetve forditva, abszorbcid, azaz fotonelnyelés kivetkezik be, ha a végallapot
energidja a nagyobb.

Ezeket a posztuldtumokat a kvantummechanika, ahogyan azt a mai forméjaban
is tekintjiik, alapvetobb elvekbdl kiindulva lényegében igazolja.

A kérdés azonban az, hogy egy konkrét fizikai problémandl mi hatdrozza meg
azokat a kivételes staciondrius dllapotokat, amelyekrdl a posztuldtumokban szé
van. A legegyszeriibb atom, a hidrogén esetén, amelynek csak egyetlen elektronja
van Bohr azt a modellt dllitotta 61, hogy a klasszikusan megengedett pélyak koziil
a staciondrius allapotokat abbdl a foltételbdl lehet meghatarozni, hogy az elektron
impulzusmomentuma a pélya mentén csak a h/2m egész szdmu tobbszorose lehet.
Ez az “ad hoc”, tehdt csakis az adott problémé&hoz kitaldlt kvantumfeltétel valéban
visszaadja a H atom spektruménak alapvetd szerkezetét, a Rydberg dllandét és az
egyes kisérletileg is megfigyelt (Lyman, Balmer stb.) sorozatokat. Késébb A.
Sommerfeld djabb finomitdsokat végzett és tovdbbi hasonlé kvantumfeltételekel
egészitette ki a Bohr féle el6irdst, midltal a H atom szinképének finomabb szer-
kezetére is helyes eredményt kapott. Mindazonaltal ezek a kvantumfeltételek nem
tekinthetdk kielégitének, mert csak egy adott problémara, a H atomra adtak helyes
eredményt. A tobbelektronos atomok szinképét ezekkel nem lehetett megmag-
yardzni, azokra semmilyen helyes eredményt nem lehetett a kvantumfeltételekbodl
szarmaztatni.

1923-ban Louis de Broglie azt a foltételezéssel élt, hogy a fotonokhoz hason-
l6an minden részecske, tehdt pl. a véges nyugalmi tomeggel rendelkezd elektron
is valamilyen értelemben hulldmtermészettel is rendelkezik. Az x irdnyban hala-
d6 w korfrekvencidju elektromagneses monokromatikus sikhulldm elektromos tér-
erdssége, amely bizonyos értelemben a fotont jellemzi £ = & cos(kx — wt) alaku.
Irjuk itt a hullam fizisat, vagyis a cos fiiggvény argumentumat a fonti 1.4 dssze-
fiiggés alapjan a

px/h— Et/h (1.6)

alakba. Ebbdl kiindulva de Broglie azt javasolta, hogy az x tengely mentén mozgé
adott p impulzussal és F energidval jellemzett véges nyugalmi tomegts részecskéhez
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is az x helytdl és a t id6tol fiiggd
U, (z,t) = Ceilpe/h=Et/h) (1.7)

komplex értékii fiiggvényt, egy uigynevezett hullamfiiggvényt rendeljiik hozza. Itt

C egy szdm, amelynek értékét egy késébbi konvenciéval fogjuk rogziteni. A U, (, z,t)
fiiggvény két szempontbdl is kiilonbozik az elektromdgneses hullamot leiré sikhul-

ldmtél. Noha az elektrodinamikaban is szoktunk ilyen komplex frasmédot haszndlni,
a valodi térerdsségeket az ott szereplé komplex fiiggvényeknek mindig a valds

részével azonositjuk. Itt viszont a fiiggvény eleve komplex. A mésik kiilonbség, a

p és az B kozotti kapcesolatban van. A foton esetén E = pe, ahol ¢ a fénysebesség,

s igy fotonra, vagyis a fényre w = ck. Egy véges nyugalmi tomegii részecskére

viszont az energia és az impulzus kozott bonyolultabb Osszefiiggés van. A nemrel-

ativisztikus esetre szoritkozva, egy szabad, vagyis erémentes részecske esetén

2
p
E= o (1.8)
s igy ,
U, (z,t) = CeiPa/h=2mt/h), (1.9)

Itt tehdt a hulldm fazisdéban az id6 egyiitthatéja a térkoordindta egytitthatéjanak

négyzetével ardnyos.

Erwin Schrodinger a de Broglie féle hipotézist tovabbfejlesztette, és kapcsolatba
hozta a 19. szdzadban a W. R. Hamilton altal folismert érdekes torvényszeriiséggel,
mely szerint a klasszikus mechanika bizonyos szempontbdl a geometriai optika
torvényeihez hasonl6 elvekkel is leirhat. Ennek nyoman Schrodinger megvizsgélta
azt a kérdést, hogy milyen lenne az a hulldmterjedés, amelynek hatdreseteként a
Hamilton féle geometriai optika folfoghaté. Igy jutott el a kvantummechanikdban
alapvetd szerepet jatszé Schrodinger egyenlethez, amelyben a részecske mozgédsat
nem annak koordindtdja és impulzusa, hanem egy hely és idéadatoktdl fiiggd
U(z,t) fiiggvény irja le amely &ltalanosabb mint a de Broglie féle hullam. Az
egyenlet dltaldnos alakjit a késébbiekben fogjuk targyalni. A torténeti szempont-
bdl leglényegesebb eredmény itt az volt, hogy az egyenletet a hidrogén atomra
alkalmazva, annak rogzitett energidkhoz tartozé megolddsai csak akkor bizonyul-
tak a helykoordinatdk nemszingularis (nem végtelenné vald) fiiggvényeinek, ha a
tekintett energiaparaméter bizonyos jol meghatdrozott értékeket vett fol. Ezek az
tdgynevezett energiasajatértékek, s ezek a H atom esetén éppen megegyeztek a Bohr
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féle modellbdl is kiadédé energiaértékekkel. Csakhamar vildgossa vélt, hogy ez a
helyes it az atomi jelenségek magyardzatara képes kvantummechanika kialakuldsa
felé. Az atomi részecskék leirasdsra a Schrodinger dltal bevezetett mdédszert hul-
ldémmechanikdnak nevezték el. Schrodinger eredetileg vigy gondolta, hogy a hullam-
2

fiiggvény abszolit érték négyzete |U(x,t)|* a részecske tomegsiiriiségét adja meg a

térben. Egy adott részecskét azonban mindig tobbé kevésbé jol lokalizéltan szinte
pontszeriien detektdlunk, mig a |¥(x,t)|? fiiggvény a térben ezen méretnél jéval
nagyobb kiterjedésiinek is adédhat. Ennek nyomédn Max Borntdél szarmazik az a ma
elfogadott interpretédcio, mely szerint a |¥(z,t)|?>-nek valésziniiségi jelentése van.
A részecske helyének mérésekor pl. egy fotolemezen annak a vadsziniisége, hogy a
részecskét a t idépontban az = koordindta koriili Az intervallumban regisztraljuk

|U(z,t)|?Ax. Ezt az interpretéciot részletesen elemezni fogjuk a késébbiekben.

Schrodingerrel lényegében egy idében Werner Heisenberg, majd hozza kapcso-
l6dva Born és Pascual Jordan eloszor a harmonikus oszcilldtor diszkrét energidira,
majd az atomok diszkrét spektrumanak magyardzatdra is egy médsfajta eljarast
dolgoztak ki. A mai terminolégigt haszndlva a kvantumos részecske koordinatéjat
és impulzusdt matrixoknak tekintették, amelyek a szorzdsra nézve nem folcserél-
het6 mennyiségek. Egydimenziés mozgds pl. egy linedris harmonikus oszcilldtor
esetén olyan, a koordindtdhoz rendelt X és az impulzushoz rendelt P, matrixokat
kerestek, amelyeket kiilonb6z6 sorrendben 6sszeszorozva kiilonbozé eredményt ka-

punk, és a kétfajta szorzds kiilonbsége az egységmatrix ih-szorosa:
XP, — P, X =ihl. (1.10)

Ezen matrixok segitségével folirva a kérdéses fizikai probléméhoz tartozd, a mecha-
nikdbdl ismert Hamilton fiiggvényhez tartozé maétrixot, pl. az oszcilldtor esetén
a H = P?/2m + DX?/2 Hamilton métrixot, annak sajatértékei visszadtdk a
Bohr féle staciondrius energidkat. Az oszcilldtor esetén ilyen médon a Planck
fele hipotézistdl egy kissé kiilonbozd E,, = hv(n + 1/2), eredményt kaptdk. Az
eljardst haromdimenziés mozgdsra is kiterjesztve Wolfgang Paulinak sikeriilt a H

atom staciondrius allapotait is meghatdrozni ezzel a mdédszerrel.

Az els6 latdsra két igen kiilonbozének 1atszé Schrodinger-, illetve Heisenberg-
féle megkozelitésrol késobb kidertilt, hogy szoros kapcsolatban vannak egymaéssal.
Ezt el6bb maga Schrodinger, majd Paul Dirac végiil egészen altaldnosan Neumann
Janos mutatta meg, aki kidolgozta a kvantummechanika matematikai alapjait,

amely dltaldban véve egy végtelen dimenzids linedris vektortér, egy un. Hilbert
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tér linedris transzformdcidéinak vagy maésnéven operdtorainak az elmélete. Ilyen
dltaldnossdgban ezt az elméletet nem tudjuk targyalni, néhdny olyan matematikai
tényt azonban megismeriink majd, amelyekkel az elmélet fizikai 1ényege megragad-
haté.

2. Feles spin és fotonpolarizacié

2.1. Stern-Gerlach berendezések

A kisérleti fizikdbol ismeretes a Stern-Gerlach kisérlet. Egy kdlyhabol eziistatomok
lépnek ki, majd egy kollimétor (sz{ird és gy{ijts rések) utdn egy atomnyaldbot ka-
punk, amely inhomogén mégneses mez6n halad keresztiil. A tapasztalat szerint a
mégneses mezd hatdsdra a nyaldb kettévilik. Az eziistatomok elektromosan sem-
legesek ezért az eltériilést nem a mégneses Lorentz erd gyakorolja, homogén mégne-
ses térben nincs is ilyen effektus. Az eltériilés oka az, hogy — mint kideriilt — ezek
az atomok mégneses dipélusmomentummal rendelkeznek, azaz gy viselkednek
mint egy kis méagnestii vagy egy kis kordaram. Az ilyen tulajdonsdgui részecskékre
az inhomogén mégneses mezd erdt gyakorol. Emiatt az eziistatomok eltériilnek a
berendezés mogott. Az eltériilés ardnyos a p mégneses diplélusmomentumnak az
inhomogenitds {6 irdnydba (amely legyen most a z irdny) mutaté komponensével
_ M%_Jf .

A miégneses dip6lusmomentum mindig mechanikai momentumhoz, perdiilet-
hez, azaz impulzsusnyomatékhoz kapcsolédik, azzal ardnyos. Azt gondolhatjuk,
hogy a perdiilet vektora akdrmilyen irdnyu is lehet a térben, s ennek megfeleléen
a mégneses momentumok is tetszleges irdnydak lehetnek, tehdt azt varjuk, hogy
mindenféle irdnyba jonnek ki az eziistatomok. Ehelyett lényegében csak két egy-
méstdl jol elkiiloniild irdnyban torténik eltériilés, az atomnyaldb ketté valik. Meg-
el6legezve itt a késobbi eredményeket, kideriilt hogy a két nyaldb a kisérletek sz-
erint fi/2 illetve —fi/2 impulzusnyomatéku eziistatomoknak felel meg. A lényeges
eredmény szempontunkbdl egyelore az, hogy két kimend csatorna van, ha az in-
homogenitas f6 irdnyat vélasztjuk a z tengelynek, akkor a kijové atomok +z vagy
—z irdnyba tériilnek el, amint az az 1 dbran lathato.

Takarjuk ki most az egyik kimend nyaldbot, mondjuk a —z irdnyba eltériilot,
és helyezziink el egy méasik SG berendezést az elsé utdn, amelynek az inhomogén
tere ugyanolyan, azaz z irdnyd, mint az elséé. Ekkor ennek —z-nek megfelel
kimenetén maéar nem jelentkeznek részecskék, ami érthetének létszik, hiszen azokat
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eziist atom nyalib { ms= 172

rések

fotolemez’
SIS

l ms= -1/2

kalyha specialis alaka magnesek

A Stern-Gerlach kisérlet

1. dbra. A Stern-Gerlach berendezés vézlata. A déli (S) p6lustdl az északi (N) felé
mutato irdnyt vélasztjuk z irdnynak.

mér kiszlirtitk. Legyen azonban most a méasodik berendezésiink olyan, hogy az
inhomogén mégneses mezo, az el6zoére merdleges +x irdnyu, azt tapasztaljuk, hogy
az els6bdl kijovo +z tipusu részecskék egyik fele a +x mdsik fele a —x irdnyba
eltériilve jon ki. Ez nem meglepd, mert tigy gondoljuk, hogy a z szempontjabdl +
vagy — irdnyba bedllt részecskék az x irdny szempontjabdl még lehetnek kétfélék.
Tegytink azonban most egy harmadik berendezést is be, a masodik utdn, amelyben
ismét z irdnyd a magneses mezd. Azt taldljuk, hogy azon megint van —z irdnyu
eltériilés. Tehdt ha a dolgot gy képzeltiik volna, hogy az els6 berendezés mér
kisziirte a —z irdnyu részecskéket, és azok mar ezért nem jelenkeznek a harmadik
berendezés utdn, az nem felel meg a valésdgnak. A dolog taldn még meglep6bb
ha dgy csindljuk a dolgot, hogy a két z irdnyu koziil az egyiknek a —z kimenetét
takarjuk ki, a masiknak a 4z irdnyd kimenetét. Ha csak ez a kettd van egymds
utdn elhelyezve akkor nincs kilép6 részecske. Tegyiik most be az x irdnytt a kettd
kozé ekkor megjelenik a harmadik utdn a —z (és a 4z is). Ugy tiinik, hogy az
irdnyu berendezésen athaladé részecskék elfelejtik az el6z6 sziirés eredményét. A

hagyoményos részecskeképpel ez semmiképpen nem magyrazhato!

A jelenséget leiré kvantummechaniakai szamitds részletes targyalasat késdbbre
hagyjuk, most az a célunk, hogy egyiltaldn folvizoljuk azt a modellt amelyben
a jelenség targyalhaté. A dolog megértése céljdbdl hivjunk segitségiil egy sok
szempontbdl hasonlé problémét.
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2.2. Fotonok polarizacigja

Egy lézernyalab ttjaba kalcit kristdlyt helyeziink, amely kettésen tor. A nyaldb
térben kétfelé ketté vilik, és egy polarizdtorral ellenérizhetd, hogy a két nyaldb
egymadsra merdleges irdnyban linedrisan poldros. A kalcit megfelelé bedllitdsaval
elérhetd, hogy az egyik nyaldb vizszintesen, a maésik fiiggtlegesen polarizalt legyen.
Vizsgéljuk a két nyaldb koziil csak az egyiket, pl. kitakarjuk a mdésikat. Erre a
célra a kalcit helyett helyett alkalmazhatunk egy olyan eszkozt is — polarizétort
— amely eleve csak valamely irdnyba poldros fényt enged at. Az erre merdleges
irdnyu polarizatort betéve nincs a&tmend fény. Tegyiink kézbe azonban egy az els6
polarizator irdnyaval 45°-ot bezaré polarizdtort. Az dtmend fény ismét megjelenik.

Hogyan magyardzhatjuk a jelenséget fény esetén? A lézerbdl kijové fényhullam
transzverzdlis, és elektromos vektora E = Eq cos(wt — kz). Itt Eg irdnya véletlen-
szerll, ezért dtengedjiik elészor egy x irdnyu polarizdtoron, amely kivédlasztja az x
irdnyu rezgést. Ennek nincs y irdnytd komponense, ezért van az, hogy ha a masodik
polrizdtor y irdnyu, akkor azon mar nem megy at az x polarizalt komponenes. Ha
azonban betesziink a kettd kozé egy 45%-0s polarizatort, akkor mivel az x irdnyi
rezgést felbonthatjuk egy és egy —45%-0s rezgés osszegére, a 45°-oson dtmegy a
fény (a teljes intenzitds fele),viszont ezutdn a polarizator utdn a fény mar 45%os
polarizéciéji lesz, azaz elfelejti a kordbbi rezgését. Ennek a 45°-ban polarizalt
fénynek viszont mér megint lesz y irdnyd Osszetevdje, ezért ezutdn mar 4t fog
menni a harmadik y irdnyba bedllitott polarizdtoron is. Az intenzitdsa viszont
ismét gyengiilni fog.

Ha meggondoljuk hasonlé dolog torténik az eziistatomokkal a harom Stern-
Gerlach berendezésen valé dthaladds utdn. Azt kell foltételezniink tehdt, hogy a
spin mérése szempontjabdl az eziistatomok is valamiképpen hasonléan viselked-
nek mint a fény, azaz mintha egy adott irdnyd impulzusmomentum valami fa-
jta rezgési irdnynak felelne meg, s emiatt az impulzusmomentummal rendelkez6
részecskék hasonléan viselkednek mint a polarizdcié szempontjibdl a fény. De
hogyan lehetne a spinnel renelkezd részecskét gy tekinteni mint egy valamilyen
irdnyban rezg6 vektort, hiszen itt diszkrét részecskék csapédnak be a detektorba.
Meégis err6l van sz6, és valgjdban a fény polarizdciéjanal is f6llép ez a meglepd jelen-
ség, ha figyelembe vessziik, hogy ha a polarizdtoros berendezésnél a fényforrdasbol
bejovo intenzitdst gyengitjiik, akkor itt is megjelenik a diszkrétség: a fotonokat
széamlalni lehet. Mivel a fény esetében a hullamképb6l mar tudjuk hogy minek kell

kijonni, a dolgot ennek segitségével elemezhetjik, és a kvantummechanika bizonyos
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torvényszeriiségeit ennek alapjan megéllapithatjuk.

Tekinsiink tehat egy fényforrédst, egy lézert, amelybdl kijovo fénysugarat, melynek
terjedési irdnya legyen a z tengely irdnya. Ezt datengedjiik egy polarizdtoron, amely
egy a z-re merdleges sikban 1év6 az = tengellyel valamilyen 6 szoget bezard éy
egységvektor dltal kijelolt iranyba polarizdl. Engedjiik 4t ezt a polarizélt fényt
ezutdn egy kettdsen tord kalcit kristdlyon, amelybdl a vizszintes & és a fligg6leges
7 egységvektorok &ltal kijelolt irdnyban polarizalt fény lép ki térben kiilonboz6
irdnyokba. Mivel az éyg az x tengellyel 6 szoget zar be, akkor az éy irdnyu elektro-

mos vektort félbonthatjuk
€9 =2 cosf + ysind (2.1)

alakba és {gy az x irdnyd amplitid6 cos@ ardnyban lesz kisebb, mint a bejovo
amplitids, mig az y irdnyu sinf ardnyban. Mivel a fény intenzitdsa (Poynting

vektoranak nagysdga) az amplitidé négyzetével ardnyos a megfelels intenzitdsok
I, =Iycos?6 illetve I, = Iysin’6. (2.2)

ahol Iy a bejovd intenzitds.Gyongitsiik azonban most Ip-t. A szemmel vald és-
zlelés helyett érzékeny detektorokat helyeziink a két nyaldb itjaba, amelyek pl.
kattandssal jelzik, ha egy fotont nyeltek el. Elegendden gytnge intenzitds esetén,
amikor mar csak egyszerre egy foton lehet a berendezésben, azt tapasztaljuk, hogy
vagy az egyik, vagy a mésik detektor kattan, egyszerre soha sem! Ha 6sszesen N
fotont észleltek a detektorok és az x irdnyban polarizalt fény tdtjéba helyezett N,
a masik N, szdmu fotont detektalt, akkor a tapasztalat szerint

x

~ = cos? 0 Y

NW = sin? 6 (2.3)
Nagyszamu részecske esetén ezek az ardnyok dgy interpretédlhaték, mint detektdlési
valészintiségek 6sszhangban a fonti 2.2 intenzitdsképletekkel. Ha 6 nem 0 vagy /2,
akkor nem tudjuk teljes bizonyossdggal megjésolni, hogy hova ékezik a foton az
x vagy az y irdnyt érzékeld detektorba. Abban a két specidlis esetben azonban
amikor 6 éppen 0 vagy 7/2 a kimenetel biztos. Ezért ezt a két irdnyt a a kalcit
sajatirdnyainak vagy sajatallapotainak nevezziik. Lényeges Fontos dolog az, hogy a
sajatirdnyok fiiggenek a kalcit helyzetétdl. Ha a kristalyt a bejovo fénysugar mint
etengely koriil elforditjuk, akkor a sajdtirdnyok masok lesznek, de a két sajdtirany

mindig meréleges lesz egymdsra, pl. olyan, hogy az elézé x tengellyel +45%-ot
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Fotonok polarizacioja

- [ . Az A berendezés

sajatiranyai

I |
Kalcit
A-

A

- ‘ \ . Mas sajatiranyok

tartoznak B-hez

Kalcit

B

2. dbra. Az A és a B kalcit mindegyikének két egymédsra merdleges sajatirdnya
van, de ezek kiilonboznek a két berendezés esetén.

illetve —45°-ot fog bezdrni amint azt a 2 4bra mutatja.

Az 2.1 képletben szerepld szogfiiggvények kifejezhetdk mint a a megfelel
egységvektorok belsd vagy skaldris szorzata cosf =(Z|ég), sinf = (g|ég) . En-
nek alapjan

ép =& cosf+ysinb = & (&]ég) + § (y|éo) (2.4)

frhat6. Osszevetve ezt 2.3-al azt litjuk, hogy egyetlen fotonra vonatkoztatva
a jelenséget tgy lehet magyardzni, hogy a detektdldsi valészziniiségeket a bels6

szorzatok négyzeével azonositjuk:

P, = cos® 0 = | (z]eq) %, P, =sin?0 = | (yley) |. (2.5)

2.3. A valésziniiségi amplitido fogalma

Tekintsiik az el6z6 kisérletet, a polarizatoron dtmend nyaldb atmegy egy kalcit
kristdlyon, majd utdna tjra egyesiilnek. Engedjiik a4t az egyesitett nyaldbot egy
olyan polarizatoron, amely csak ¢ irdnyba enged at. Ha &’ merdleges é-re, akkor az



2 FELES SPIN ES FOTONPOLARIZACIO 15

elébbi elgondolés szerint, a fény ismét mint & cos 6 + ¢ sin 6 irdnyban rezgd vektor
modjdra egyesiil, s ez alapjan azt varjuk, hogy az utébbi é’-s polarizdtoron mar
nem megy &t semmi, mert (é'|é) = 0

Ha viszont a fotonokat mint klasszikus részecskéket képzeljiik el, akkor a kovet-
kez6képpen kellene eljarnunk. A részecske dtmegy az els® berendezésen és utdna
ha az  irdnyban polarizlt akkor ez |(2]ég)|* = cos? 0 valdszinfiséggel torténik,
majd ezutén az & irdnyban |(¢/|2)]* = |—sinf]® = sin?0 valSszinfiséggel de-
tektaljuk. Annak valdsziniisége tehdt, hogy a foton elébb az x irdnyba polar-
izalédik, majd dtmegy az &' irdnyba allitott polarizdtoron sin?f cos? 6, mivel a
két eseményt fiiggetlennek tekinthetjiik. A mésik lehetéség, hogy a foton a kalcit
utén az y irdnyba lesz polarizélt |<3)|é9)|2 = sin?6 valdszinfiséggel, majd innen
az &-be [(€'|9)]> = |cosO)® = cos20 valészintiséggel kerill. Ha a kétfajta it
fiiggetlen, marpedig a klasszikus kép alapjdn ezt gondolhatjuk, akkor az ©sszes
val6szinfiség a kétféle ithoz tartozé valészintiségek Gsszege vagyis 2sin? 6 cos? 6.
Ez pedig ldthatdlag kiilonbozik a hullimkép alapjan kaphaté valészintiségtol, ami
(é'|é) = 0 esetén nulla volt.

A helyes eredményt a hullamkép adja a tényleges valésziniiség a fonti kisérlet-
nél:
P(e' —e) = [(¢|2) (2]ég) + (&'|9) (9léo) |? (2.6)

Konklizié: Minden e — e’-hoz hozzdrendeliink egy igynevezett valészindségi am-
plitudét: c(e’ + e) = (€'|]e), ez egy szdm, amely dltaldban véve komplex, és ha a
részecske tobb kiilon dton is mehet, akkor az egymads utdn kovetkezd lehetdségek
amplitudoéit ossze kell szorozni, illetve ha ez to6b titon is térténhet, akkor a megfelel®
amplitidokat ossze kell adni és a végén négyzetre emelni, ez adja a valdsziniiséget. A
zaz nem szabad a valészin{iségeket 6sszeadni, hanem a megfelel amplitudékat kell

Osszeadni és a végén négyzetre emelni.

Létezik olyan kristédly, amely a rdest sikhullamot két, ellentétes értelmii cirkulé-
risan poldros nyaldbra bontja 4+ és —, az amplitidé barmilyen linedrisan polédros
bees6 irdnyban. FEnnek alapjan ki lehet deriteni, hogy az amplitidék komplex

szamok.

A Stern Gerlach berendezésre visszatérve, eziist atomok esetén két kimenet
volt, de ugyanez a helyzet Na, K atomok esetén is. Hasonlé jelenséget tapasztaltak
mds atomok nyaldbjaindl is, azzal a kiilonbséggel, hogy tobb kimend csatorna is
lehetséges. Pl. higany (Hg) esetén ez 1, vanddium esetén 4, mangan (Mn) esetén 6,
vas (Fe) esetén 9. Az ok a kérdéses atomok sajatimpulzusmomentumédval, spinjével
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van kapcsolatban és a magyarazatot késébb latni fogjuk.

Az ilyen tipusi kisérletekbdl a kivetkez6 szabédlyok vonhatok le. Van egy kezd6
bemend allapot, jeloljiik ezt 1-vel, amit valamilyen médon preparédltunk. Ez be-
megy egy olyan berendezésbe, amelynek n kiilonb6z6 kimenete lehetséges, amely
utdn a részecske tobb kiilonb6z6, a berendezésre jellemz6 wug, kK = 1,2,...n &l-
lapotba keriilhet (egy részecske mindig csak egybe). Minden kimenethez rendel-
hetiink egy komplex szdmot a cx = (ug|y) valésziniiségi amplitudét, amelynek
abszolit érték négyzete megadja azt, hogy mekkora valészintiséggel megy a k-adik

csatorndba a részecske:
Plug, — ) = [{url)” = |ex]*. (2.7)

de errol csak gy tudunk meggy6zddni, ha oda is tessziik a detektort. Mivel a

részecske valamelyik csatorndba biztosan megy:

Do) = lel* =1 (2.8)

Ha eleve valamelyik uy dllapot volt a bejovd, akkor az eredmény biztosan ugyanez

lesz: csak a k-adik csatorndba torténik kimenet, a tobbibe biztosan nem, azaz:

[ Cuglu)] = 1, (2.9)
(uglu;) =0, ha k#IL (2.10)

Emiatt az wuy dllapotokat az adott médon bedllitott berendezés sajatéllapotainak
nevezziikk. Megéllapodunk tovdbba abban, hogy azonos be- és kimen6 allapot

esetén, nem csak az abszolut érték, hanem maga a szorzat is 1: (ug|ug) = 1.

Ha a részecskét elébb beengedjiik egy madsik berendezésbe amelynek sajatél-
lapotai v;-k, majd a csatorndkbdl kijovo részecskenyaldbokat djra egyesitjik, és

ezutan engedjiik az A berendezésbe, akkor az uy mérési eredmény amplitudéjat a

Z (ug|vi) (vi|¢) (2.11)

i

osszeggel kell kiszamitani.
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3. Young kisérlet, De-Broglie hullamok, szabad

részecske Schréodinger egyenlete

Ebben a szakaszban a részecske térbeli helyzetének jellemzésével foglalkozunk. Egy
alapvet6 kisérlet ezzel kapcsolatban amit Thomas Young végzett el elészor fénnyel
1803-ban. Egy fényforrassal szemben egy ernyén két nyilds van amelyeken keresztiil
a fény egy tovabbi erny6re jut, ahol interferenciakép keletkezik. Ez a kisérlet fontos
bizonyitéka volt annak a hipotézisnek, hogy a fény hulldmtermészet{i. Ugyanilyen
kisérletet azonban el lehet végezni véges tomegii részecskékel pl. elektronokkal,
sOt anndl jéval nagyobb atomokkal, még molekuldkkal is, és az interefernciakép
szintén kialakul. Részletesebben megnézve azonban a kép kialakuldsat az deriil ki,
hogy a kép egyedi, 1ényegében pontszerii becsapdéddsok Osszességeként alakul ki,
amint az a 3 dbrasoron lathatd, nem {igy mint pl. vizhulldmoknal.

Az el6z6 szakaszban megismert formalizmust erre az esetre fogjuk alkalmazni.
A részecskének az ernydre valé érkezési pontjanak csak az egyik koordinatdjat
vizsgaljuk, legyen ez az x koordindta amely merdleges az dbrdn lathaté csikokra.
Ahhoz a jelenséghez, hogy az eredetileg valamilyen 1 allapotban 1év6 részecskét
az x helyen regisztrdlunk, egy (z|¢) komplex szdmot, valdszin{iségi amplitudét
rendeliink. Ezek 6sszességét tekintve, most nem egy szamsorozatot kapunk, hanem
egy x-t6l fiiggd fliggvényt:
(z¢) = ¥(x) (3.1)

amely a v dllapot jellemzésésre haszndlhaté. A 3 dbran ldthaté interferenci-
akép a kovetkezdképpen magyardzhaté. Az eredetileg ¢ dllapotban 1évé részecske
beérkezhet az els6 réshez az erny6n, ahol is az dllapotét jeloljiikk ¢1-el, Az ehhez
arendelt amplitudé (¢1]1) . Ezutdn tovdbbhaladva regisztraljuk a hatsé erny6n az
x helyen. A utébbi folyamathoz rendelt amplitidé (x|¢1). Ahhoz a részfolya-
mathoz, hogy a részecske az az 1. résen érkezik az x helyre, a teljes amplitido
(x|p1) (1)) . hasonléan, annak az amplitidéja, hogy ugyanez a 2. résen dthal-
adva torténik (z|ps) (pa|1)) . A teljes amplitids a két lehetdség dsszege, azaz:

() = (z|@1) (p1]¥) + (z|p2) (palth) (3.2)
Y(x) = p1(2) (P1|Y) + p2(z) (p2[v) = crp1(z) + c2p2() (3.3)

ahol ¢; = (p1|Y), ca = (p2|th) . A részecske megtaldldsi valdszinlisége az ernydn
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3. dbra. Kétréses kisérlet eredménye elektronokkal. Az a, b,c,d, e, dbrdk egyre
hosszabb expoziciés idével mutatjak a felfogd ernydn az elektronok érkezésést.
Lathato, hogy az interferenciakép egyedi becsapéddsok eredménye. Ez teszi sziik-
ségessé a kvantumos részecskék hullamtermészetének valdsziniiségi értelmezését.
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plx) = |1/J(x)|2, és a szuperpozicié miatt a két lehtéség interferencidja lép fol: a

négyzetreemelés utdn:
(@) = erpr(@)]” + [eaga()]” + 2Re cieai] (@) (). (3.4)

Az utolsé tag miatt f6llép az interferencia, lesznek helyek ahova kis valészintiséggel
érkezik a részecske, ezek a sotét csikok a végsd dbrin, és lesznek olyanok, ahova
gyakran csapédnak. A kvantummechanika megadja a fonti ¢ () és @o(z) konkrét
alakjat is, de ezzel itt most nem foglalkozunk, hanem csak egy dltaldnos kijelentést

teszilink arra nézve, hogy milyen lehet egyiltaldn egy ilyen fiiggvény.

Milyen lehet tehdt egy konkrét esetben a t(x)? Akdrmi is lehet, csak annyi
van eloirva, hogy legyen négyzetesen integralhato, és a teljes x tengely mentén vett
integral legyen 1

/ (@) do = 1 (3.5)

mert a részecske valahovd biztosan érkezik az x.tengely mentén. Azt mondjuk

ilyenkor, hogy a fiiggvényiink 1-re normalt.

Ilyen fiiggvény pl. a 1(z) = Ne~®/47" ahol N egy tdgynevezett normaldsi
tényez0, amelyet gy kell megvdlasztani, hogy a négyzetintegral 1 legyen. Ezt a

kovetelményiinket a késébbiekben majd még finomitjuk.

Egy fontos esetet javasolt de Broglie, legyen egy adott p impulzusi részecske
esetén W, (z,t) = Ce!**=Y) ahol k = p/h, w = E/h, ahol egy m témegii nemrel-
ativisztikus részecske esetén E = p?/2m. Megjegyezziik, hogy ebbdl az kovetkezik,
hogy most w # kc, hanem w = % Ennek alapjén a de Broglie hulldm alakja
mésképpen:

U, (x,t) = Cellpr/h=Et/h) (3.6)

Meélyebben is meg lehet alapozni, hogy egy p impulzusi &llapot amplitidéja
éppen a fonti ¥, (x,t), de ezt most nem tesszikk. Komoly hétrany, hogy ez nem

négyzetesen integralhato.

Schrodinger olyan differencidlegyenletet keresett, amelynek ez megoldésa, to-
vabbd olyat, amely idében elsérendii. Allitas: W, (x,t) eleget tesz a kovetkezd

egyenletnek:
m@llp _ _h_2 0*v,
ot 2m Ox?

(3.7)
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Bizonyitas:

., ov ov ip 0*v P2
’Lha—tp = E\I/p, a—; = E\I/p, axzp = —ﬁ\lfp, (38)

a 3.7 egyenlet tehdt fonndll, ha figyelembe vessziik, hogy E = p?/2m. Folhivjuk

madr itt a figyelmet arra, hogy a kozéps6 képlet szerint, a de Broglie hulldm esetén
OV

fzha—xp =p¥, (3.9)

azaz a ¥, derivdltjdnak —ih szorosa a W,-nek éppen a p szerese. A de Broglie

hulldm alakjal adott — mondjuk ¢ = 0 — id6pontban v,(z) = ﬁei’“, ahol C-t

szokédsosan werT nak véalasztottuk. A védlasztds okat késdbb latjuk majd.

Am mostantél ne a de Broglie hulldm alakjat tekintsiik alapvetének, hanem
magét a 3.7 egyenletet, és nézziikk meg, hogy milyen egyéb megoldésai lehetnek az
ov n? 0*v

ih— =

ot = 2m 0aZ (3.10)

egyenletnek, amelyet a szabad részecske Schrodinger egyenletének neveziink. En-

nek megoldédsa barmely

3 Cpeitvsz=En/n (3.11)

véges vagy végtelen szuperpozicié is, amelyre F; = p? /2m. Ez azonban mar nem
lehet meghatdrozott impulzusi 4llapot, mert lathatélag sok kiilonbozd p; szerepel
benne. Ugyanakkor a fonti diszkrét végtelen 6sszeg sem négyzetesen integralhato.
Viszont megoldds és négyzetesen integralhaté lehet, ha folytonos tsszeget tekin-
tiink, diszkrét C; -k helyett egy megfelel6 C(p) valés véltozés fiiggvénnyel:

U = /C(p)ei(px—Et)/hdp — /C(p)ei(pm_p%/zm)/hdp (3'12)
A t =0 idépontban ez
. 1 -
z)= [ C(p)e*/"q :—/ er/hg 3.13
v@) = [Cwer iy = —= [ e ap (3.13

Integralds itt a (—oo, 00)- re torténik, de azt mostant6l nem irjuk ki. Raismeriink,
hogy a 3.13 formula éppen a IZ(p) fiiggvény Fourier transzforméltja. Az inverz

transzformaécio:

_ L e~ Pr/h 1
0 = <= [v@e i (3.14)
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A Parseval-Plancherel tétel szerint, ha
[liwra =1, akkor [ sl =1 (3.15)

azaz ha a 1(p) normalt, akkor a ¢(z) is normalt.

A Schrodinger egyenlet a hulldmfiiggvényre potencidlos térben a kovetkezd

alaku:
ov K2 0?0
he . — .~ — /] 1
ih 5 5 D22 + V(x) (3.16)
Ennek haromdimenzids dltaldnositasa:
L O0v K2

4. Hilbert tér és linearis operatorai, Dirac jel6lés

Az el6ézd szakaszban lattuk, a mikrorészecskék tulajdonsdgai magyardzhaték egy
matematikai képpel, melyben a részecske allapotvaltozasait komplex szdmokkal,
val6sziniiségi amplitidokkal, irjuk le. Ezeket egy 1 absztrakt dllapotbdl egy mésik
@ &llapotba valé atmenethez rendeljiik, és (p|y)-vel jeloljiik. Ennek abszolit
érték négyzete mondja meg azt, hogy mekkora az dtmenet valészin{isége. Azon-
ban ha jobban meggondoljuk, a dolgot tulajdonképpen meg kell forditanunk, egy
dllapot megaddsa éppen azdltal torténhet, ha ezeket az amplitiddkat megadjuk,
oly médon, hogy megmondjuk, hogy egy adott mérdéberendezés esetén az egyes
csatorndkba, vagy az egyes helyekre mekkora amplitiddval jut a részecske. Az
allapotrél akkor lehet konkrétan beszélni, tehdt éppen azaltal tudjuk jellemezni,
hogy megmondjuk, mekkordk ezek az amplitidék valamilyen kivélasztott menny-
iség mérése szempontjibol. Megjegyezziik még, hogy mivel egy részecske dllapota
sziikségképpen megviltozik a mérés soran, a konkrét méréshez az sziikséges, hogy
sok azonos moédon prepardlt részecskével végezziink mérést. Ha a részecskén sem-
mifajta mérést nem végeztiink, vagy nem minden lehetséges amplitiddjat ismerjiik,
az allapotot akkor is lehet alkalmas mdédon jellemezni, errdl azonban itt egyelére
nem lesz sz6.

Eme tapasztalatok alapjdn a kvantummechanika kialakuldsa utdn réovidesen ki-
formalédott az a matematikai keret, amely alkalmas a mikrorészeskék tulajdonsé-
gainak tédrgyaldsdra, amely a Hilbert terek linedris operatorainak elméletén alapul.
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Ennek lényege, hogy a részecskék dllapotait egy linedris, belsd szorzat struktira-
val is elldtott vektortér elemeiként kell tekinteni, a jellemz6 fizikai mennyiségeknek
pedig a téren értelmezett linedris operdtorok felelnek meg. Ezen megfeleltetés pon-
tosabb részleteit a kovetkezOkben majd axidmaszeriien is ki fogjuk mondani, el6bb

azonban bevezetjiik az dllapottér azaz a Hilbert tér fogalmat.

Jelolésiinkben Dirac nyomdan a vizsgdlandé halmaz, a Hilbert tér elemeit a
[¥) o), |#),|x) médon fogjuk jelslni, amelyekre a kozonséges haromdimenzids
vektorokhoz nagyon hasonlé tulajdonsdgok érvényesek, azaz ezeket ©ssze lehet
adni és komplex szdmmal szorozni, és ezek ismét a tér elemei lesznek. Mésképpen
szolva a tér elemein két miivelet definidlhato, a kommutativ és asszociativ 6sszadds
és a szdmmal valé szorzds, azaz 1 + ¢ és av is a tér eleme, ahol a egy komplex
szam. Az elemeket vektoroknak fogjuk nevezni. Mivel a szorzds komplex is lehet,

ennyiben bonyolultabb a vizsgélt tér a kozonséges vektorok terénél.
TetszOleges elemekre érvényes, hogy

L) +|p) = l¢) + [¢) kommutativ, ) + (lo) +[x)) = (V) +19) + [x),
asszociativ, létezik egyetlen olyan vektor @) , amelyre [¢) + 0 = |[¢)),

IL a () + o)) = alv)+ale), (a+b) [¢¥) ¢ = alp) +b[), a(bly)) = (ab) |¢) ,
L[y) =), 0[y) =0
Az utolsé tulajdonsdg miatt a 0 szdm és a () vektor kozott a tovabbiakban nem

kell kiilobnbséget tenni.

Linedris fiiggetlenség. A ¢1 |p1) + ca|p2) + ... cn |on) alaki kifejezést a |¢1),
|p2) ... |¢n) linedris kombindcidjanak nevezziik, A |p1), |p2)...|¢n) elemeket li-
nedrisan fiiggetleneknek nevezzik ha a c1 |¢1) + c2|p2) + ... ¢n|@n) = 0 Ossze-
fiiggés csak a ¢y = co = ... = ¢, = 0 esetben teljesiil. Egyébként a vektorok
linedrisan Osszefiiggdk. A vektortér véges és éppen n dimenzids, ha létezik n
szamu linedrisan fiiggetlen vektor, de ennél tobb méar nincs. Ha tetszdleges szamu

linedrisan fiiggetlen elem létezik, akkor a tér végtelen dimenzids.

A kvantummechanikai leirds a linedris térnél gazdagabb struktirdt kovetel,
ezért definidljuk a vektorok skaldris vagy belst szorzatét is. Egy rendezett |¢) | )

elempédrhoz egy komplex szdmot rendeliink: ezt két ekvivalens moédon is fogjuk

frni: (|9), |g)) illetve (¢[) vagyis

(), 19)) = Wle) - (4.1)

Ez a kozonséges belso szorzattal majdnem azonos tulajdonsdgokkal rendelkezik.
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A madsodik tényezdében linedris:

(1) 10) +1x) = Wlo) + Wx)  (Wlaw) = a(Ple), (4.2)

de a tényezok sorrendjének folcserélésekor az eredmény a komplex konjugélt szdm

(®lo) = {pl)” (4.3)

S emiatt

(alp) = a” (Ylp) - (4.4)

4.3-b6l kisvetkezden (1|1) valés, és posztuldljuk, hogy
(W) >0, és (P|p) =0 akkor és csak akkor, ha ¢ =0 (4.5)

A vektor hossza, vagy norméja |¢| = +/(¢). Az ily médon kapott tér egy
bels6 szozat tér, vagy véges dimenzids esetben szokdsos a komplex euklideszi tér

elnevezés is.

A belsd szorzat segitségével értelmezhetd két vektor, a ¥ és ¢ tdvolsdga, amelyet
[t — | definidl. Ertelmezhetd az elemek sorozata, illteve a tdvolsdg fogalmanak fol-
hasznéldsaval a konvergencia illetve a hatdrpont is.Ha a vektortér véges dimenziés, akkor
a valés szémokra vonatkozé ismert tételhez hasonléan meg lehet mutatni, hogy minden
Cauchy sorozat konvergens a térben. Azaz, ha ¢, egy olyan sorozat, hogy |p, — ©m]
tetszblegesen kicsivé valik valahdnyszor n és m is elegendéen nagy (ezt nevezziik Cauchy
sorozatnak), akkor a sorozat konvergens, vagyis létezik olyan ¢ elem a térben, hogy
lon — | — 0, azaz p,, — @ . Végtelen dimenziés térben ez nem fsltétlenil van igy.
Ha igy van, akkor az a tér egy tovabbi, az el6z6ektd] fiiggetlen tulajdonsdga, és ekkor a
teret teljesnek nevezziik. A linedris belsd szorzat teret, amelyben minden Cauchy sorozat
konvergens, tehét ebben az értelemben teljes is, Hilbert térnek nevezziik. A véges dimen-

zi6s euklideszi tér — teljes lévén — automatikusan Hilbert tér is.

Altérnek nevezziik a tér azon részhalmazait, amelyek maguk is rendelkeznek a
fontebb kirétt tulajdonsdgokkal. Két trividlis altér létezik, az egyik a teljes tér, a

mésik a csak a 0 vektorbdl allé tér.

Fontebb mar Dirac jelolését alkalmaztuk, Dirac matematikus kortédrsainak ered-
ményeitdl fiiggetleniil 1ényegében maga is megfogalmazta ezeket a tulajdonsdgokat.
A linedris tér elemeire a belsd szorzat font hasznilt jelslésébdl kiindulva, magukat
a vektorokat is elldtta a zdrdjel felével, azaz a ¢ vektorra a |p) jelolést vezette be,
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és ezeket ket-nek nevezte. A (1|p) skaldris szorzatot pedig gy tekintette mint egy
a ketek halmazan vett komplex értékii linedris fiiggvényt, funkciondlt. Az sszes
ilyen funkciondl halmaza a ketek terének duédlisa, maga is linedris tér. Ezen tér
elemeit Dirac (1]-vel jelolte és ezeket bra vektoroknak nevezte el. A bra és a ket
szavak a (|) jel angol elnevezésének “bracket” megfelel$ részeire utalnak. A bra

vektorok a kovetekezo tulajdonsdguiak:

(at) + bp| = a” (Y] + b7 (¢ (4.6)

Mig a matematikdban a tér belsd szorzat struktiurijat egy kiilon tulajdonsdgként
fogtak fol, a Dirac jelolésben kezdettdl fogva benne van ennek a strukturdnak a
jelenléte. Mindazondltal ennek a jelslésmédnak, mint aldbb 1atni fogjuk, a forma-
lizmus alkalmazdsakor jelentds elényei vannak.

Ervényes a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenség:

[ (Dlo) | = [l el (4.7)

Alp1),lp2), ..., |¢n) elemekrdl azt mondjuk, hogy ortogonélis és normélt (rév-
iden ortonormalt) bazist alkotnak az n dimenzids térben, ha egyikiik sem a nulla
vektor, és
lhai=yj

0 hai#j (4.8)

(pilj) = 6i; = {
Az igy megadott vektorrendszer valéban bazist alkot, azaz linedrisan fiiggetlenek.
Tekintsiik ugyanis a ¢1 [p1) + ¢2 |@2) + ...cn|on) = 0 egyenlbséget, és szoroz-
zuk meg azt skaldrisan (pi| -val k = 1,2...n. Az ortonorméltsiag miatt kapjuk,
hogy ci (¢k|vr) = 0 minden k-ra, azaz ¢, = 0, minden k-ra, ez pedig éppen azt
jelenti, hogy a fonti vektorok linedrisan fiiggetlenek. Az algebrabdl ismert Gram-
Schmidt-féle ortogonalizaciés eljardssal linedrisan fiiggetlen vektorokbdl, paronként

ortogondlis vektorrendszer képezhetd..

4.1. Linearis operatorok:

Egy mikrorészecskét egy valamilyen fizikai mennyiséget mérd mérdberendezésbe
juttatva, a mikrorészecske dllapota megvéltozik, ez az oka annak, hogy a mérdbe-
rendezéseket illetve az dltaluk mért fizikai mennyiségeket a kvantummechanikdban
operdtorokkal irjuk le, amelyek a vektorokat egymédsba transzformaljak.

Egy a H-bdl sajatmagdba megval6sité ¢ — Ap = @ leképezést linedris
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operdtornak neveziink, ha teljesiil a kovetkezd két osszefiiggés:
Alp+x) = Ap+ Ax, & A(cp) = cAp (4.9)

A linearitdsbol kovetkezik, hogy a 0 vektorhoz minden linedris operdtor a 0 vektort
rendeli hozza.

Pontosabban a ¢ — Ay = 1) leképezést, mely H valamely D4 részhalmazat (A
értelmezési tartomdnydt) H egy mdsik R4 részhalmazdra képezi le linedris operdtornak
neveziink, ha minden ¢, x € D 4 elemre ha teljesiilnek a 4.9 osszefiiggések. Két operdtor
egyenld ha értelmezési tartoméanyuk megegyezik, és minden p-re Ap = Bip.

Megmutathaté, hogy véges dimenziéban a linedris operdtorok értelmezési tartomdnya
természetes médon kiterjeszthetd a teljes térre, amennyiben nem lennének a H tér min-
den vektoran értelmezve. Végtelen dimenziéban ez csak az uigynevezett korldtos opera-
tokra igaz. Az A operdtort korldtosnak nevezziik, ha létezik olyan pozitiv C' szdm, hogy
tetszbleges p-re |Ap| < C |p|. Egyszerii megmutatni, hogy az A operdtor korldtossdga
ekvivalens azzal a tulajdonsdggal, hogy tetszdleges ¢-hez tarté (o, sorozatra az Ay,
sorozat A -hez tart. Ez utébbi tulajdonség a folytonossdg. Egyszerti megmutatni, hogy
véges dimenzids térben minden linedris operdtor korlatos, tehdt folytonos, igy a teljes
térben értelmezhetd.

A kvantummechanikai problémdkhoz tartozé Hilbert terek &ltaldban végte-
len dimenzidésak és az el6fordulé fizikai mennyiségek operdtorai nem korldtosak.
Ezért az aldbb kovetkezod dllitdsok tovabbi foltételek és dltaldnositdsok nélkiil
matematikai szigorisdggal csak véges dimenzids esetben érvényesek, de a foltételek
alkalmas finomitdsaival (az értelmezési tartomany, megfeleld dltaldnositdsok és
kiterjesztések segitségével) lényegében végtelen dimenzidra is dtvihetdk, ezekrél
a matematikai irodalom tanulményozdsaval tdjékozédhatunk

Operatorok osszegét és szammal vald szorzatédt a kovetkez6 formulédk értelmezik:

(A+B)|p) = Alp) + Bly) (4.10)
(cA) @) = cAlp) (4.11)

Az bsszeadds a linearitdsbol kovetkezben konnyen beldthatéan asszociativ (A+
B)+C = A+ (B+C) és kommutativ: A+ B = B+ A. tovabb4 a szorzdsra nézve
disztributiv. A hatdsat a |¢)) vektorra kétféleképpen is fogjuk frni: A |¢) = |Ay) .
Az I- vel jelolt egységoperdtor hatdsa minden vektorra I |) = [¢), a 0 operdtort
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pedig a 0]¢) = 0 definidlja.
Két operdtor szorzata ABp = A(Byp). Az sszeadds a szorzdsra nézve dis-
ztributiv. Altaldban ABg és BAgp két kiilonbozé vektor, azaz AB # BA : a két

operdtor dltaldban nem folcserélhetd. Bevezetve az
[A,B]:= AB— BA (4.12)

definiciéval két operdtor kommutdtordt, mdsképpen azt mondhatjuk, hogy két op-
erdtor kommutétora dltaldban nem 0.

Inverz operdtor: Azt mondjuk, hogy az A operdtornak van inverze, ha létezik
olyan A~!-el jelslt operdtor, amelyre AA~! = A=1A = I. Ez az A~! az A operétor
inverze, tovabb4 ldthatolag (A~1)~! = A.

Nem minden operatornak van inverze, de ha van, akkor az egyértelmiien meghatéro-
zott. Ha u.i. A-nak B és C is inverze, akkor AB = I = AC lenne, igy B — C =
B(AB — AC) = 0, azaz B = C. Beldthat6, hogy az inverz létezésének sziikséges és

elegendd foltétele az, ha barmely |1))-hez egy és csak egy olyan ¢ vektor van amelyre

Aly) =

4.2. Reprezentacidék, operatorok matrixa

Legyen |u;) egy ortonormalt bézis a téren. Ekkor egy |¢) vektor kifejthetd ezek sze-
rint valamilyen ¢; egyiitthatokkal [10) = > ¢; |u;) . A ¢; egyiitthaték megkaphatok,
ha megszorozzuk ezt a kifejtést skaldrisan magukkal a bézisvektorokkal. A bels6
szorzat linearitdsa és a bdzis ortonormaltsdga miatt kapjuk, hogy: (uj|¢) =

> ci (ujlus) = ¢j. Ily médon a |¢) kifejtése az aldbbi médon is irhaté

¥y =Y eilu) =D ui) (uily) (4.13)

Az (u;|Y)) = ¢; szdmokat a [1)) vektor reprezentdcidjanak szokds nevezni az |u;)
bdzison, és ezeket gyakran egy oszlopba frva adjuk meg a |¢) vektort. Két vektor

skaldris szorzatat (1|) -t az |u;) bézis segitségével a kovetkez6képpen szamithatjuk
ki. Legyen |¢) = >"¢; |u;) és o) = bj|u;), ekkor :

(Ylp) = <Zcu Zb uj> = Zc;‘bj (4.14)

A Dirac féle beszédmad itt a kovetkezd: alkalmazzuk a |p)-re a (] = > ef (u]
bra vektort. A ¢} sorvektor a (1| bra reprezentdcidja az |u;) bézisban. A ¢
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és b; kifejtési egytitthaték egyenként fiiggenek attdl, hogy mi az a bazis amelyet
haszndlunk, de maga a ) ¢fb; skaldrszorzat ettél fiiggetlen. Egy mdsik bazisban

kiszémitva a belso szorzatot az eremény ugyanaz a szam.

Tekintsiik most az eldbb latott ) = > ; |u;)(u;|y) Osszefiiggést. Ezt dgy is
folfoghatjuk, hogy ha a " ; |u;)(u;| vel skaldrisan megszorozzuk a |1))-t, akkor |¢)-t

onmagat kapjuk vissza, azaz ez az Osszeg ugy viselkedik mint az egységoperator:

Zi lug) (ui| = 1 (4.15)

Most megmutatjuk, hogy egy ilyen tipusi ifrasméd tetszoleges linedris op-
erdtorra atvihet6. Tekintsiink egy A linedris operdtort. Ez egyértelmiien meg
van hatdrozva, ha egy |u;)ortonormélt bdzison megadjuk a hatdsit. Ugyanis
Alu;) = |¢;) minden i-re maga is egy-egy vektor térben, tehat maga is kifejthet
az |u;) bézison:

Alug) = [¢) = Zaki |uk) (4.16)
k

valamilyen ag; komplex szdamokkal, s igy egy tetszdleges
[v) = Zci lui) = Z |ui) (usl) (4.17)

vektorra:

Ay =" Alus)(uslv) =Y ani |ug) (wil ) - (4.18)
i ik
Ezt az eredményt Dirac nyomén gy szokds irni, hogy

i,k

Az |ug){u;| menyiségeket, amelyek a fontiek szerint maguk is linedris operatorok
a bazisvektorok kiilsé szorzatdnak (diddjanak) is szokds nevezni. Léthatd, hogy
ebben a bels6 szorzat struktirdval rendelkezd térben minden linedris operédtor egy
bézis vektoraibdl alkototott ¢sszes lehetséges didd valamilyen linedris kombindcié-
jaként frhat6 fol. Az ayp; szdmokat az A operdtor métrixelemeinek nevezziik az
|u;) ortonormalt bazisban, és ezeket explicit médon meghatarozhatjuk az A |u;) =
> ag; |ug) (4.16) Osszefiiggés alapjan. Az utébbit skaldrisan szorozva (u;|-vel és
k

a bdzis ortonormaéltsigdt folhasznalva ugyanis azt kapjuk, hogy aj; = (u;| Au;) =
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(uj| Alu;) , azaz az 4.19-ban szereplé métrixelemek kozvetleniil kiszamithatéak az
ag; = (ug| Au;) = (ug| Alw;) (4.20)

Osszefiiggéssel. Az ag; matrixot, amely nyilvanvaléan fiigg a vdlasztott ortonormalt
bazistol szokds az az A operdtor reprezentdcidjdnak is nevezni az |u;) bézisban. A
fontiek alapjén a |p) = A|¢) transzformdcié a |¢) = >, by |uk) és Y, bi |up) =

7 agi [uk) (i) = > ak; |uk) ¢; egyenldség alapjan az |uy) reprezentédciéban by, =
>, akici alaki. Azaz |uy) reprezentacioban:

o) = Aly) = b =Y anic; (4.21)

Egyszeriien ldthatd, hogy operdtorok osszegének matrixa a megfelelé métrixok
Osszege, egy szammal szorzott operdtor métrixa a matrix szdmszorosa. Két opera-
tor szorzatdnak métrixa a megfeleld métrixok szorzatdval egyezik meg. (Bizonyit-
suk bel!)

Adjungalt operator. Minden A linedris operdtorhoz hozzéarendelhet6 egy masik
At operdtor a kovetkezOképpen. Irjuk el, hogy tetszbleges ¢ és v esetén alljon

fonn a

{pl Ap) = (AT olp) = (¥|ATp)" (4.22)

osszefiiggés. Az A1 operdtort A adjungaltjanak nevezziik. A (4.22) kovetelmény
az AT operdtort egyértelmiien meghatdrozza. Valéban, kiszdmitva AT métrixdt a
(4.22) osszefiiggés alapjén :

(ue] AT us) = (wi] Aug)* = aj, (4.23)

tehat az A métrixabol az AT matrixa is kiszamithaté. Igy mivel AT hatdsa egy
ortonormalt bazison meg van hatdrozva, kovetkezésképpen AT minden vektoron
meg van hatdrozva, és alakja a 4.19 és 4.20 alapjén a Dirac féle jelolés szerint:
AT =3"a% Juk) (ui] . Megeserélve itt az 6sszegzési indexeket lathato, hogy

ik

AT =" ag, us) (s (4.24)

ik
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Vagyis az ilyen alakban felirt operdtor adjungéltjiat dgy kapjuk, hogy a métrix-
elemeket komplex konjugdljuk és a ket és bra vektorokat megcseréljiik. Egysze-
r{i megmutatni, hogy operatorok ¢sszegének adjungéltja az adjungaltak osszege,

széamszorosnél a komplex konjugalttal kell szorozni: (cA)™ = ¢* AT, tovabbd

(AB)* = B+ A* (4.25)

Azokat az operdtorokat, amelyekre A = AT | 6nadjungdlt, mdsnéven hermi-
tikus operdtornak szokds nevezni (C. Hermite francia matematikus utén). Az
onadjungilt operdtorok métrixdnak transzpondltja megegyezik a komplex kon-

jugaltjukkal, és igy a diagondlisban valds szamok &llnak.

4.3. Bazisvaltas, mas kifejtési egyiitthatdk.

Egy 1 vektort természetesen tobb kiilonbozé bazisban is megadhatunk. A kvan-
tummechanika széhasznélatdban ezt gy mondjuk, hogy egy mésik reprezentaciét
haszndlunk. Egy reprezentédcié tehat egy adott ortonormalt bézis rogzit. Kérdés,
mi a kapcsolat egy vektor kétfajta reprezentdciéja kozott? Ennek megvildgitdsa
céljabol bevezetjiik az unitér operator fogalmét:

Definicié: Unitérnek nevezziik az operdtort, ha UTU = UUT =1 . Az unitér
operétorok megdrzik a skaldris szorzatot, tetszleges |1) , |¢) esetén (U |p) , U |¢)) =
(Up|Uy) = (|lUTUY) = (¢ly)

Legyen adva két ortonormalt bazis |¢;), és |xx). Legyen [¢) kifejtése |¢) =
> ei|¢i) illetve a masik bdzisban |1) = > by |xk). Mivel |xx)-k maguk is a tér
elemei, kifejthetok a |¢;) bazis segitségével is:

k) = D tir |3) - (4.26)

Ekkor |¢) = Y b |xk) = X_; Dk wikbk |¢i) . Ezt szorozva (¢;|-vel, vagy arra hi-
vatkozva, hogy a kifejtési egyiitthaték egyértelmfiiek ¢; = > u;pbi. A 4.26 alapjdn
Uik = (@j|xx) . Ezeket a mennyiségeket gy tekinthetjiik mint az

U= Z Ixi) (@il (4.27)

operdtor matrixelemeit akdr a |yj) akdr a |¢g) bazisban. Mivel UT = 3 |¢;) (x4,
i

egyszeriien lathatd, hogy U unitér, azaz UTU = UUT = 1.
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4.4. Projekciés operator

Legyen M altér. Azoknak a vektoroknak a halmazét, amelyek minden M -beli
vektorra ortogondlisak az M ortogonalis komplementerének nevezziik és M=*-el
jeloljiik. Egyszerfien lathat6, hogy M= is altér, azaz két M=L-beli vektor 6sszege
és egy ilyen vektor szdmszorosa is merbleges M-re. Legyen |p;), i = 1,2...
bézis az altérben. Tekinsiink egy |¢) vektort H-ban és a |[¢ar) = > |@i) (@i [¢)
vektort amely nyilvanvaléan M-ben van. Ezt a ips-et a ) merbleges vetiiletének
nevezziik az M altérre. Tekintsiik most a 3,0 = ¥v— Yar = ¥— > |wi) (@i [¢)
vektort. Ezt megszorozva skaldrisan barmely (@ |-val 0-t kapunk. Ezért ugyancsak
0-t kapunk, ha (@] barmely linedris kombindcijdval szorzunk, ami azt jelenti,
hogy 9,1 ortogondlis M-re, azaz M=-ben van. Masképpen tehdt 1) = b0+
U, azaz  a -t folbontottuk, az M-be és ortogndlis komplementerébe tartozé
elemekre. Ez a folbontds egértelmfi. Ha ugyanis ¢ = ¢+ a = )0+ ¥y
lenne, akkor dtrendezés utdn a ¢ — ¥y, = ¥, — Yarr = 1o mind M-ben mind
a rd ortogondlis M’-ben benne van, tehdt (¢o|to) = 0, azaz ¢y a zéré vektor,
amibdl kovetkezik, hogy a folbontéds egyértelm{i. A

m =Yl (i) (4.28)

Osszefiiggést Dirac nyomén ugy tekinthetjiikk mint az

En = Z i) (il (4.29)

operétor hatdsat a 1 vektorra, amely az Fpy [¢) = 1y Osszefiiggeés alapjan el6él-
litja a vetiiletet. Fzért az Ej; operdtort projekcids operdtornak nevezziik. FEz
ldthatdlag onadjungalt és egyszeriien megmutathatéan idempotens, azaz (Eyr)? =
Ey. Ha M ="H a teljes tér, akkor a megfelelé Fy = 1 az egységoperdtor. Ha
viszont az 6sszegben csak egy tag van, akkor az E, = |¢) (¢| a |¢) vektor altal gen-
erdlt egydimenziés altérre vetitd projekciés operdtor. Az is megmutathats, hogy

forditva, minden 6nadjungalt és idempotens operdtor projekcio.

5. Onadjungdlt operatorok spektrilis eldallitdsa

Egy kvantumos kisérlet sordn az egyes mérési eredmények azt mutatjak, hogy a
bejové allapot atalakul egy masik dllapottd, amely a mérdberendezésre jellemzo
valamilyen &llapot, amelyet kordbban sajatéllapotnak neveztiink. Egy részecskén
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végzett kisérlet sordn az allapot mindig valamelyik sajdtallapotba megy at, de
hogy melyikbe azt nem tudjuk. Egy mérés eredménye tehdt |¢) — |u;), amit az
|u;) {(u;| projekcié |1y — |u;){u; |[¢) hatdsaval irhatunk le, amely egytitthatéként
magdban foglalja annak az (u; |¢) amplitudéjat is hogy éppen az |u;) dllapotba

jut a részecske.

A berendezésben azonban benne van az Osszes lehetséges kimenet lehet6sége,
ezért a berendezést az Osszes lehetséges kimenethez tarozoé projektorok |u;) (u;| hal-
mazaval célszerii jellemezni. Ezen kiviil az egyes kimenetekhez tartozéan valami-
lyen fizikai mennyiség értéke mds és més, pl. a spin z komponenese, vagy a spin x
komponenese, vagy egy részecske koordindtéja stb. A berendezést jellemz6 matem-
atikai objektumba ezt is belefoglaljuk, igy hogy a megfelelé projektort megszoroz-
zuk a mért fizikai mennyiség adott kimenetéhez tartozé megfeleld «; sajatértékkel

és az egész appardtust egy

A= "o fug){(uil (5.1)

operdtorral irjuk le, amelyben az 6sszeg az 0sszes lehetséges kimenetet tartalmazza.
A diszkrét osszeg azt jelzi, hogy itt most diszkrét kimenetelekrdl lehet szd, mint
a spin esetében, de késébb targyalni fogjuk azt az esetet is amikor az eredmények

folytonosak.

Ha a bejovo részecske éppen valamelyik sajatdllapotban van, ami azt jelenti,
hogy azt mér egy azonos berendezéssel prepardltuk, akkor A hatdsa erre az &l-
lapotra sajit maga egy szdmszorosa. Valéban, ha a bejovd részecske édllapota |ug)
akkor

Alur) =" o Jus) (uilug) = o, |ur) (5.2)

azZaz
A |’U,k> = O |’U,k> (5.3)

az eredmény. Ebben a bédzisban egyszeriien lathatéan az A operator métrixa di-
agondlis, és ha a mért a; értékek valdsak, akkor (4.24) és ( 4.19) alapjan ldthato,

hogy az operitor énadjungalt.

Altaldban azonban kozvetleniil nem tudjuk, hogy melyik a sajatallapotok bézisa,
mert az operdtor nem a fonti alakban hanem rendszerint egy mésik bézisban van
megadva. Alapvetd feladat tehdt, hogy megkeressiik azokat az éllapotokat, ame-
lyek egy onadjungdlt operdtor sajatdllapotai, és megadjuk azt is, hogy mekkorak
a megfelel6 sajétértékek. Ha ezt tudjuk, akkor meg tudjuk mondani, hogy mekko-
rak lesznek az egy tetszbleges bejovd éllapothoz tarozé kimend amplitiddk: a
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sajatvektorok komponenesei egy valasztott bazisban, és ezekhez milyen szdamszer{i
eredmények tartoznak: a megfeleld sajdtértékek. Pl. egy z irdnyd Stern Ger-
lachbdl kijovo +z éllapotot egy x irdnyiba vagy egy tetszoleges irdnytiba engedve
milyen amplitiddkkal keriil az egyes allapotokba. Vagy azt, hogy energiamérés
utdn milyen amplitidoval keriil egy részecske a tér egy adott helyére.

Az aldbbiakban be fogjuk bizonyitani, hogy n dimenzids térben minden énad-
Jungdlt operdtornak létezik m db pdronként ortogondlis sajdtvektora, azaz létezik
olyan ortogondlis bdzis, amelyet az adott énadjungdlt operdtor sajatvektorai alkot-
nak. A tétel alkalmas dltalanositdsokkal kiterjeszthetd a végtelen dimenziés tér

onadjungalt operdtoraira is, erre a kovetkezd pontban mutatunk példat.

Invaridns alterek. A H tér H; alterét az A operdtor invaridns alterének
neveziik, ha barmely [¢)) € H; esetén A|¢) is H; ben van, azaz A nem visz ki
H1-bol.

Legyen H; egy egydimenziés altér, amelyet a |p) vektor generdl, azaz az
Osszes ¢ |p) alaku vektorok altere, ahol ¢ végigfut az sszes komplex szdmon. Az A
operdtor linearitdsa miatt vildgos, hogy ahhoz hogy a H; invaridns legyen sziikséges
és elegendd, hogy A |¢) is Hi-ben legyen, azaz A |p) = \|¢) valamilyen A dltaldban

komplex szadmmal.

Sajatvektorok. Azt a nem zérd ( |¢) # 00 ) vektort, amelyre A |p) = A |p),
az A operdtor sajatvektoranak, a \ szamot pedig A sajatértékének nevezziik. Igy
ha |p) sajatvektor, akkor a c|p) vektorok egydimenzids invaridns alteret alkotnak.

Tétel: Véges dimenzids térben minden A linedris operatornak van legalabb egy
sajatvektora.

Bizonyitds: Vegyiink 6] a térben egy tetszbleges |v;) ortonormalt bézist, és
tekintsiik a keresett |p) vektor kifejtését ebben a bézisban: |p) = >, ¢;lv;). Ah-
hoz, hogy |p) sajatvektor legyen, fénn kell dllnia az A |p) = \|p) Osszefiiggésnek.

Szorozzuk a kifejtést skaldrisan balrél (vj| -vel

(Wil Alp) = > (vl Avs) e = (05| A [) = e (5.4)

7

azaz Z(aﬁ - )\5j~)cj =0 (5.5)

i

annak sziikséges és elegendd foltétele, hogy a fonti homogén és linedris egyen-

letrendszernek az ismeretlen c; szamokra nemtrividlis (nem csupa 0) megolddsa
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legyen az, hogy az egyenlet métrixdnak determindnsa tiinjon el:
det |aji — )\(5ﬂ| =0 (56)

A determindns a A-ban egy n-ed fokud polinom lesz , amelynek mindig van
legaldbb egy gyoke a komplex szdamok korében. Megkeresve ezt a Ao gyokot, majd
megoldva az egyenletet a Ag-nak megfeleld ¢ szamokra megkapjuk a |p) sajatvek-
tort mint a |v;) bazisvektorok linedris kombindciéjat. Itt még nem hasznéltuk ki,
hogy A ¢nadjungdlt. A fonti 5.5 egyenlet neve karakterisztikus vagy szekuléris
egyenlet.

Most ratériink az énadjungélt operdtorokra.

Tétel: Onadjungalt operdtor sajatértékei valésak:

Bizonyitas:

Alp) =Xe),  Xelp) = (plAp) = (Aplp) = X (¢ |p) (5.7)
= A=A )elp) =0=A=X", mert (plp)#0 (5.8)

Tétel: Onadjungdlt operator kiilonbozé sajétértékeihez tartozé sajatvektorok

ortogondlisak:
Alpr) = At le1) Alpa) = Ao |pa), A1 # Ao valbsak (5.9)
(p2|Ap1) = Mi{p2lp1) = (Apa|p1) = Aa(p2]p1)

= (A1 — A2){p2lp1) = 0 = (palp1) =0 (5.10)

Spektraltétel. FEgy n dimenzids térben egy dnadjungdlt operdtornak van n darab
eqgymdsra pdronként merdleges sajdatvektora.

Egy adott sajatértékhez tartozo sajatvektorok a zéré vektort hozzavéve alteret
alkotnak. Fz az altér invaridns altere az A operdtornak, azaz nem visz ki bel6le.
A spektraltétel bizonyitasdndl azt hasznaljuk ki, hogy énadjungdlt operdtor esetén
egy adott sajatvektorra merdleges ortogonédlis vektorok halmaza is invaridns altér.

Bizonyitds: Az el6z6ek szerint mindig van legaldbb egy sajdtvektor |uj), és
legyen Alui) = ai|u1). Az |ug)-re merSleges vektorok egy n — 1 dimenziés Hi
alteret alkotnak. Megmutatjuk, hogy H; invaridns altere A-nak. Legyen ¢ € Hy ,
azaz (Y|ur) =0, akkor (A|uy) = (Y|Au1) = a1 (¢|u1) = 0, azaz A is merdleges
|u1)-re azaz benne van Hi-ben, tehdt H; invaridns altere A-nak. Tekinthetjiik emi-
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att A-t a Hi-ben. Itt ismét létezik legaldbb egy sajatvektor |uz). Tekintsiik most
‘H1 azon Hs alterét amely az us-re merdleges vektorokbdl all. Mivel ez H; al-
tere az itteni vektorok |uj)-re is mertlegesek lesznek. A fonti gondolatmenetet
ismételve kapunk egy |ug) sajatvektort, stb. Végiil sziikségképpen kapunk egy
|u,) sajatvektort, amely az Osszes elézére merdleges. Ilyen médon pdronként
ortogondlis |u;) vektorok halmazat kapjuk. Mivel egy sajitvektor szdmszorosa
ugyanahhoz a sajétértékhez tartozo sajdtvektor, az |u;)-k normalhatok is .

Az A dnadjungslt operdtor métrixa ebben az u; bazisban az
air = (u;| Aug) = ag (ui| ug) = agdik (5.11)

Osszefiiggés miatt diagonalis, tehdt csak a féatléban vannak nem nulla elemek, és
ezek éppen a sajatértékek. Ennek megfeleléen a osszefiiggés alapjén a A operdtor
alakja a kovetkezo:

A= o fur) (k] = an By (5.12)
k k

ahol Ey = |ug){ug| az |ux) sajdtvektorra vetitd projekcié. Ezt a formuldt az A
spektrélis folbontdsdnak nevezziik, a sajdtértékek Osszességét pedig az A onad-

jungélt operdtor spektruméanak, amely sziikségképpen valés szamokbdl &ll.

Eléfordulhat, hogy tobb kiilonbozd ortogonalis sajatvektor ugyanahhoz a sa-
jatértékhez tartozik. Ha az adott oy sajdtértékhez tarozé kiilonbozd ortogondlis
vektorok széma g > 1, akkor azt mondjuk, hogy a sajdtérték gi-szoros, vagy
gr-szorosan elfajult vagy degenerdlt. Vildgos, hogy egy adott a; hoz tartozé or-
togonédlis vektorok minden linedris kombindciéja is ugyanehhez a sajétértékhez
tartozé sajatvektor, ezek tehdt egy g dimenziés alteret alkotnak, amelyen beliil
béarmely ortogondlis bézis az A sajatvektorainak részhalmaza. Emiatt ha A sajdtér-
tékei kozott van tobbszorss, akkor az egymadsra ortogondlis sajatvektorok halmaza
nem egyértelmii.

A sajatreprezentdcioban folirt karakterisztikus polinombdl 1atszik, hogy az ay
sajatérték a a karakterisztikus polinom gg-szoros gyoke.

Sajatreprezentdciéban, azaz abban a bézisban, amelyet az 6nadjungilt ope-
rator sajatvektoraibdl dll. az operdtor métrixa diagondlis és az &tléban éppen a
sajatértékek dllnak.

Feladatok:

1. Bizonyitsuk be, hogy egy A operdtor képe és magja alterek a H-ban,

méghozzd az A invaridns alterei.
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2. Mutassuk meg, hogy egy n dimenziés térben a magtér és a képtér dimen-
zi6szdménak Osszege kiadja az egész tér dimenzidszdmat.

3. Mutassuk meg, hogy egy unitér operdtor sajatértkei egységnyi abszolit
értékii komplex szdmok.

4. Mutassuk meg, hogy egy projekciés operédtor sajatértéke a 0 vagy 1 lehet.

5. Pozitivnak neveziink egy A dnadjungalt operdatort, ha tetszbleges |p)-re
(p|A|p) > 0 . Pozitiv definit az operdtor, ha |¢) # O0-ra (p|A]p) > 0. Mutassuk
meg, hogy A" A tetszdleges A esetén pozitiv 6nadjungalt operdtor.

6. Mutassuk meg, hogy unitér operdtorok sajatértékei egységnyi abszolit
értékiit komplex szdmok.

7. Mutassuk meg, hogy véges dimenziés térben minden unitér operdtor di-
agonalizdlhatd, azaz létezik a tér dimenzidszdmédval megegyezd szamu paronként

ortogondlis egységvektora

6. Folcserélheto operatorok CSCO

Mint kordbban is jeleztiik, két operdtor dltaldban nem folcserélhetd, azaz AB #
BA. Fontos tétel a kovetkezd: Ha A és B folcserélhetd onadjungdlt linedris operd-
torok, akkor van olyan ortonormalt bazis, amely mindkét operaror sajitvektoraibol
all, van kozos sajatvektorrendszeriik, illetve egyszerre diagonalizdlhatok.

Bizonyitds: Legyen |p) A sajatvektora oy sajatértékkel. Alp) = aq |p) .

AB|p) = BA|p) = Ba|p) = aB|y) (6.1)

Azaz Blp) is az «; sajdtértékhez tartozik.

(i) Ha a3 nem degenerdlt, azaz a hozzdtartozé invaridns altér egydimenz-
i6s,akkor két ugyanehhez az a-hoz tartozé sajétvektor csak egy konstansban kiilon-
bozhet egymastol.

Ble) = p1lp) (6.2)

és ez azt jelenti, hogy |p) a B-nek is sajatvektora. Legyen ebben az esetben
u1) == [)

(ii) Ha « degeneralt, akkor annyit mondhatunk, hogy minden az «;-hoz tartozé
|p)-vel egyiitt B|e) is benne van A-nak az a a-hoz tartozé invaridns alterében,
mds széval ez az altér B-nek is invaridns altere. Emiatt megszorithatjuk B-t erre
az altérre, és lévén B onadjungélt, 1étezik olyan egymadsra paronként ortogondlis
vektorrendszer, amelyek B-nek sajétvektorai ebben az altérben. Mivel minden
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ittlevd vektor A-nak is sajdtvektora « sajatértékkel, a kapott vektorok A és B
kozos sajatvektorai.

Valasszunk ezek koziil egyet, legyen ez |u;) . Ha o nem degeneralt akkor |uq) =
|p) vagy annak egy szdmszorosa. Tekintsiik ezek utdn az |uj)-re ortogondlis al-
teret. Ez a spektréltétel igazoldsdndl latott érvelés szerint mind A-nak mind
B-nek invaridns altere. Tekinthetjitkk most mér A-t és B-t ebben az invaridns al-
térben amelyben megint van A-nak valamilyen sajétvektora. és ezek koziil megint
lehet talaldlni olyat, amely B-nek is sajatvektora. Folytatva az eljérdst, a véges
dimenziés térben végiil elfogynak az ortogondlis alterek.

CSCO (complete set of commuting operators) azaz folcserélhetd operdtorok
teljes rendszere: Az A, B, C... operdtorok halmazdt CSCO-nak nevezziik,

(i) ha paronként folcserélhetok és

(ii) ha megadjuk a sajdtértékeiket, azok egyértelmiien (egy konstans szorzé
erejéig) meghatdrozzak a kozos sajatvektoraikat, mds széval létezik egy egyér-
telmilen meghatdrozott ortonormalt bazis amelyben a CSCO minden operatora
diagonalis.

Ha A és B CSCO, akkor hozzavehetiink még olyan C-t amely mind A-val mind
B-vel kommutal, s ez tovabbra is CSCO lesz, de dltaldban olyan esetben szoktunk
CSCO-16l beszélni, ha az operdtorok halmaza minimélis abban az értelemben,
hogy koziilitkk barmelyiket elhagyva a maradék mar nem CSCO.

Megjegyezziik még, hogy ha A, B és C' CSCO és a sajatértékek ag, 81, Ym,
akkor a megfelel6 sajétvektorokat |ay, 1, vm)-€l is szokds jelolni, amelyek egyér-
telmiien meg vannak hatdrozva. .

1. Mutassuk meg, hogy tetszoleges A operator folbonthaté egy A = B + iC
alakba, ahol A és B tnadjungélt operdtorok.

2. Normilisnak neveziink egy operatort, ha folcserélheté az adjungiltjaval.
Mutassuk meg az eléz6 feladat alapjdn, hogy minden normaélis operétor diagonal-
izdlhaté.

3. A folbontds nélkiil, az énadjungdlt operdtorokra vonatkozé spektraltétel
gondolatmenetének alkalmas maédositdsaval mutassuk meg, hogy minden normélis
operdtor diagonalizalhato.

4. Mutassuk meg, hogy ha létezik a tér dimenzidszdmdval megegyez6 szdmu
egymdsra paronként sajatvektor, akkor az operdtor sziikségképpen normélis.

5. Mutassuk meg, hogy ha az A és B folcserélhetd 6nadjungélt operédtor,
tovabbd |p1) és |pa) A két kiilonboz6 sajdtértékehez tartozéd sajatvektor, akkor a

(p1|B|p2) métrixelem eltiinik.
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7. A négyzetesen integralhaté fiiggvények tere, és

az L?-h6z nem tartozé bazisok

7.1. Az L*? tér definiciéja

Az L2 tér definiciéja: a valamely intervallumon, amely lehet a (—oo, 00) is, né-

gyzetesen integralhaté fiiggvények tere. A belsd szorzat értelmezése integrallal

J ¢* (@)Y (x)dx, az adott intervallumra.

Meg lehet mutatni, hogy létezik diszkrét bazis: wug(z), & = 1,2..., aldbb

példdkat adunk erre. Ortogonalitds és normaltsag:
/u};(x)uk/ (x)dx = O
Teljesség: tetszoleges 1 (z) kifejthetd az uy(x)-ek szerint.

D) = crup(x),
k

amibdl az uy(x)-ek ortonorméltsaga miatt
o= [ ui(op(o)ds
Ez utébbi kettébol:
b@) =Y (@) =Y ( / u;(x/)¢(x/)dx/) e (z) =
k k
~ [ uie @)
k
Ez minden ¢ (z) -re fonnall, tehét

> uj (@ Yur(z) = 6z — ')
k

s ez utébbit is szoktdk a teljesség kifejezésének tekinteni.

Példék:

(7.3)

(7.6)

1. Fourier rendszer a —a/2,a/2 intervallumon értelmezett periodikus fiige-
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vények terén:

1 2 2 2 2
—, —cos—ﬂnx, \/jsinlnx, n=12..., (7.7)
Vva a a a a

vagy komplex véaltozatban

it 01 (7.8)

Va

2. A szinusz rendszer a 0-ban és az L-ben eltiing fiiggvények terén:

2 .o
1/ 7 sinpnz (7.9)

3. A P)(z) Legendre polinomok a —1 + 1 intervallumon értelmezett négyzete-

3

sen integralhaté fiiggvények terén, melyeket az 1, =, 22, 2> ... rendszer ortogona-

lizélasdval kapunk:

Py(z) =1, Pi(z)==z, Py(z)=(32>-1)/2, (7.10)

Feladat: Normaljuk az itt megadott Legendre polinomokat, mutassuk meg,

hogy ez a hdrom ortogonalis és keressiik meg a a harmad és negyedrendii polinomot.

4. A Hermite fiiggvények:
Noe 121, (z) (7.11)

a —o00, 00 intervallumon, ahol H,(x)-ek az uigynevezett Hermite féle polinomok,

1,2z, 42% — 2, és N,-ek alkalmasan vilasztott norméldsi tényezok.

Megjegyezziik, hogy a fonti példdk mindegyike egyben a kvantummechaniks-

ban el6fordulé fontos differencidloperitorok sajatfiiggvényei is.

Linedris operdtorok az L?-n : pl. paritds egydimenziéban, a véltozéval valé
szorzds, a derivalds. A késdbbiek szempontjdbdl lényeges lesz, hogy a véltozéval

valé szorzds és a derivalds nem cserélhetd fol.

Feladatok: 1. Mutassuk meg, hogy a paritds és a font bevezetett integréllal

értelmezett belsd szorzatra nézve 6nadjungslt és unitér.

2. Mutassuk meg, hogy a valds véltozés komplex fiiggvényt a véltozéval szorozva
onadjungélt operdtort adtunk meg, a derivélds viszont nem 6nadjungalt.
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7.2. Az L?-h6z nem tartozé, dltaldnositott bazisok.
7.2.1. Sikhullamok

Lattuk a korabbiakban, hogy a de Broglie éltal bevezetett p impulzusi &llapo-
tokhoz tartozé hullamfiiggvények nem négyzetesen integralhatéak, de beldliik egy

folytonos szuperpoziciéval ilyenek épithetok f6l. Egy dimenziéban :
vie) = [ o)l (712)
\V2rh
—00

ahol mint a Fourier transzforméaciok elméletéb6l tudjuk (Parseval-Plancherel féle
tétel):

7 Ji 1 —ipx/h
= T e dx 7.13
O R (713)
—00
Jeloljiik az itt szerepld de Broglie féle (nulla idépillanatban vett) sikhulldamot

1 ipx/h . . —
— -vel. Mint mar volt szé rél
NorTis e t mar volt sz6 réla a |v,(z)

integrélhaté a teljes (—oo, 00) intervallumon. A fonti 7.12 integralt ugy tekintjiik

a vp(z) = |2 = 5= fiiggvény nem
mint egy kifejtést a v,(x) fiiggvények szerint. Két ilyen bézisfiiggvény skaldris

szorzata a Dirac delta ismert tulajdonsdga, Fourier elééllitasa alapjén kovetkezo:

oo

/ vt (@ )up (2)dz = 6(p— ). (7.14)

—0o0

amely egy “dltaldnositott ortogonalitéasi reldcié". A Fourier transzformdlt és az

inverze is létezik, ha 1(x) négyzetesen integralhatd, és ha a

vie) = [ Dhugle)ds (7.15)
illetve a ¥(p) = J vy(x)Y(x)dr formaban frjuk ezeket, akkor lithaté, hogy

ezek hasonléak az L2-beli diszkrét bazisok szerinti kifejtésekhez, és a teljesség a

(o]
kovetkezoképpen frhaté: [ v,(z')vs(z) = d(z — 2’). A p folytonos paraméter 4l-
—00

tal indexelt v,(x) fliggvények halmazdt ezért dltaldnositott bdzisnak tekinthetjiik,
a bdzis elemei a p paraméter értékében kiilonboznek egymastol.
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Hérom dimenziéban ezek a formuldk hasonléak, csak vp(r) = \/ﬁeim/ h,

7.2.2. Delta fiiggvények

Egy hasonlé folytonos paraméterrel illetve paraméterekkel indexelhetd altaldnosi-
tott bézist nyerhetiink, ha tekintjiik a kovetkez6 azonossédgokat a harmdimenziés
térben mozgoé részecskét leiré hullamfiiggvényekre vonatkozéan. Legyen v(r) egy
négyzetesen integralhaté fiiggvény, ekkor a §(r —rg) Dirac delta definiciéja szerint,

nyilvdnvaléan fonnall, .
vl) = [ ve0)ate - ro)d’s (7.16)

W(ro) = / B()(r — ro)dro (7.17)

Az els6 formula ezek koziil gy interpretalhaté, hogy a ¢ (r) fiiggvényt kifejtettiik a
0(r —rg) altaldnositott bazisvektorok szerint, amelyeket az rg folytonos paraméter
indexel, és a 1 (rg) kifejtési egyiitthatok egybe esnek a kérdéses fiiggvény értékeivel
az rg helyeken. A médsodik formuldt az els6bdl megkaphatjuk dgy is, hogy az elsét
megszorozzzuk a 6(r — ry) komplex konjugaltjdval, amely valés 1évén megegyezik

onmagaval, és kihasznéljuk a
/ §(r —10)d(r — r))d’rg = 6(ro — 1) (7.18)
—00
dltalanositott "ortogonalitdsi reldciot" .

7.2.3. Egyéb altaldnositott bazisok.

A kvantummechanikiban eléfordul az az eset is amikor egy négyzetesen inte-
gralhaté hullamfiggvényt egy a fontiektdl kiilonbozd az L? be nem tartozé &l-
taldnositott bazisvektoroknak tekinthetd w,(r) fiiggvényekkel fejtiink ki a c(w)
fiiggvényekkel mint kifejtési egyyiitthatokkal:

(r) = / c(a)wa(r)da. (7.19)
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ahol a w,(r)-ek a kovetkezd tulajdonsagiak:

[e e}

/ W () wer (1) dr = 3 — o). (7.20)

—00

8. A koordindta és az impulzus operatora, altala-

nositott sajatvektorok

Ha az A fizikai mennyiség spektruma diszkrét és a lehetséges mérési kimenetelek
az «; eredmeényeket adjak, akkor az A = Y au|p;){¢i| operdtornak megfelels
berendezésen valé dthaladds (fizikai mennyiség mérése) soran az egyes kimenetelek
valdsziniiségi amplitudoit a 1) = > |@;) (i) kifejtésnek megfeleld (p;]1)) szamok
adjdk. A fizikai mennyiségek kozott azonban a kvantumelméletben is vannak
olyanok, amelyek folytonos értékeket vehetnek fol. Ilyen pl. a koordindta, ame-
lynek most csak egyik derékszogii komponensét vizsgdljuk. Legyen ez z. Annak
az amplitidéjit, hogy a ¢ dllapotban 1év6 részecskét az x; helyen taldljuk a mérés
utdn, (x1])-vel jeloljiik, és az Osszes lehetséges x esetén (z|¢)-nek frva az x fiig-
gvényének tekintiink, akkor egy un. hullamfiiggvényt kapunk. Dirac nyomén az
|x) -et is szoktuk (dltaldnositott) dllapotnak nevezni, noha ez szigoribb értelemben
nem az, amint az alabb kivildglik. Foltételezésiink szerint ezek az |x) allapotok
azt irjak le, hogy a részecske az x helyen van, és mivel ezek az z-ek barmilyen valds
szadmok lehetnek, az |z) dllapotok kontinuum szémosséguiak, és foltételezziik, hogy
dltaldnositott értelemben ezek egy teljes rendszert alkotnak, azaz segitségiikkel

bérmely éllapot kifejthetd folytonos médon:
) = [ latv)ds (8.1)

Az A =3 a;|pi){p;| analogonjara bevezetjiik az X helykoordindta operdtort,

amelynek az dltaldnositott spektralis elééllitdsa

X = /x|x)<x|dx (8.2)

alakd.

Ennek dltaldnositott sajatvektorai az |z)-ek amelyekkel foltételezésiink szerint
a [¢) = [|z)(z|y)dz, osszefiigges alapjan minden kozonséges dllapot kifejthetd.
Valéban, ha ezt balrél formalisan megszorozzuk a (z/| -vel, akkor az (z/|¢)) =
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J (@ |x) (z|v)de osszefiiggést nyerjiik vagyis a ¥(z') = [(a/|x)¢(z)dz integralis
kapcsolatot. Lathats, hogy ha kikotjiik, hogy ez minden z'-re érvényes maradjon,
akkor az (z'|z) belsd szorzatra a §(z — 2') adédik, ami mutatja, hogy ezek a

koordindta sajatéllapotok a kozonséges értelemben nem normélhatok.

A belsé szorzatot ebben a reprezentdciéban a

(wlo) = [tela)ialulde = [ " @o(o)is (83)
azaz a két fiiggvény integrédljanak szorzataként lehet folirni, ami valéban megfelel

az L? térben vett belsd szorzatnak, ha () és p(x) norméalhaté fiiggvények. Az
X operdtor hatdsa a koordindtareprezentacidéban a kovetkezo:

<ﬂXW%:/ﬂ@m%fwmﬂ:/f&mﬂﬁwwwf:xww (8.4)

amit néha igy is fogunk irni:

Hasonléan be lehet vezetni az impulzus sajatallapotokat is mint a

P:/mmm@ (8.6)
operdtor sajitallapotait. A
|@=/@@@@=/@W@@ (8.7)
kifejtésbol:
mw=/@m@w@=/@mwmm (8.8)
amibdl:
err/h (8.9)

(z[p) = NorT

Valéban, de Broglie nyomén, mint a torténeti részbdl tudjuk, annak az amplitiddja,
hogy egy p impulzusi részecskét az x helyen talalunk az id6té] fiiggd e *Ft/" fazis-
szorzé erejéig éppen a 8.9 &ltal megadott képlet adja. Ebbdl kiovetkezik, de a
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(plv) = [ (plx) (x|v)dx bol is lathats, hogy

Lo ipasn
plz) = ———eP/N 8.10
(plz) Torh (8.10)
Eszerint a v allapot koordindta és impulzusreprezentaciéban vett alakja kozott a

kovetkezo kapcsolat van.

9 =l = [l = = [ ry@e (61

B(z) = (alp) = / (lp) (ol = ﬁ / P/ (p)dp. (8.12)

Vagyis lathaté, hogy a koordindtareprezentdciéban vett hullamfiiggvény az im-
pulzusreprezentdciéban vett hullimfiiggvény Fourier transzformaltja.és forditva,
amit mar kordbban is lattunk, vagyis a szokdsos Fourier transzformacids képletek
ugy is tekinthetdk mint a reprezentdcié transzformécié specidlis esete.

Az impulzus operdtora koordindtareprezentdcioban:

(2] P|) = / (x| Plp){pli)dp = / PP/ (p)dp =

L 0 1 ipz/h,7, — i . p
= fzh% / \/Q—Wie PEMap(p)dp = fzhaxw(x) =: PyY(x) (8.13)

Altaldban haromdimenziés esetben:
(r| P |y = —ihV(r) (8.14)

Egyszeriien bizonyithatéan X és P énadjungilt operdtorok.
Most megkeressiik X és P sajédtfiiggvényeit koordindtareprezentdcioban. Ker-

essiik elészor tehdt azt a ¥, (z) fliggvényt amelyre

Xtpa(2) = 2t00(2) = atba(x) (8.15)

minden z-re:
(z —a)a(z) =0 (8.16)

Ez minden z-re csak tgy allhat fonn, ha miatt 1, (2) = 0 mindenhol ahol = # a,
és nem foltétlenil 0, ahol z = a. Ha ott is nulla lenne, akkor t,(x) azonosan
mindeniitt 0 lenne, ezért eléirjuk, hogy az x = a-ban nem 0 hanem legyen ott az
Ya() = (x| a) = §(x — a) nak megfeleld “fliggvény”, s igy 8.16 mindenhol fonnéll.
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Az impulzus esetén a

- 0
Puy(e) = —iho—iy(z) = piy(a) (317)
egyenlet megoldédsa
Yy (x) = CetPr/h (8.18)
1

ahol a C integrécids dllandét tetszolegesen valaszthatjuk, s ha ez éppen Wor akkor
latjuk, hogy v, (z) = vp(z).

8.1. X és P nem f6lcserélheto:

X, Y, Z egymds kozt folcserélhatd, hasonléan Py, P, P,. Vizsgéljuk (X P—PX) |4)-
t koordindta reprezentaciéban. Legyen |x) := P |¢) és |¢) := X |¢), ekkor

(e = x(x) = (¢l Pl = 75° (5.19)
() = 6(e) = (] X o) = aus(r) (8.20)

gy

(r[ (XP = PX) |¢) = (x| XP¢h) — (x| PX [)) = (r[ X [x) — (x| P|¢) =

= (r) = ih (r[y) (8.21)

Ebbol (X P — PX) |¢) = ik |1p) minden |¢)-re (amelyre a kommutédtor értelmezve
van). Igy
XP - PX =[X,P|=ih (8.22)

Feladat: Adjuk meg X-et p reprezentaciéban.

9. A kvantummechanika posztulatumai

1. A fizikai rendszer lehetséges (tiszta) dllapotait egy alkalmasan vdlasztott Hilbert
tér, az dllapottér |¢) vektorai adjak meg.

Ebben benne van a szuperpozicié elve, hiszen a vektorok linedris kombindcioi
is vektorok, tehdt ezek is a fizikai rendszer lehetséges dllapotai. A tiszta jelzd arra

utal, hogy dllapot sz6 azt jelenti, hogy a rendszerrdl lehetséges legtobb informécié
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a rendelkezésiinkre all, azt méar preparaltuk. A 2. szakaszban tdrgyalt példa
esetén pl. a foton mdr dthaladt egy polarizatoron és tudjuk, hogy ez utdn milyen
a polarizdcios dllapota. Egy természetes, polarizdlatlan forrdsbdl érkezd fotonok
dllapotérdl nem tudunk mit mondani, azok polarizélatlanok, s igy egy ilyen foton
nincs tiszta dllapotban, dllapotdt keveréknek nevezziik. A tiszta dllapot elemzésére
aldbb még visszatériink, a keverék allapotok matematikai jellemzésére itt nem
foglalkozunk.

2. A fizikai mennyiségeknek az dllapottéren értelmezett linedris és dnadjungdlt

operdtorok felelnek meg.

Egy fizikai mennyiséget egy méréberendezéssel allapitunk meg, az énadjungalt
operdtorokra tehdt dgy tekinthetiink, mint amelyek egy ilyen berendezés matem-
atikai megfelel6i. Egy fizikal mennyiséget ezért néha “megfigyelhet mennyiségnek”
(observable) is szokds nevezni.

3. Az A operdtorral jellemzett fizikai mennyiség lehetséges mért értékei az
operdtor valamelyik o« sajdatértéke.

Ezek a sajatértékek, mint tudjuk valés szdamok, és lehetnek diszkrétek, azaz
kvantéltak, de lehetnek folytonos véltozdk is.

4. Ha az A fizikai mennyiséget mérjik a normdlt |v) ({(¢|) = 1) dllapotban,
akkor

(i) diszkrét spektrum esetén annak a valdszintisége, hogy az o, sajdtértéket
kapjuk eredményiil

Plam) = (Y| Enlt) (9.1)

ahol F,, az A operétor «,, sajatértékéhez tartozé sajatalterére vetitd projekcids
operator;

(ii) folytonos spektrum esetén annak a valdszintisége, hogy a mért dltalanositott
sajatérték o az (a1, as) intervallumba esik

Qg

Plar < a < as) = / (| Balt) da, 9.2)

aq

ahol E,, az « dltaldnositott sajatértékhez tartozo projekcid.

A fonti kijelentéseket egy kissé masképpen is megfogalmazhatjuk Tekintsiik
eloszor a diszkrét spektrum esetét. Ha }u}l> az oy, sajatértékhez tartozo sajdtaltér
egy ortonormdlt bézisa, azaz Al|uf) = oy, |ul) i=1, 2 g, azaz az o, sajétérték
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gn-szeresen degenerdlt, akkor B, = > 9" |uﬁl> <u}1| s igy 9.1 szerint

gn

Plan) = WIEJ) = - (Wl (blw) = Yol )P (03)

7

A (ul|p) = ¢, jeloléssel, amelyek a [p) dllapot kifejtési egyiitthatoi az altérben

1évé bézisvektorok szerint

Plan) = Zn |t |2. (9.4)
i=1

Az eredmény fiiggetlen az }u}l> bézis konkrét vilasztdsatol, hiszen a 4.4 alpontban
lattuk, hogy a projekcié egyértelmii. A valdszinliséget szemléletesen gy kapjuk,
hogy a |¢) vektort levetitjiik az E-nek megfelels sikra, majd a vetiilet hosszanak

négyzetét vessziik.

Abban a legegyszeriibb esetben, amikor «,, nem degenerélt, azaz g, = 1 , akkor

Plom) = | {unlt) |* = lenl?, (9.5)

azaz a kérdéses valésziniiség éppen a mérés el6tti |¢) dllapot és az |u, ) sajatallapot
bels6 szorzatdnak az abszolut érték négyzete, vagy szemléletesen a |¢)-nek az |u,,)

irdnyédba es6 vetiiletének a négyzete.

Folytonos spektrum esetén azaz ha A }'w§> =« }w@, ahol « folytonos paraméter,
és |w§>—k dltaldnositott sajatvektorok, amelyek egy tovabbi — mondjuk folytonos
— [ degenerécids paraméterrel is indexelheték, akkor E, = f |w§> <w§} dp s igy

annak a valésziniisége, hogy a mért érték az oy és aso értékek kozé esik:

Plar < a < as) = /a2 /B | (wllp ) dBda (9.6)

ahol a mdsodik integréljel als6 8 indexe azt jelzi, hogy az Osszes lehetséges (-
ra integrélni kell. Ha a mért mennyiség spektruma folytonos, de a degenericid
diszkrét, illetve ha a mért mennyiség diszkrét és a degeneracié folytonos, akkor
a fonti osszefiiggések értelemszer{ien médosulnak. FEzekre a késébbiekben latunk
példat.

5. Ha az A operdtorral jellemzett fizikai mennyiség mérésekor a |v) normdlt
dllapotban az o, diszkrét sajatértéket adja, akkor a mérés utdn kézvetleniil a rend-

szer dllapota a

W) = En[¢) /V($|Enl) (9-7)
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normdlt vektor, ahol E, az a,-nek megfeleld altérre vetitd projekcids operdtor.

Ha a mért mennyiségnek megfelelé operator spektruma folytonos, akkor a mérési
eredményrol sziikségképpen csak annyi dllapithaté meg, hogy o valamely Ao = as—
aq intervallumba esik, mert eqy folytonos viltozonak mindig van valamilyen hibdja,

egy a mérés nem elegendoen teljes. Ekkor a mérés utdn az dllapot

V') = Eaa [§) /(Y| Enalt), (9.8)

ahol s
Eno = / }'w§> <w§| dadp (9.9)

és (9.6)-hoz hasonléan egy folytonos degeneraciot is foltételeztiink. Ezt a posz-
tuldtumot szokas redukcids posztuldatumnak nevezni.

A legegyszeriibb esetben, ha a diszkrét spektrumhoz tartozé «, nem degen-
eralt, és Alu,) = ay |u,) akkor a végéllapot éppen |u,) egy egységnyi abszolit
értékii konstansszorosa vagyis egy az o, sajatértékhez tartozé normélt sajétvektor.

Ugyanis ekkor E,, = |uy) (un], s gy

') = B 9) /TRVBTE) = [ttn) {ttn] )/ /T ) (] 8) = Jtn) %

(9.10)
Ha ha «,, degenerdlt, akkor E, = > 9" |u§L> <um . s igy a mérés utdn az éllapot:
S0 |un) /2 leh? , abol a ¢, = (uj, [ 4).

6. Az dllapot idofejlodését a Schridinger egyenlet adja meg.

L O

i % = H|7) (9.11)
ahol a H a rendszer energidjanak megfelel6 operdtor, a Hamilton operdtor. Ennek
és dltaldban egyéb operdtorok konkrét alakjanak a megaddsdhozaz elmélet bizonyos
irdnymutatédsokat ad, ldsd aldbb a kvantaldsi szabalyok c. pontot. De csakigy mint
a klasszikus mechanikdban a Hamilton fliggvényt, vagy az erétorvények alakjat
Newton torvényei nem rogzitik, az operdtorok konkrét alakjanak megaddsa nem

része a kvantummechanika posztuldtumainak.

7. Sokrészecskerendszerekre vonatkozo posztuldatum, amelybdl specidlisan kévet-

kezik a Pauli elv.

Ezt a posztuldtumot késébb fogjuk kimondani.
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A posztulatumokat kiegészitjiik még az ligynevezett kvantaldsi szaba-
lyokkal. Legyen A klasszikus fizikai mennyiség, a koordindta és impulzus valam-
ilyen fiiggvénye A(r,p). A megfelel6 kvantummechanikai operatort igy kapjuk,
hogy az As(R,P) operatort tekintjiik, ahol, A5 az R és P szimmetrizélt fiig-
gvénye. Bizonyos esetekben azonban az operdtort mas megfontoldsok alapjén
keressiik meg. Azt, hogy az igy vagy tgy felirt operdtor alakja helyes-e, az ered-
ményekbdl levont fizikai kovetkeztetések helyessége, azaz a modell konzisztencidja
donti el. Csakigy mint a klasszikus fizikdban az er6torvények helyes alakjdt az
donti el, hogy a megfelelé6 mozgdsegyenletbdl kovetkezd megoldds megegyezik-e a

tapasztalattal.

10. Meérések, kozépérték, szoéras

A kvantummechanikdban egy A fizikai mennyiség mérésekor kapott eredmény a
véletlentdl fiigg, azaz matematikai értelemben a mérési eredmény egy valésziniiségi
véltozé. Ha az A fizikai mennyiséghez tartozé operéator A, akkor az axioma szerint
a mért eredmények az A sajatértékei. Tekintsiink egy mérési sorozatot, amelyet
olyan részecskéken mériink, amelyek mindegyike a mérés el6tt azonos [¢) allapot-
ban van, tehdt ezeket elézbleg mar prepardltuk. Tegyiik 6] elészor, hogy a mért
sajatértékek diszkrétek, és jeloljiik Ng-val azt a szdmot, ahdnyszor a mérési ered-

mény ai-nak adédott.

Ekkor a mért mennyiségek szémtani kozepét (A)-val jelolve:
<A)*iZNa (10.1)
=N a kO :

ahol N = )", Nj, az Osszes mérések szdma. Az %kszémot, amelyre érvényes, hogy
0< %& < 1, az ap mérésének relativ gyakorisdgdanak nevezziik. Ha az N szdm
egyre nagyobb illetve gondolatban a végtelenbe tart, akkor az %& hényados tart
az ay, mérésének valdszinliségéhez

N,

= Plaw) (10.2)

A fonti 10.1 6sszegbdl igy kapott hatarértéket az A fizikai mennyiség, illetve a
kvantummechanikdban inkdbb az A operdtor vdrhaté értékének nevezziik, és (A)
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-val jeloljiik:.

(A)y =D Plar)au (10.3)

k

A valdsziniiségszamitdsban ezt a mennyiséget a mérési eredmény mint valészin{i-
ségi valtozo varhaté értékének nevezik. A kvantummechanika posztuldtuma szerint
a P(ay) valésziniiséget meg tudjuk hatdrozni a mért bemend allapot illetve az A
operdtor sajétvektorai segitségével. A posztuldtum szerint P(oy) = ), | <u2|w> |2
ha az oy degenerdlt. Ha aj nem degenerdlt, akkor ez az utébbi tssszeg csak egy
tagbol &ll. Igy

(Ahy =D > I (wil) Pow =303 (¥l (i) o =
=D > (Wlowu) (o) = 3 (vlAup) (uily) = (W14v)  (104)

Ha a kérdéses mért mennyiség folytonos valtozd, azaz az operdtor spektruma
folytonos, akkor jeloljiik Ng-val azt a szdmot, ahdnyszor a mérési eredményiink
a Aap = ap+1 — o intervallumba esik, ahol ai a megfeleld intervallum egy
beosztdsa. Ekkor Ny /N = P(ay)Aay, ahol &y egy a Acqy, intervallumba es6 érték.
Ezt tekintjiik a P(ay;) definiciéjanak. Ebbdl a mérési eredmények szamtani kozepe
>k axP(Gr)Acy, ami N novelése és a beosztds finomitdsa esetén az [ oP(a)da

integrdlhoz tart:

(), = 3 aP(adar — [aPla)a = [ alfwal)da = (wlav) (10.5)
k

A véarhato érték linearis:
(A+ B>¢ = <A>¢ + <B>¢, (cA>w =c <A>¢ (10.6)

Egy mdsik mennyiség, amelyet szintén hasznédlnak a valészinliségszamitdsban
is, a szoéras, amely az dtkagtdl valoé kozepes négyzetes eltérés négyzetgyoke. A

fizikai mennyiség szérdasnégyzetét a
(AA)] = ((A—(4)7) = (4%), - (4)? (10.7)

Osszefiiggeés definidlja. Ennek (pozitiv) négyzetgyoke a szérds. Megmutatjuk, hogy
a széras akkor és csak akkor 0, ha a rendszer a mért A operdtor sajitallapotdaban
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van. Legyen

(V1A= (A)*4) = (A= (A)Y|(A - (A)y) = 0. (10.8)

A 0-val val6 egyenldség a belsd szorzat pozitiv definit volta miatt akkor és csak
akkor érvényes, ha (A4 — (A)) |¢) =0, tehdt

Alp) = (A) [9) (10.9)

s ez éppen azt jelenti, hogy [¢) egy sajdtallapot. Valéban, a sajitéllapotokon

végrehajtott mérés mindig ugyanazt a neki megfelel sajdtértéket adja eredményiil,

ezek varhaté értéke ugyancsak ez a sajatérték, és a szords nyilvanvaléan 0.
Kiemeljiik, hogy mind a vérhatoé érték mind a szérés fiigg attél a i) dllapottol,

amelyen a méréseket végrehajtjuk.

11. Heisenberg egyenlotlenség

Ha két fizikai mennyiség operatora folcserélhetd, akkor mint ldttuk, létezik olyan
bézis, amely mindkét operatornak egyszerre sajatvektor rendszere. Ezeken az 4l-
lapotokon hajtva végre a mérést, mindkét mennyiség szérdsmentesen mérheté. Ha
viszont a két operdtor nem folcserélhetd, akkor dltaldban nincs ilyen bézisvek-
torrendszer és ekkor azt szokds mondani, hogy a két mennyiség nem mérhetd
“egyidejiileg”, noha itt idoérél valdjaban nincsen szé. Szimbolikusan mutatja ezt
az eredményt a 4 dbra. Ha a két mennyiség operdtora nem folcserélhetd, akkor
tetszéleges allapotban fonnall egy, a mért mennyiségek, azaz a megfeleld operd-
torok, szérdsara vonatkozé egyenlétlenség. Ha A és B onadjungdlt operdtorok, és

ezek nem folcserélhetdk, akkor kommutatoruk

[A, B] = iC, (11.1)
ahol C' sziikségképpen onadjungalt operator. Ez esetben érvényes az aldbbi:
(AA)(AB) = [(C)|/2 (11.2)

Heisenberg vagy Heisenberg-Robertson egyenlétlenségnek nevezett osszefiiggés.
A bizonyitdshoz tekintsiik elészor a linedris vektorterekben értelmezett bels6
szorzat egy fontos tulajdonsdgat az un. Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-(Weyl)
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o —E
Kalcit

— B

B A

(1)A utan B illetve (2) B utan A esetén a kimenet
biztosan kiilonbozik egymastol ,
A és B inkompatibilis

4. dbra. A két mennyiséget, A-t és B-t mérve kiilonboz6 sorrendben az eredmény
nem ugyanaz.

egyenlotlenséget, amely szerint két tetszoleges vektor ¢ és x esetén

(@le) (xXIx) = el (11.3)

és egyenldség akkor és csak akkor lehetséges, ha a két vektor valamelyike a zéré
vektor, vagy ha a két vektor ardnyos egymadssal azaz ¢ = Ay , ahol A valamilyen
komplex szam.

Bizonyitds: Ha |x) = 0, vagy ha |¢) = 0 akkor mindkét oldalon 0 &ll, és az
egyenlStlenség (egyenldség forméjdban) nyilvanvaléan teljesiil. Legyenek ezutdn
lo) és |x) # 0 tetszbleges vektorok és A tetszdleges komplex szam. Tekintsik a
| — Ax) ©Onmagédval vett belsd szorzatét, azaz a vektor norméjdnak négyzetét,
amely definicié szerint nemnegativ: (p — Ax|e — Ax) > 0, és akkor és csak akkor
0, ha | — Ax) maga a zéré vektor. Eszerint 0 < (p — Ax|e — Ax) = {(¢lp) +
I (xIx)=A (plx) — A* (x|¢) , ahol A tetszdleges. Legyen specidlisan A = (x|¢) / (x|x)-

Ekkor 0 < [ +[A1|x[*=A (0lx)=A* (xlep) = e+ {elx) 2/ (xIx) = (el 17/ {xlx) -
| (o) 12/ {(xIx), amibdl atrendezéssel kovetkezik, hogy

(ole) (xIx) = [{plx)|? . Léthats, hogy valéban egyenléség van, ha |p) = A|x),
és forditva, ha (plo) (x|x) = [(el)|?, akkor A = (x|¢)/ (x|x) vélasztasdval
{p — Ax]e — Ax) = 0, amibdl kovetkezik, hogy |¢) = Alx). O

Most dttériink a 11.2 egyenl6tlenség bizonyitdsdsra. Legyen |1)) tetszOleges
nem zér6 vektor, és jeloljitk A vdrhat6 értékét a |¢) dllapotban (A)-val (A) =
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(| A), és hasonléan legyen (B) = (¢|Bv) . Legyen most

p) = (A= {A)¢) (11.4)

illetve
IX) = (B —(B))[¢). (11.5)

Ekkor a 1 dllapotban vett szérds definicidja szerint:
(plp) = (AA)?, illetve  (x|x) = (AB)? (11.6)

tovabba

el)? = (A = (ADp|(B — (B))y)]* =
= [{([(A = (A))(B = (B)¥)|* = (AB) — (4) (B)|*. (11.7)

Beirva ezeket a CBS egyenldtlenségbe kapjuk, hogy

[{AB) — (4) (B)|* < (AA)(AB)*. (11.8)

A bal oldalon (AB) — (A) (B) abszolit érték négyzetét a valds és képzetes rész
négyzetosszegeként szamitjuk ki. A médsodik tag itt valés, mert A és B onad-
jungdlt, tehat varhaté értékiik valés. Az elsd tagban az AB operdtor véarhaté
értékét bontsuk fol az operdtor szimmetrikus és antiszimmetrikus részének varhato

értékére, azaz tekintsiik a kovetkezd azonossdgot:
1 1 1 1
(AB) = §(AB + BA) + §(AB — BA)) = é(AB + BA) 4+ 156’ ,  (11.9)

ahol kihasznaltuk, hogy az antiszimmetrikus tag éppen A és B kommutdtorédnak a
fele azaz iC/2. Az els6 tag, a szimmetrikus rész egyszeriien ldthatéan 6nadjungalt,
tehdt varhat6 értéke valds, mig iC'/2 vdrhaté értéke tiszta képzetes i (C) /2. A
11.8 bal oldalén all6 abszolit érték négyzethez (AB) — (A) (B) valds része

<%(AB + BA)> —(A)(B) =:0aB (11.10)

amelyet az A és B operdtorok korreldcidjanak neveziink a v éllapotban. (AB) —
(A) (B) képzetes része viszont éppen (C) /2. Igy a 11.8 bal oldaldn szerepls
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abszolut érték négyzet vagyis a valés és képzetes rész abszolit értékének né-

gyzetosszege 0% p + 1 [(C)|?, azaz 11.8 a kovetkez8képpen frhaté

(AA?(AB)? > o5 + (C)*/4 (11.11)

Ez a Heisenberg-Robertson egyenlétlenség erds alakja. Az egyenldtlenség lathatéan
a
UAAO'BB_U,2432|<C>|2/4 (11.12)

formdba is irhaté. Ennek az egyenl6tlenségnek azonban gyakran egy gyongébb
alakjat hasznaljuk. Mivel 0% ; nemnegativ, a 11.11 6sszefiiggés jobb oldalst ezzel
csokkentve az egyenlétlenség még inkdbb érvényes lesz, tehdt

(AA?(AB)* > |(C)|* /4, (11.13)

vagyis

(AA)(AB) = [(O)]/2, (11.14)

amely az egyenldtlenség altaldban hasznélt alakja. Lényeges, hogy az itt szerepl6
mennyiségek, tehat a szords, illetve a varhaté értékek fiiggenek attdl az dllapottdl,
amelyre vonatkozdan kiszdmitjuk ezeket, de az egyenlbtlenség tetszbleges olyan
dllapotban érvényes, amelyekre az A, B és C' értelmezve vannak. Az egyenlétlenség
11.14 alakjat tetszdleges operdtorokra elészor Robertson irta fol.

Specidlisan, az A = X, B = P operatorok esetére [X, P] = ¢h miatt az egyen-
16tlenség alakja

(AX)(AP) > h/2, (11.15)

amelyet, Heisenberg egyenl6tlenségnek, illetve néha bizonytalansdgi reldciénak
szokds nevezni.

Az egyenlttlenségek ezen alakjai statisztikus jelentéstiek, a szérdsokat illetve
a varhato értékeket egy adott dllapoton elvégzett sok mérésbol lehet kiszamitani,
és az egyenlotlenség ezekre vonatkozik. Ebben az értelemben a 11.15 egyenlotlen-
séget elészor Schrodinger irta f6l. Heisenbergtdl egy mads fizikai jelentésii egyen-
16tlenség szdrmazik, amelyet 6 az un. gamma mikroszképja kapcsdn mutatott be.
Eszerint egyetlen helymérés sordn az impulzus megvaltozik és forditva, igy, hogy
egyetlen mérésben az elvi bizonytalansdgok szorzata kisebb mint . Ennek ellenére
hagyoményosan az 11.15 egyenl6tlenéget szoktdk Heisenberg egyenlétlenségnek.
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nevezni.

Vizsgéljuk meg, hogy melyek azok a specidlis ¢y dllapotok amelyekre
(AA)y, (AB)y, = [{C), 1/2, (11.16)

azaz amelyekre a szordsok szorzata a megfelel6 operdtorok folcserélhetetlenségébol
kovetkezben a lehet6 legkisebb. Ezekre az dllapotokra egyrészt a kiindulé Cauchy-
Schwartz egyenlétlenségben egyenl6éségnek kell édllnia, azaz a |p) = A|x) -bél

kovetkezd

(A = (4)) [to) = A(B = (B)) [0) (11.17)

egyenletnek kell teljesiilnie Mds széval a két operdator a kérdéses dllapoton csak
egy konstansszorosban kiilsnbozhet egymdst6l. Az egyenléséghez emellett még az
is sziikséges, hogy oap eltiinjék a 11.11 szerint.

Szamitsuk ki ezekhez az dllapotokhoz tartozo (¢|x) illetve a (x|p) belsé szorza-
tokat:

(tho| (A = (A))(B — (B))voo) = (AA)?/A, (11.18)
(tol(B — (B)(A — (A)ro) = MAB)*. (11.19)

Itt a baloldalak tsszege 20 4p kiilonbsége i (C) ezért ugyanez all a jobboldalakra
is. A keresett |t¢)g) allapotban, melyben o4p5 = 0, tehat

(AAZ /AN +ANAB)? =0 (11.20)
(AA)%/X = ANAB)? =i (C) (11.21)

amibdl A = Z(i?c‘%y = 2?13))2. Tehdt a keresett dllapotokon, azokon amelyeken
11.14 egyenléségbe megy &t érvényes, hogy (A — (A) g = A(B — (B))vy, a fonti
A-val. Ezeket intelligens dllapotoknak szokds nevezni.

Példaul, ha A = X, és B = P, egy egydimenziés mozgds esetén, akkor ko-
ordindtareprezentaciéban

2(AX)?

(z — (X))vo(z) = —

it (PWe@) (1122)

Ox

Ennek a differencidlegyenletnek a normélt megoldésa:

_ 2
’l/)()(ll') = m exp{% + 1 <Pz> Zl'/h} (1123)
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Ez a minimélis hatdrozatlansigui hulldmcsomag, amelynek abszolit érték né-
gyzetét, (azaz a koordindta mint valdszinfiségi vdltozé valésziniisegi sliriiségfiige-
vényét) Gauss eloszldsnak vagy méasnéven normdlis eloszldsnak nvezziik. A koz-
vetlen szdmitds is egyszeriien mutatja, hogy ebben az allapotban a koordindta
varhato értéke éppen (X), az impulzusé (P, ), a koordindta szérdsa éppen AX, az
impulzusé pedig AP, = i/2(AX)

Feladatok:

1. Oldjuk meg a 11.22 egyenletet.

2. Keresiik meg tp-t impulzusreprezentdciéban. a) tgy, hogy a megfelels
egyenletet impulzusreprezentaciéban oldjuk meg, b) keressiik meg ty(x) Fourier

transzformaltjat.

12. 1Idofejlodés, Schrodinger egyenlet, kontinuitasi
egyenlet

12.1. A Schrodinger egyenlet altalanos tulajdonsagai:

A Schrodinger egyenlet alakja:

91w(t))
ot
ahol |¥(t)) a rendszer id6t6l fiiggd dllapotdt megadd vektor.

th

= H[U(t)) (12.1)

Az egyenlet egyik fontos tulajdonsdga, hogy lineédris. Ez azt jelenti, hogy ha
|¥;) és |Us) megoldds, akkor megoldds a ¢q |[¥1) + ¢ |¥a) vektor is, ahol ¢; és ¢o
komplex allandék. Az Osszeg végtelen sok tagra is kiterjeszthet®. A linearitds azért
teljesiil, mert az id6 szerinti derivélds linedris, illetve a mésik oldalon a a Hamilton
operétor is linedris, azaz tagonként alkalmazhaté. Tovabbi lényeges tulajdonsag,
hogy az egyenlet idében elsérendfl, tehdt megadva egy |¥ (o)) kezdeti foltételt,
a késobbi idopontokban az &llapot elvileg meghatarozhaté. FErre vonatkozéan
aldbb latunk majd egy mddszert. A linearitdssal kapcsolatban itt megemlitjiik,
hogy természetesen a font emlitett tobb kiilonbozd megoldds kiilonbozé kezdeti
foltételekhez tartozik. Egy tovdbbi tulajdonsdg, hogy az egyenlet megbrzi az al-
lapot (¥|¥) normdjat. Ezt a normdt — mint tudjuk — a valészinfiségi értelmezés
miatt 1-nek szoktuk vélasztani. A bizonyitdshoz derivéljuk a normét idé szerint,
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hasznédljuk a Schrodinger egyenletet, tovabbd azt, hogy a H onadjungalt:

0 ov

o
5 LI) = (S [W(@) + ()] 5, ) = (12.2)
_ (%H\I/|\I/(t)> + (\If(t)|%H\I/> _ (12.3)
_ —% (HU|W() + %(\I/(t)|H\I/> —0 (12.4)

Mivel a derivalt 0, a (¥| ) dllandd, s igy, ha kezdetben 1 volt, akkor a tovdbbiakban
is 1 marad.
W) =1 (125)

A Schrodinger egyenlet fonti tulajdonsdgai miatt bevezethetd egy linedris o-
perétor, amely a ¢t = ¢y iddpilllanatban vett |U(tg))-hoz hozzdrendeli a ¢ idébeli

|¥(t))-t. Ezen ugynevezett evolicids operdtor definicidja igy
U(t,to) [¥(t0)) = [¥(2)) (12.6)
amely eszerint azzal a tulajdonsdggal is bir. hogy
(U(t, o)W (to)|U(t,t0) ¥ (to)) = (¥ (to)[¥(to)) =1 (12.7)

Ha ez minden W(tg)-ra fonnall, akkor abbdl kivetkezik, hogy U™ (t,t0)U (¢, to) =
U(t,to)UT(t,to) = 1, s az ilyen tulajdonsdgi operdtort unitérnek nevezziik.

Tekintsiink egy V(r) potencidltérben mozgé részecskét. melynek Hamilton

operéatora
P2
H = 5 +V(r) (12.8)
A Schrodinger egyenlet alakja igy:
LOW(t) P2
ih %~ \a2m +V(r) | |¥(2)) (12.9)

Irjuk ezt most koordindtareprezentacicbas

2
ih (x| a|\1(;£t)> — ] (;)—m 4 V(r)> W(8) (12.10)
A () R
ih s —%A\I/(r,t) + V(r)U(r,t). (12.11)

Ez utébbi egyenletet frta fol lényegében Schrodinger és ennek specidlis staciondrius
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megoldésait haszndlta sajatértékegyenletként, amirdl késobb esik majd szé.

12.2. Kontinuitasi egyenlet

Most a koordindtareprezentdcioba irt 12.11 Schrodinger egyenlet egy kivetkezmé-
nyét fogjuk levezetni, amelyet kontinuitdsi egyenletnek neveziink. Szorozzuk a
12.11 egyenletet ¥*(r,t)-vel, a komplex konjugdlt egyenletet pedig W(r,t)-vel és
vonjuk ki az el6bbibdl az utébbit:

BA:) A no .
ih (qf 5 ¥, ) = 5 (UAV — VAT (12.12)

ahol kihaszndltuk, hogy a V valés, tehdt a V(r)UWU* tagok kiejtik egymast. Az
utébbi egyenletet az

- a * * h2 * *
ihe (T*W + UT*) = ~5V (T*VE — UV T*) (12.13)
alakba is frhatjuk, azaz
2|\1/( t)|2+iV(\If*v\If—\w\11*) =0 (12.14)
ot omi - '

A |U(r,t)|? = p(r,t) a részecske térbeli megtaldldsdnak valésziniisége, a

h
5= (UVU - UVT) =] (12.15)

;;;;;; 71

vektort pedig valésziniiségi dramsiiriiség vektornak nevezziik. Ennek alapjan fon-
néll a

ap(r,t) +Vj=0 (12.16)

kontinuitédsi egyenletnek nevezett sszefiiggés, amely formailag teljesen analég a
mechanika illetve az elektrodinamika kontinuitdsi egyenletével, melyek a tomeg
illetve a toltés megmaraddsat fejezik ki. A 12.16 kvantummechanikai véltozat
a p és j értelmezéseszerint a részecske megtaldlasi valdsziniiségének lokdlis meg-
maraddsét fejezi ki. Ezt a szokdsos médon integrélis alakban is megfogalmazhatjuk
egy rogzitett térfogatra integralva, a Gauss tétel alkalmazédsdaval kapjuk, hogy

%/p(r,t) = f%jndf. (12.17)

v F
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A bal odalon a részecske V térfogaton beliili megtaldldsi val6sziniiségének idébeli

rrrrrr

gatba a zart F feliileten 4t (az n vektor a feliiletb6l kifelé mutat). Azaz ha valahol
valtozik a megtaldldsi valdsziniiség, az azzal jar, hogy a szomszédos helyeken is

valtozik, éspedig ugy, hogy a netté valtozés eltiinik.

13. A varhato értékek idofejlodése, Ehrenfest tétele

Vizsgdljuk az A onadjungdlt operator &ltal reprezentélt fizikai mennyiség
(W(t)[A¥(t)) = (4) (13.1)

véarhaté értékének idofejlodeéset a |U(t)) allapotban. Id6 szerinti differencidlassal
és a Schrodinger egyenlet folhasznéldsdval nyerjiik, hogy

0(A) 1 0A
—— =—-{([H,A — ). 13.2
=y + (5 (132)
Specidlisan az R és P operatorokra alkalmazva a fonti osszefiiggést egy H =
% + V(R) Hamiltoni esetén kapjuk, hogy

JdR) (P)
o0 " m (13:3)
(P) _

o =~ (VV(R) (13.4)

Ez utébbiakat, melyek a klasszikus mozgdsegyenlet kvantumos analogonjai, nevez-
ziik Ehrenfest tételeinek.

Hasonlésagok és kiilonbségek a klasszikus mozgdsegyenlettel. Vizsgdljuk
meg most, hogy milyen értelemben felelnek ezek meg a klasszikus mozgasegyen-
letnek egy U(r,t) hullimfiiggvénnyel jellemzett részecske esetén. Az (R) vdrhato
érték, hdrom id6étdl fiiggd szamot jelent, ez egy durva jellemzdje a mozgdsdnak,
mert ez csupan a |U(r,t)|? valdsziniiségi stirliség “silypontja”.  Folvetédik a
kérdés, hogy ez a sulypnt tigy mozog-e mint a megfelelé klasszikus mechanikai
probléma esetén maga a részecske. Ez akkor lenne igy, ha 13.4 jobb oldaldn az

F.; klasszikus erd értéke dllana a silypont helyén, azaz, ha érvényes lenne, hogy
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F.(r=(R)) =—-VV(r=(R)). Azonban a jobbolodalon
—(VV(R)) # -VV(r = (R)) (13.5)

all, mert egy fiiggvény varhato értéke dltaldban nem egyenld a fiiggvény értékével
a valtozé vdrhato értékének helyén. Ezért a |U(r,t)|? silypontja nem tigy mozog,
ahogyan a megfelel6 klaszikus részecske az adott potencidlban. Meg lehet mutatni,
hogy kivételt ez aldl azok az esetek jelentenek, amikor a V' potencidl legfoljebb
kvadratikus fiiggvénye a koordindtdnak, azaz az a erémentes részecske, az dllandé
erd hatdsa alatt mozgé részecske, és a koordindta négyzetétol fiiggd potencidlis
energia esetén, amely , amely ha vonzd, akkor éppen a harmonikus rezgésnek felel
meg.

Tekintsiink azonban egy olyan ¥(r,t) allapotot, amely igen jol lokalizélt. Ez
alatt azt értjiik, hogy azon a tartoményon ahol |¥(r,t)|? kiilonbozik nullétél a
VV (r) vagyis az erd, lényegében &dllandé. Ekkor koordindtareprezentéciéban szé-

molva koézelitéleg érvényes, hogy

(VV(R)) = / B (x, ) [VV (0)] U (r, £) — / (e, ) 2[VV (1)] ~
~ VV(r=(R)) /d3r|\IJ(r,t)|2 =VV((r=(R)) (13.6)

mert VV(r) dllandé lévén kivihetd az integral jel elé az (r = (R) helyen, ahol a
|U(r,)|? lokalizélva van. Ebben az esetben tehét a |¥(r,t)|? silypontja kozelitoleg
gy mozog mint a megfeleld eré hatdsa alatt mozgé klasszikus részecske. Ez felel

meg a klasszikus hatdresetnek.

14. Az idofiiggd Schrodinger egyenlet megoldédsa

konzervativ rendszerekere.

Tegyiik fol, hogy a

Lo\

Schrodinger egyenletben H nem fiigg az id6tél. Keressiik ennek az egyenletnek a

megoldésat a H sajétvektorai

H |u’n,j> =é&n |un,i> (142)
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szerinti sorfejtés alakjdban:

U(t) =) () lung), (14.3)

ahol foltételeztiik azt, hogy H spektruma diszkrét. Itt a ¢ (t) egyiitthatok az idd
fiiggvényei, és az |u, ;) rendszer az id6tol fiiggetlen ortonormalt bézis a térben.
Az utébbi tulajdonssgot a H énadjungalt volta biztositja. Irjuk be ezt a sorfejtést
14.1-ba, kapjuk, hogy

iy %Cﬁ;(t) [ng) = H Y ch(t) ung) =D cht)en funs) (14.4)

Szorozzuk meg az egyenletet skaldrisan |u, ;)-vel, és hasznaljuk ki az |u, ;) rend-
szer ortonormélt voltdt. Kapjuk , hogy

ih—=—cl (t) = ¢ (t)e, (14.5)

—iEn (t—to)/h

amelynek megolddsa ¢, (t) = ¢ (t)e , ahol a ¢/ (to)-k az egyiitthatck a

to id6pillanatban. Ezek szerint a megoldéds:
U(t) = ch(to)e =M u, ) (14.6)

Fzek szerint a Schrodinger egyenlet megolddsdnak egyik lehetséges médja, ha
megkeressiik H sajatértékeit és sajatvektorait, mert ezek segitségével a megoldds
a fonti sor segftségével eldallithaté. A ¢l (tg) kezdeti kifejtési egyiitthatokat a kere-
sett megoldés kezdeti értéke szabja meg, amelyet egy konkrét megoldds folirdsdhoz
meg kell adnunk. Legyen ez | U (%)), akkor

[U(to)) =Y ch(to) luny) (14.7)

amibdl
e (to) = (un,j|¥(to)) - (14.8)

Igy egy adott kezdeti |¥(ty))-hoz tartozé megoldas:

|\I’(t)> - Zeiign(tit())/ﬁ |un,j> <un,j|\Ij(tO)> :

A ty kezdeti idépillanatot egyébként rendszerint 0-nak szoktuk valasztani.
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Ha a H spektruma folytonos, akkor hasonlé meggondoldssal a
gE .
U(t) = /Zeﬂg(t*t“)/ﬁ |ue,j) (ue 5[ ¥(to)) de (14.9)
j=1

eredmény adédik, ahol foltételeztiik, hogy a folytonos spektrumba es6 € sajatérték
degenerécidja diszkrét: g.-szoros.

Staciondrius allapotok. A fontiek alapjan egy olyan &llapotnak, amely H
sajatéllapota az id6fejlédése trividlis:

[tn ) €m0, (14.10)

ezért azokat az id6fiiggd allapotokat amelyek H egy adott sajatértékéhez tartoznak
staciondrius dllapotoknak nevezziik. Szokdsos ez az elnevezés magukra az |uy, j,)
sajdtallapotokra is. Nyilvan barmely adott energiasajatértékhez tartozé degeneralt

sajatallapotok
> e lung) | et (14.11)
J

linedris kombinécidja — Gsszegzés csak a j degenerdcids indexre torténik — is sta-
ciondrius. A staciondrius allapotok minden idépillanatban H sajétéllapotai H |uy, ;) e tent/h —
En |Un,j> e—iant/ﬁ

kvantummechanikai magyardzata.

ugyanazzal az €, sajatértékkel. Ez a Bohr féle elsé posztuldtum

15. Mozgasallandék, Bohr frekvencidk

15.1. Mozgéaséallandék

Mozgaséallandénak neveziink egy fizikai mennyiséget, amely nem fiigg explicite az

id6tol, és amely folcserélheté a H Hamiltonival:

% =0, (15.1)
[A, H] = 0. (15.2)

Konzervativ rendszerre lathatélag maga H is mozgssallandé. Ervényesek tovabba
a kovetkezo tételek
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(i) Mozgaséllando varhato6 értéke tetszbleges dllapotban allandé

%) %)

o (4) = 5, (V]AT) =0, (15.3)

ez kovetkezik a mozgdsallandé fonti definiciéjabdl és a (13.2) dsszefiiggésbol.

(ii) Ha A mozgdsallandd, akkor vannak a rendszernek olyan staciondrius al-
lapotai, amelyek minden iddpillanatban A ugyanazon sajdtértékéhez tartoznak.
Ez utébbiak az un. jé kvantumszamok.

Mivel A és H folcserélhet6k, van olyan |u,, ;) bdzis, amelyben mindkét opers-

tor diagonélis azaz

H |un,i,l> =¢&n |un,i,l> (154)
Alunin) = i |tnig) - (15.5)

Itt [ egy olyan index, amely egy lehetséges tovdbbi degeneraciot jelez, amennyiben
A és H nem CSCO. Mivel az |u, ;;)-k id6fejlédése |un,i71>e_i5”t/ﬁ , ezek min-
den késébbi idépillanatban is sajatvektorai A-nak ugyanazzal az «; sajatértékkel,

hiszen A |u,, ;) e~/ ient/h

= qze” |Un,i1). Ezért nevezziik az a; sajatértékeket
j6 kvantumszamnak.

(iii) Annak a valésziniisége, hogy A mérésekor a |U(t)) dllapotban az «; sajat-
értéket taldljuk, nem fiigg az id6t6l. Ez a valdsziniiség a 4. posztuldtum szerint
Plei) = 0 lenin(®)[?, ahol ¢ ii(t) = (unia[¥(2)) = cnip(0)e™ /", ahol most
a to kezdeti idépontot 0-nak valasztottuk. Mivel |, ;1(2)]* = |cn.:1(0)]* , tehdt a

P(c;) valéban id6t6] fiiggetlen.

15.2. Bohr frekvencidk és a kivdlasztasi szabdlyok eredete

Legyen most D egy tetszdleges 6nadjungdlt operator, amely dltaldban nem cserél-
het6 fol a H-val. Vizsgaljuk meg, hogy hogyan viltozik D vérhaté értéke egy kon-
zervativ rendszerben. Mivel itt [W(2)) = 37 ¢k (tg)e " ntt0)/ 1 |y, ;) a (U(t)| BE(t))

varhaté értéket ki tudjuk irni. t9 = 0 esetben

(WD) =D b (0)et =t el (0)e ™= M (o] D g i) =
—ZZC (0)c (0)e =2/ (| D i) (15.6)

Tegyiik {61 most, hogy D nem fiigg explicite az id6tol, a (ups ;| D |uy ;) métrixele-
mek tehdt allandok. A 15.6 formula mutatja, hogy a (D) id6fiiggését (e, —en)/h =
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wnn korfrekvencidval oszcilldlé tagok Gsszege adja, ezek éppen a Bohr frekvencidk.

A ((t)|Dp(t)) varhat6 értékben csak azok a frekvencidk jelennek meg, ame-
lyekre a (uy ;7| D |uy,;) matrixelemek nem tiinnek el. A H-tél és D-t6l fiiggben
sok esetben egyszeri szabdlyok adhaték arra nézve, hogy melyek ezek a nem
eltiind matrixelemek. (Pl. a dipélusmomentum operdtor nem eltiind métrixele-
meit elemezziik majd késébbi szakaszokban.) A nem eltiing métrixelemek tehdt
kivédlasztjak azokat a frekvencidkat, amelyek ténylegesen megjelennek. Ezért azokat
a szabdlyokat, amelyek megadjik, hogy melyek a nem eltiiné matrixelemek, kiva-
lasztési szabdlyoknak nevezziik. FEzeket a szabdlyokat — s6t részben magukat a

maétrixelemeket is — dltalaban szimmetria megfontoldsok alapjdn lehet megtalélni.

16. A szabad részecske kvantummechanikai tar-

gyalasa

A szabad részecske Schrodinger egyenlete egydimenziéban:

L0V p?

A staciondrius dllapotok a 2P_772L sajatvektorai, ezek pedig azonosak P sajdtvek-
toraival azaz a P |p) = p|p), ahol p barmilyen valds érték lehet. Ez utébbiak a de
Broglie hullsmok koordindtareprezentdciéban. A négyzetreemelés miatt a p?/2m
sajatértékek kétszeresen degenerdltak, a p és a —p impulzust dllapot ugyanahhoz

az energiasajatértékhez tartozik. A megoldas:
—ip? mh
w(0) = [ 19) (o wO)e 7, (16.2)

itt (p| ¥(0) =: ¢o(p) a kezdeti allapot impulzusreprezentacicban. Ebbol

peE) =vp,t) = /<p’ Ip) (p| W(0)e ="t/ dp = (16.3)
- / e O D (16.4)
azaz a megoldds impulzusreprezentaciéban:

U(p, ) = o (p)ewt/2m (16.5)
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Koordindtareprezentdcioban az eredmény ennek a Fourier transzformaltja p’

helyett p-vel:
Wat) = <= [ dalp)e Py (16.6)

Ha a kezdeti allapotban a 1 (z) koordinata hullamfiiggvény adott, akkor ebbél

I S
%@—ﬁ%/wu " (16.7)

majd ennek ismeretében a 16.6 alapjdn lehet meghatdrozni ¥(x, t)-t, mindkét 1épés

egy Fourier transzformécio.

Kozvetleniil koordindtareprezentaciéban is megoldhatjuk a probléma&t. Az en-

ergiasajatértékegyenlet ebben az esetben:

w2 du

- 16.
5 03 cu (16.8)

Ennek normaélhaté fiiggvényt komponensenként eldallité megolddsai csak az € > 0
esetben vannak. A 16.8 médsodrendii egyenlet két linedrisan fiiggetlen megolddsa
koziil a kovetkezd parokat szokds vélasztani:

etke  gmike (16.9)

)

coskx, sinkx (16.10)

ahol k = \/2me/h?. azaz adott € = % kétszeresen degenerdlt. Az eh® — e~ihe
parrdl konnyen léthaté, illetve ismert, hogy ezek az impulzus sajitfiiggvényei is,
p = hk illetve —p = —hk sajatértékekkel. Ezek a fontebb emlitett adott energidhoz
tartozé két degenerdlt de Broglie hullimmal azonosak. Mivel értelemszeriien ha

k > 0. az dltaldnos megoldds az el6z6 fejezet receptje szerint
/ (i (e)e™™ + c_(e)emikr)emiet/l gz, (16.11)
0
Ez atirhaté k szerinti integrélok sszegévé

0 2,2, h2 —oo ) 2,2, 2
/ o (k)ethre=itmnt PE g — / i (—k)ekre—itant P g = (16.12)
0 m m

0
= / Flk)eRwe—i" 5t g, (16.13)
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ahol

i ) &y (B)ZE ha k>0,
e (k) = co(RPK2/2m) és f(k) = {5 (k)22 ha k< 0 (16.14)

Vagy a ik = p jeloléssel és \/;T—ﬁ (p/h) = 1o (p)-vel visszakapjuk az eléz6 formulst.

Feladat: Milyen operdtor sajatértékei tesznek kiilonbséget a cos kx, és sin kx
energiasajatfiiggvények kozott?

Ha nem akarjuk az dllapot id6fejlodését explicite is megadni, hanem megelégsziink
az X és P virhato értékének és szérdsisnak meghatdrozdsdaval, akkor az Ehren-
fest tételek ismételt alkalmazasdval ez igen tanulsdgosan megtehets. A H = %
alapjan

% = (P) /m, % =0 (P) = po, (16.15)

Ebbél ldthat6 hogy egy kezdetben (X), = x¢ koordinéta illetve (P), = po im-
pulzus véarhato értékkel biré allapot fejlédése soran az impulzus varhaté értéke nem
valtozik, a koordindta varhaté értéke pedig az idé muldsdval a klassszikus esetnek

0

megfeleléen az (X) = xo + 22t képletnek megfeleléen 22 egyenletes sebességgel
halad. Az impulzus szérdsa sem valtozik:

d(AP)> d(P?) d(P)’
.~ dt  dt

Most megmutatjuk, hogy a koordindta szérasa viszont no, az dllapot szétfolyik.mert

=0 (16.16)

a fazissebesség p fiiggd: ez olyan mint egy diszperziv kozegben terjedd elektromag-

neses hulldm.szétfolydsa.

dAX):  d(X?)  d(Xx)® i
a  —  dt At

= (XP + PX) /m —2(P)(X) /m = 2‘;1;)( (16.17)

([H,X?]) —2(P) /m =

St

opx a 11 szakaszban bevezetett korreldciés fliggvény, amely szabad részecske es-
etén, mint mindjart l4tni fogjuk, az idének linedris fiiggvénye. Derivdljuk id6
szerint még egyszer (AX)?-et
i
2m2h
2
2 2y _ 2
((P?) - (P)’) = = (AP (16.18)

d*(AX)? KB
a2 mh

(H,XP + PX]) —2(P)* /m? = ([P?,XP+PX]) =

2
m?
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mert

P?XP — XPP? = P3X +ihP? — XP? = —2ihP?, (16.19)
P?PX — PXP? = P?X — XP? +ihP? = —2ihP*. (16.20)

Mivel (AP)? 16.16 miatt dllandé, 16.18 szerint dQ((ﬁf)z is 4llandé. Eszerint d(Adf)Q
s fgy opx is az idének legfoljebb linedris fiiggvénye, azaz (AX)? legfoljebb
kvadratikus fiiggvény. Vagyis a 16.18 egyenlet egyszeriien integralhato és
2 o t? opPx 2

(AX)® = (AP)()? + QTt + (AX)5. (16.21)
A (AP)? a De Broglie hulldm kivételével minden éllapoton pozitiv, ezért elegendd
idé miilva a (AX)? az idé négyzetével ardnyosan nd, azaz a szabad részecskét
jellemz6 hulldmesomag szétfolyik. Pl. intelligens (Gauss alaki) allapotra amint
azt latttuk opx = 0, tovdbbd ebben az esetben (AP)2 = 4(2’—;)% igy erre az

dllapotra
h2

(AX)2 = (AX)(Q)(l + m#)

(16.22)

azaz a szétfolyds anndl gyorsabb minél kisebb volt (AX)2Z azaz a kezdeti szélesség.

és minél kisebb a részecske tomege.

17. A harmonikus oszcillator sajatértékproblé-

maja

A harmonikus oszcilldtor Hamilton operatora:

P2 1
H=—+ -mw?X? 17.1
5 + 5 (17.1)
amelyben az X és P operdtorok az [X, P] = ih folcserélési reldciot teljesitik.
Vezessiik be az
1 mw 1
a=—= —X +1—=P 17.2
2 < h vVmwh ) (17.2)

és
ot = 2 ( @X—i#P) (17.3)
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nem onadjungdlt és dimenziétlan operatorokat, melyek egymds adjungéltjai. Az
[a,a’] kommutétor kiszdmitdsdhoz az X és P operdtorokra vonatkozé folcserélési
reldciét alkalmazva az

[a,al] =1 (17.4)

eredményt kapjuk. Az X és P operatorokat kifejezve a-val és af-al, majd ezeket

beirva (17.1)-ba a Hamilton operdtorra a
H = hw(a'a+1/2) (17.5)

kifejezést nyerjiik. A H sajatértékeinek és sajatvektorainak meghatédrozdsa, azaz

Hlp) =elp) (17.6)

egyenlet megolddsainak megkeresése az
ala=N (17.7)

operdtor sajatillapotainak meghatdrozédsaval ekvivalens. N 6nadjungdlt és pozitiv
operdtor, tehdt sajatértékei csak nemnegativ valds szamok lehetnek. Ha ugyanis
v sajatérték, és |p) egy hozzd tartozo sajétvektor: N|p) = v|p), akkor v (p|p) =
(¢|Np) = {plaTap) = ||ap|| > 0. Tehdt v (¢|p) > 0, és mivel |¢) nem zérd, hiszen

sajatvektor, a normdja pozitiv, amibdl kovetkezik, hogy v > 0.

Meg fogjuk most mutatni, hogy N sajdtértékei a nemnegativ egész szamok.
Ezek meghatédrozasa céljabdl szorozzuk az

aat —afa=1 (17.8)

folcserélési relaciot jobbrol a-val, illetve balrdl af-al. Kapjuk, hogy aN — Na = a,

azaz [N, a] = —a, illetve Nal —al N = af, azaz [N, aT] = af, vagy atrendezés utsn:
Na =a(N —1), (17.9)
Na' =a'(N +1). (17.10)

Vizsgaljuk ezutan az a'*a® operatort, ahol k > 1 egész szém. Teljes indukciGval

bebizonyitjuk, hogy

at*a® = N(N = 1)(N —=2)...(N — (k- 1)). (17.11)
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Az bsszefiiggés k = 1 esetén nyilvan fonnall, hiszen az éppen N (17.7) definicidja.
Tegyiik fol most, hogy az Gsszefiiggés érvényes k-ra és vizsgaljuk azt k+ 1-re. Irjuk
a vizsgélt operatort af*Tlaf*t1 = atatka*q alakba, és hasznaljuk a k-ra igaznak
foltett 17.11 osszefiiggésiinket:

at* bt = gfa™aba = ' N(N = 1)(N = 2)...(N = (k- 1))a. (17.12)

A (17.9) Na = a(N—1) formula felhaszndldsdval az utolsé helyen 4116 a-t egyenként
sorra atvihetjiik az elétte allé faktorok elé, mikozben minden tényezét eggyel
csokkentiink. Igy :

g — IN(N-1D)(N=2)...a(N—-1—-(k—1))=...
=a'Na(N —2)(N =3)...(N —1—(k—1))
=ala(N-1)(N—=2)...(N-1—(k—1)) =
=N(N-1)(N-2)...(N —k)) (17.13)

Az utolsé sort dsszehasonlitva 17.11-el latszik, hogy éppen a bizonyitandé 6ssze-

fiiggést kaptuk k helyett k + 1-el, azaz az 17.11 minden k > 1 egészre érvényes.

Az 17.11- képletbdl kovetkezik, hogy N spektrumdnak nem lehet folytonos része.
Ha ugyanis lenne, akkor létezne olyan v nem egész szdm és olyan |p) éllapot,
amelyre N|¢) = v|p). Erre a |p) dllapotra az elézd Osszefliggés szerint érvényes,
hogy:

(platarlp) = v(v = 1) ... (v = (k = 1)){(#le). (17.14)

A bal oldal minden & > 1-re nemnegativ, mert barmely |¢) dllapotra

(plat™®a*|p) = (||a*¥p|| > 0. A jobb oldal viszont (p|¢) > 0 miatt negativ lenne
egy olyan (értelemszerfien egész) k > 1l-re, amelyre v + 1 < k < v + 2 teljesiil.
Fz az ellentmondds csak akkor nem 1ép fol, ha N sajatértékeire kikotjiik, hogy
csak nemnegativ egész szamok lehetnek. Ekkor ugyanis, ha v = n egy egész szdm,
akkor mind a jobb-, mind a baloldal pozitiv, amig k < n, és mindkét oldal eltiinik
minden k > n + l-re, ami foltételezi azt is, hogy ugyanakkor a*|p) = 0, minden
k >n+ l-re.

Tegyiik f6] most, amit aldbb a koordindtareprezentacio segitségével meg is mu-
tatunk, hogy létezik legaldbb egy sajdtvektor, amelyhez tartozé sajatérték (az
eldbbiek szerint sziikségképpen) valamilyen nemnegativ egész: v = n. Ezt a
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sajatvektort jeloljiik |, )-el:
Nlpn) = nlen) (17.15)

A 17.14 szerint erre a vektorra az egyenldség tigy teljesiil, hogy minden k& > n+1-re
a®lpn) =0, k=n+1n+2,... (17.16)

Specialis esetként lathato, hogy ha n = 0 sajatérték, azaz Nl|p,—o) = 0lpg) = 0,
akkor alpg) a nulla vektor, mert (apo| apo) = (polaTapo) = (po|Neo) = 0, azaz
a belso szorzat pozitiv definit volta miatt

alpg) = 0. (17.17)

Ez forditva is érvényes, azaz ha egy vektorra a|p) = 0, akkor |¢) az N -
nek 0 sajétértékhez tartozé sajatvektora. Ez kozvetleniil kovetkezik ha az af-t
alkamazzuk az a |p) = 0 osszefiiggésre. (Itt, ahogyan az szokds, a tér nulla vektordt
és a nulla szdmot nem kiilonboztetjiik meg, aminek az az oka, hogy tetszoleges |p)
vektorra 0]¢) a nulla vektor.)

Belathato, hogy ha |¢,) sajétvektor n sajatértékkel, akkor at|p,) is sajatvek-
tor (n + 1) sajatértékkel:

Na'lpn) = alaa’|p,) = a'(ala+1)lpn) = al(n+1)len) = (n+1)alle,) (17.18)

vagyis
Na'lg,) = (n+ 1)a’|en) (17.19)

Ez tetszéleges n > 0 esetén érvényes, mert af|p,) biztosan nem a nulla vektor,

ugyanis

<aT50n|aT<Pn> = <80n|aaT<Pn> = <<Pn|(1 + aTa)gon> = (n+1) (pnlpn) >0 (17.20)

hiszen (@p|n) > 0, és n + 1 is hatdrozottan nagyobb mint 0.
Hasonléan:
Nalen) = (n —1)alen) (17.21)

tehdt alp,,) is sajatvektor (n—1) sajdtértékkel. Ez utébbi csak n > 0 esetén édllhat
fenn, mert N sajdtértékei nemnegativak.

A |o)-t mint legkisebb n-hez — igy 17.5 szerint a legkisebb energiasajdtértékhez
is — tartozé allapotot alapallapotnak szokds nevezni. Az eldzbek szerint ezt az al-
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lapotot a 17.17 egyértelmiien jellemzi, tehdt 17.17 -et tekinthetjiik az alapallapot
definicigjanak is, amennyiben megmutatjuk, hogy az n = 0-hoz tartoz6 sajatvek-
tor, azaz az alapéallapot valéban létezik: a hozzd tartozé koordindta hulldmfiig-
gvény négyzetesen integralhaté. Bizonyitdsunkbdl az is kovetkezik majd, hogy az

alapéllapot nem degenerdlt. Az alapallapotot definidlé (17.17) alpo) =0 azaz

1 mw o1 -
E < 7X + z—m_th> lpo) =0 (17.22)

Osszefiiggés koordindtareprezentdciéban a

mw d
— — =0 17.23
(5o 42 ) oo (1723
differencidlegyenletet adja, amelynek — 1évén egy elsérendii differencidlegyenlet —

csak egyetlen linedrisan fiiggetlen megolddsa létezik:

mw 12

wo(z)=Ce 1 'z (17.24)

ahol C integrédcids dllandé. Ez a megoldéds valéban négyzetesen integralhatd, a
normaldsbdl meghatdrozhatéan C' = (%)1/ 4. Tehat megmutattuk, hogy azn = 0

sajatérték tényleg létezik és az nem degenerdlt.

Most teljes indukciéval megmutatjuk, hogy a tobbi sajatértékhez is csak egy
(linedrisan fiiggtelen) sajatvektor tartozik. Tegyiik fol, hogy az &llitds igaz n-
re, azaz N|opn) = n|py)-ben n nem degenerédlt. Tudjuk az el6z6ekbdl, hogy ekkor
letezik az n+1-hez tartozé sajatvektor is N|o! 1) = (n+1)|¢% ). Tekintsiik, most
az algi . 1) vektort, ez n-hez tartozé sajétvektora N-nek, és mivel az indukcids
hipotézis miatt n nem degeneralt, a|o!,_ ;) csak egy konstansban kiilsnbozhet |, )-

t6l, azaz létezik egy olyan ¢’ szdm amelyre

alghi1) = 'lpn) (17.25)
alkalmazzuk erre az a-t kapjuk, hogy

atalgl 1) = callpy) (17.26)
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amibél a'alp? = (n+ 1) miatt kovetkezik, hogy
¢n+1 (anrl

C’L

t 17.27
e |on) ( )

|<sz+1> =

Azt mar eddig is tudtuk, hogy af|p,) az n + 1-hez tartozé sajatvektora N-nek,
most azt latjuk, hogy minden n + 1 -hez tartozé sajatvektor ardnyos af|p,)-
nel, azaz ezek egymdstol mind csak egy konstansban kiilsnbozhetnek, vagyis nem
degenerdltak. Mivel, mint ldttuk ,n = 0 nem degeneralt, ezért a teljes indukciét

befejeztiik. A linedris harmonikus oszcillator energia-sajatértékei tehit az
€n = hw(n+1/2) (17.28)
alakidak, ahol n =0,1,2... a nemnegativ egész szamok és ezek nem degenerdltak.

Harmonikus oszcilldtor esetén a sajatvektorokra a kovetkezo6 egyerfisitett jelolést
szokés hasznalni:
ln) = [n) (17.29)

Ilyen médon a |p,,) értelmezése szerint, amely az n sajdtértékhez tartozé sajétvek-

tor, kovetkezik, hogy
al|n) = cqn + 1) aln) =c_|n —1) (17.30)
A sajatvektorokat norméltnak frva el6: (n|n) = (n+ 1|n + 1) = 1 alapjdn:
lex|2((n +1)|n+ 1) = (n|aa’|n) = (n|a’a +1jn) =n +1 (17.31)

Igy konvencié szerint cy-t valésnak és pozitivnak vdlasztva

aflen) = vVn+1len +1), (17.32)
és hasonldéan
aln) = v/n|n), (17.33)

amely n = 0 esetén éppen az alapéllapotot definidlé 17.17 6sszefiiggés.

A normélt sajétvektorok ezek szerint eldéllithatok |0)-bdl az

[n) = (a")" —=0) (17.34)
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alakban. Meg lehet mutatni, hogy ezek a vektorok n = 1,2... valéban teljes
rendszert alkotnak, azaz barmely vektor kifejthetd ezek segitségével.

Az operatorok matrixai a H operator sajatvektorai dltal alkotott bazis-
ban. Az a' operdtor eggyel noveli az N sajdtértékeit, ezért keltd- az a pedig
eggyel csokkenti a sajatértéket, ezért eltiintetd operatornak szokds nevezni. (Ezek
az elnevezések a a kvantumelektrodinamikibdl szarmaznak az a! fotont kelt a
médusban, mig az a operdtor egy fotont tiintet el a moédusbdl.) A kiilonbozd
|n)-ek ortogondlisak egymadsra , mert egy dnadjungalt operdtor, az N, kiilonbozd
sajdtértékeihez tartoznak: (m|n) = 6,,,. Az N, af, a, operdtorok métrixa az |n)

allapotok altal kifeszitett bazisban a kovetkezo:

000
010

IN=| 4 o 3 (17.35)
0 0 0

) 1 0 0

D]=10 2 o (17.36)

a métrixa pedig az a' adjungéltja lévén a transzponalt matrix komplex konjugaltja:
la] = [af]"" (17.37)

A 17.2, 17.3 osszefiiggések alapjan {gy X és P métrixa is meghatdrozhaté. Ezek
voltak azok a métrixok, amelyeket Heisenberg a harmonikus oszcillator kvantumos

vizsgdlata sordn elstként megtaldlt, innen kezd6dott a matrixmechanika.

18. Az impulzusmomentum algebrai elmélete

Egy pontszerii részecske impulzusmomentuma klasszikusan L =r x P, amelyek
Osszege zart rendszerben megmarad. De tudjuk, hogy vannak esetek amikor nem
zart rendszerben is megmarad. Pl centrélis er6tér. A fonti mennyiségnek

megfeleld kvantumos mennyiséget a megfelelé operatorokkal nyerjiik a pélyaim-
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pulzusmomentum operdtorat:
L=RxP (18.1)

Az R és P komponennsei kozott fonnéllé kanonikus folcserélési relacidk alapjan.
[Li, Lj] = iheiji Ly (18.2)

Oszegre ugyanilyen definicié adhatoé.

Kideriilt azonban, hogy a kvantummechanikdban van a térbeli mozgdshoz nem
csatolhat6 belsd impulzusmomentum, sajatperdiilet is. Mint egy a sajit tengelye
koriil forgé labda. Noha ez a hasonlat a kvantumechanika szerint tdvolrél sem
tokéletes, mégis valami ilyenre kell gondolni. a spin hallatdn. Az impulzusmomen-
tum és a spin sem keverendd egy médsfajta mennyiséggel a magneses momentum-
mal. Igaz viszont, hogy toltott részzecskék impulzusmomentumahoz és spinjéhez
azzal ardnyos mdgneses momentum csatolédik, és ezért néha a mdgneses mo-
mentum meérésére vezetik vissza a spinmérést. Emiazz z impulzusmomentumot
altalanosabban a kovtkezOképpen definidljuk. Adott egy J = {J,,J, J.} operd-

torhdrmas,a melynek komponennsei a
[i Jk] = iheir1J) (18.3)
foleserélési relacicknak tesznek eleget. Bizonyitjuk, hogy
[Jz, Jk] =0, k==z,y,2 (18.4)

Emiatt kereshetd kozos sajatvektorrendszere J2-nek és J.-nek. J? pozitiv, ezért
sajdtértékel is pozitivek. A dimenziékat figyelembe véve a sajatértékegyenlet

alakja:

T2 [oam) = X% [@am) » (18.5)
Jz |90>\,m> =mh |<P>\,m> ) (18.6)

ahol A2 nemnegativ valés szdm, m valés szdm. Egyszertien adédik, hogy

m? < \2 (18.7)

azZazZ
“A<m<A (18.8)
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Vezessiik be a
Jy = Jp +idy, J_=Jy —idy, (18.9)

operatorokat. J? nyilvdnvaléan ezekkel is folcserélhetd, s fgy
JQJi |§0)\,m> = Jijz |90)\,m> = h2>\2Ji |90)\,m> (1810)

Azaz J+ nem vezet ki J2-nek egy adott A\Z-el indexelt sajdtalterébdl. Nem ez a

helyzet viszont J, estetén mert:
[J2, Jx] = £hdy (18.11)

18y

Lodx loam) = (Jede £J5) [eam) = M(m £ 1)Jx [oxm) - (18.12)
Ebbél az kovetkezik, hogy vagy Ji |¢am) is sajatvektor (m + 1) sajatértékkel,
vagy a zéré vektor. Egyszerfien lithat6, hogy JK [px m), ahol k egész, szintén
vagy sajatvektor m =+ k sajatértékkel, vagy a zér6 vektor. Adott \ esetén (amelyet
mint lattuk Ji nem véltoztat) azonban —A < m < A, amibdl kovetkezik, hogy kell
lennie egy olyan maximalis és minimélis m illetve m_ valds szdmnak, amelyre a

megfelel |<p,\7m i> vektorok (a definicié szerint nem 0) sajdtvektorok azaz:

Jz |<)0)\,mi> =m+ |§0)\,mi> y (1813)

azonban
Jileame) =0, J-|pam ) =0. (18.14)

Most megdllapitjuk my és m_ kapcsolatét illetve m lehetséges értékeit. Tek-

intsiik ehhez a:

JoJ_=J*—J> 4+ hJ, (18.15)
J_Jy=J*—J*—hJ, (18.16)

osszefiiggéseket, amelyek kifrassal egyszeriien lathatok. Ezekbol:

0= (orma| J-Jt |orms) = (Prmy | > = T2 = W |oam, ) =
=1 (N =mi = my) (pam. [oam, ) (18.17)
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0= (onm_| T+ J= [oam_) = {orm_| J* = J2 + hJ: |orm-) =
=12 (N =m® +m_) (Pam_lerm_) (18.18)

Mivel }<p>\7m i> sajatvektoral J,-nek, ezért nem a nulla vektorok tehdt az on-

magukkal vett belsd szorzatuk sem 0, igy az el6ttiik all6 tényezdnek el kell tiinnie:

A —mi-—my=0 (18.19)
M—m2+m_=0 (18.20)

A két egyenlet kiilonbségének bal oldalat szorzattd alakithatjuk:
(my+m_)(my —m_+1)=0 (18.21)

amibdl vagy az kovetkezik, hogy mi = —m_ vagy az hogy m_ = m4 +1 . Az
utébbi viszont nem lehetséges, mert foltettiik, hogy m4 a legnagyobb sajatérték,

tehdt m_ nem lehet néla nagyobb. Marad tehat az
my =-—m_ =:j (18.22)

lehetdség, ahol a fonti dsszefiiggéssel definidltuk a j szdmot, amely adott A\ esetén
tehdt a legnagyobb sajatértéke J.-nek. 18.19-bol az is kovetkezik, hogy

N =my(my+1) =5 +1) (18.23)

Az eldzbek szerint egy me-el jellemzett |py ) -bél indulva s Ji-t alkalmazva

léteznek olyan vektorok, amelyek az:

mm-+1,..m+p=my=3j (18.24)
mm-—1lm—-qg=m_=—j (18.25)

sajatértékekhez tartoznak, ahol p,q értelemszeriien egész szémok. Az m +p =

my = j, m —q=m_ = —j sszefiiggések kiilonbségébdl:
j= p—;q (18.26)

EbbSl j = 0,1/2,1,3/2.... Adott j kvantumszdmhoz, ha esetén 25 + 1 db m
tartozik 7,5 —1,...—j+1,—j
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Eredményiink tehdt, ha a sajatvektorok indexelését a A helyett a j-vel csindljuk

és |pjm) = |7, m) jelolést alkalmazzuk a kovetkezo:

J2j,m) = B?§(j + 1) |5, m) (18.27)
J: |4, m) = hm/|j,m) (18.28)

J? és J, 4ltaldban nem alkotnak CSCO-t, azaz van vagy vannnak tovabbi kvantum-
szamok amelyek egy &dllapotot egyértelmiien jellemeznek, vagy masképpen szélva,
adott j és m esetén a |7, m) dllapotok kozott egy vagy tobb tovabbi fizikai mnnyiség
operdtora kiilonbséget tehet, vagyis ebbdl a szempontbdl az allapotok degeneral-

tak. Adott j esetén viszont az m szerinti degenerdcié 25 + 1-szeres.

Most megéllapitjuk J,, J4, J— matrixelemeit egy adott j és az m = —j...j
esetén a 2j + 1 dimenziés tér |j,m) bézisban. J? métrixa diagondlis és minden
sajatérték azonos h%j(j + 1). J, mdtrixa szintén diagondlis és a hm kiilonbozd

értékeit tartalmazza. Az eldzdek szerint

J- |.77 m> =C- |j7m - 1> (1830)

és keressiik ci-t illetve c_-t. tgy, hogy |j,m)-el egyiitt |j,m + 1), |j,m —1) is
legyen normélt. Ekkor

(G.m| J_Jy |j,m) = (G,m| J* = JZ = BJ. |j,m) = h*(j(j + 1) — m* —m) (j,m| j, m)
= leq P(,m+1j,m+1) (18.31)

Ha elsirjuk a norméldst akkor cy = hy/j(j + 1) — m(m + 1). Hasonléan c_-ra

JyJ_  vérhat6 értékét szémolva kapjuk, hogy c— == hy/j(j +1) — m(m — 1),
azaz
Tildm) =h/j(5 +1) —m(m +1) [j,m+1) (18.32)
J-|g.m) = h/5(G +1) —m(m — 1) |j,m +1) (18.33)

Ezekbdl J, illetve J, métrixa is meghatérozhaté a 18.9-b6l kovetkezd J, = (J4 +
J_)/2 es J, = (Jy —J_)/2i formuldkbol. A j = 1/2 esetben, amelyet feles spinii
esetnek neveziink, ezekbdl az m = 1/2,m = —1/2 sorrendben irva a matrixele-
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meket a
A0 1 h A{ 0 —i h
== = —o, - = == 18.34
J 2<10> 50 Jy 2(1' 0) 50y (18.34a)
R{ 1 O h

métrixokat kapjuk, ahol a 0,,0y,0, métrixok a Pauli matrixok. Megjegyeezziik
még, hogy a j = 1/2 esetben a megfelelé impulzusmomentum operdtorokat S =

{Sz, Sy, 5.} vel szoktuk jellni a spinre valé utaldssal.

Feladat: Trjuk f6l a j = 1 esetben a J,, J_, J., J,, Jy matrixokat.

19. Stern-Gerlach kisérlet, feles spin sajatallapotai

tetszoOleges iranyban

Azt a kérdést vizsgdljuk, hogy , hogy egy n; irdnyud Stern Gerlach berendezébdl
kijovd részecskék egy n irdnyud inhomogén maégneses térrel jellemzett berendezés
egyes kimend csatorndiba milyen valésziniiségi amplitidokkal érkeznek. Itt csak a
feles spinnel, azaz pl. az eziistatomok esetével foglalkozunk. Legyen n; irdnya a
z irdny. Az eziistatomoknak magneses nyomatékuk van, potencidlis energidjuk az
elektrodinamikabdl ismeretesen W = —mB. Az m ardnyos a mechanikai momen-
tummal J vel, amelyet ebben a j = 1/2 esetben S-el jeloliink utalva a spinre. A

mégneses dipdlusra erd hat melynek irdnya F' = —VW-bol
F =V(mB) =~V(SB). (19.35)

Itt m dllandd, ha B is akkor F =0. Ha viszont a B inhomogentdsdsnak 6 irdnya
az n irdny, akkor F = V(mB) = VSna—iBn.
Meg fogjuk keresni az n egységvektor irdnyud spinvetiilet azaz az Sn =S,

sajatértékeit és sajatvektorait, tehdt az

Sng) = Sule) (19.36)

egyenlet megolddsat, ahol a sajdtértékbdl kiemeltiik a i/2-t, igy p dimenzidtlan.
A|p)-tabbanal|j=1/2,m =1/2) =:|z,+), |[j =1/2,m = —1/2) =: |z, —) bazis-
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ban keressiik amelyben S, diagondlis. Tehét a
lp) = alz, +) + Bz, —) (19.37)

kifejtésben az « és B egyiitthatékat hatdrozzuk meg. A sajdtértékegyenlet.

Sn|n) = Su(alz,+) + Bz —))Y = i—;u(a 2, 4+) + Bz -), (19.38)

szorozzuk elébb |z, +)-al, majd |z, —)-al és hasznéljuk az ortogonalitdst. Ekkor
éppen az Sn operator |z, +), |z, —) bdzisban vett mdtrixdnak sajitértékegyenletét
kapjuk. Ez a métrix a 18.34-ben megadott métrixok alapjan az n = {ng,n,,n}
komponensekkel, illetve gombi koordindtdkat hasznédlva az

n = {sinf cos ¢, sin O sin ¢, cos #} miatt

sinfe’®  —cosf
(19.39§

Sn :Sznz+5yny+Sznz:E nZ' Nz — Zny — E cos 9 Sin aeii(ﬁ
2\ ng+iny, —n, 2

alaki. A sajdtértékegyenlet tehat

. —ig
h .cos 9 sin fe @) _ ME @, (19.40)
2\ sinfe’® —cosd s 2\ B

A sajdtértékekre p = £1, a megfeleld normalt (|o|*+|8|* = 1) sajétvektorokra

[} . )
p=1 e 2 p=—1 - T2 (19.41)
sin 56“15 cos §e’¢
adadik, ahol ¥4 és 1 tetszOleges fazisok. Gyakori valasztds ¥y =¢_ = —¢/2,vagy
Yy = 1_ = 0. Azaz a két — ortogondlis — sajétvektor a |z, +) bdzisban a ¢, =
Y_ = 0 vélasztdssal
0 0
|, +) = cos B |z, 4+) + sin ¢ |z, =) (19.42)

In, —) = —sing |z, 4) 4 cos gei‘z’ |z, —) (19.43)
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Ezekbdl forditva

0
5 In=) (19.44)

0 _, 0 .
|z, —) = sin §€_Z¢ |n, +) + cos §€_l¢ In, —) (19.45)

6 .
|z, +) = cos 3 |n,+) — sin

A fonti egyenletekbdl megallapithaté, hogy egyméshoz képest elforgatott Stern-
Gerlach berendezéseken &t milyen (n, +|z, +) stb. amplitidokkal, illetve valészintiségekkel
mennek dt a feles spinii részecskék.

Feladat: 1. Hatdrozzuk meg a z irdnyu berendezés utédn elhelyezett x illetve y
irdnyu berendezésen valé dthaladédsi amplitidékat és valészintiségeket.

2. Mik az amplitiddk ha az elsé berendezés n; a masodik ngy irdnyd?

3. Keressiik meg az amplituddkat a j = 1 spin esetére.

20. EPR paradoxon, spinkorrelaciék, Bell egyen-

16tlenség

Teljesnek tekintheté-e a fizikai valésdg kvantummechanikai leirdsa? teszi fol a
kérdést A. Einstein, B. Podolsky és N. Rosen 1935-ben. Egzakt definiciét igyekeznek
adni a teljes elméletrodl, s azt mondjak, hogy teljes az elmélet, ha a valésdg minden
elemének megfelel egy fizikal mennyiség az elméletben. Mi a valdsig egy eleme?
Ha egy fizikai rendszer barmifajta megzavarasa nélkiil teljes bizonyossdggal, azaz
egységnyi valésziniiséggel meg tudjuk mondani egy fizikai mennyiség értékét, akkor
létezik a fizikai val6sdg egy olyan eleme, amely megfelel ennek a mennyiségnek.
Legyen pl. |zg) egy koordindta sajdtvektor, a neki megfelelé sajatfiiggvény
( |x0) = &uo(x) = 6(x — z9) Ha egyetlen részecskét tekintiink, akkor a kvan-
tummechanika nem engedi meg hogy egyszerre beszéljiink a részecske helyérol
és impulzusérdl, tehdt a valésdgnak ezek az elemei (amennyiben a koordindta és
impulzus ilyenek) hidnyoznak az elméletbdl. Tekinsiik azonban azt a korrelalt

kvantumobjektumot, amelyet a kévetkez6 hullamfiiggvény ir le:

1 .
U(z1,22) = o /dp’ explip/ (z1 — 22 + a)/h] = 6(z1 — 22 + a) (20.1)
Ez egy olyan részecskepart ir le, amelyre zo — x1 = a és ps + p; = 0. ebbdl az
kovetkezik, hogy ha az egyik részecskén impulzust mériink akkor abbél meg lehet
mondani a mésik részecske impulzusat is, mert akettd tsszege nulla, ugyanakkor
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a masik részecskén ettdl fiiggetleniil mérhetiink helykoordinédtat, tehat meg lehet
allapitani egyszerre két nemkompatibilis menyiséget is egy adott részecskére. Azt
ugyanis ki kell zédrni, hogy a mésik részecske impulzusa azért —p;, mert az els6é pq,
ugyanis az a nagyon nagy is lehet, tehat akét részecske kozott nem lehet kauzdlis

kapcsolat.

Bohm féle valtozat spinekkel: Szingulet spinpar. Két irdnyban szétrepiild

részecskék dllapota legyen:
™) = == (|12 24) 2 2) — [12—) [224)) (20.2)
V2
1~ minden irdnyban igy viselkedik, mert akdr az 1 akdr a 2 részecskére

|z2+) = a|n+) + B|n—) (20.3)
|z—) = B* In+) — ™ |n—) (20.4)

Ezeket beirva

[07) = e ltm) + 8ln=))(32l+) - 0”2 )~

= (67 Int) — " [In=))(a|n+) + fln-)) =
1

V2

Ugyanez fotonokkal:

(s n4) |22 n—=) — [In—) 2n+))

Eszerint elegendd csak az egyik oldalon mérni. A par mésik tagjdnak enélkiil is
meg tudjuk mondani az allapotat, az tehat a méréstdl fiiggetleniil 1étezik mondja
EPR. U.i. nem lehet, hogy a jobb oldalon azért mériink + -t, mert ezzel egyidében
mérve a baloldali mérés eredménye — volt, mert a hatds hatds terjedéséhez id6
kell: ez a ,lokalitds elve”, amit Einstein.relativitdselmélete kiilonosen hangsilyoz
S6t ennél még tobb is igaz, egy EPR par esetén a részecske allapotat egyszerre
kétfajta (inkompatibilis) berendezés szempontjdbdl is meg tudjuk mondani, ami a

kvantummechanika szerint lehetetlen:

John Bell 1964-ben azt javasolta, hogy mérjiink a baloldalra és a jobboldalra
repiil§ részecskékre hdaromféle fizikai mennyiséget (spinirdnyt) A-t B-t és C-t.
Kideriil, hogy ezaltal kisérletileg ellentérizhetd, hogy a kvantuumechanika vagy a
lokalis rejtett paraméteres elmélet a helyes. Tegyiik f6l ugyanis, hogy a részecskeparok
tagjainak mér a mérés el6tt, attdl fiiggetleniil mindhdrom irdnyban meghatérozott
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A.Einstein, B. Podolsky, N. Rosen (EPR) 1935,
bizonyitjak(?), hogy a kvantummechanika nem teljes

D. Bohm 1957
= k!
T | Kalit . Kalcit
A A
B B

Szigoru korrelacio van a két oldal eredményei k6z6tt, ha
ugyanolyan berendezés van mindkét oldalon.

Kiilonbodzo berendezések a két oldalon

—
_._w\ [e:]

L
L
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irdnyd + vagy — spinje van, és az ellentétes irdnyba repiil6 részecskéknek egy adott
irdny szempontjibdl mindig ellentétes a spinje.
A lehetséges pdrok tipusdt a tdblazat mutatja ezek szama 8, és jeloljiik egy

konkrét méréssorozatndl a mért részecskeparok tipusanak szdmat Ny-val

bal oldalon jobb oldalon

A B C A B C
N+ 4+ + - - -
Ny + + - - - 4+
N3 + — + - + -
Ny + - — - 4+ +
Ns — + + + - -
Ne — + —  + - +
N = — + + + -
Ng = = —  + + +

Tekintsiik most azokat a parokat amelyekre balra A+, jobbra C+, az eredmény
ezek N(A+, C+) szdma a fonti tdblazatbol N(A+, C+) = No+ Ny, illetve azokat,
amelyekre balra A+ jobbra B+ ezek szdma N3+ Ny, végiil azokat, amelyekre balra
B+ jobbra C'+ az eredmény, ezek széama Ny + Ng. Kapjuk, hogy

N(A+,C+) < N(A+,B+) + N(B+,C+) (20.5)

Fzeknek a paroknak a szédm&t meg lehet mérni, és a fonti eredményt ssze lehet
hasonlitani a kisérletek eredményével. Miel6tt ezt tovabb elemeznénk, fogalmazzuk
4t a fonti eredményt valdsziniiségekre, hogy annak a kvantummechanikdval valé
viszonyét fol tudjuk tdrni.

Legyen P(A+,C+) annak a valdsziniisége, hogy egy véletlen vdlasztds sordn a
baloldali megfigyel6 A irdnyba +-t mér s a pérjén a jobboldali C+-t stb. Ekkor

nyilvén
N(A+,C+)

8
> iz Ni
és hasonléan a tobbi valdszintiségre is P(A+, B+) = Nz‘é's"if , P(B+,C+) =
i=1 z
al B?:ﬁer . Ezek alapjdn a 20.5 egyenlotlenség a

P(A+,C+) =

P(A+,C+) < P(A+,B+) + P(B+,C+) (20.6)
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alakba ifrhaté, és ez egy Bell egyenlttlenség, amely nem a kvantummechanikan,
hanem azon alapszik, hogy a reszecskeparoknak a meres elott mar meghatarozott
tulajdonsagai vannak.

Vizsgaljuk meg mit mond a fonti valészintiségekrél a kvantummechanika. tek-
intsiik mondjuk P(A+, B+)-t. Ha a baloldali megfigyelé A-t érve + eredményt
kap, akkor a jobboldalon a részecske éllapota az A szempontjab6l —, de ott B-t
mériink, és az eredmény +. Ennek az el6z6 szakasz eredménye szerint a kvantum-
mechanikai valészinfisége az A— és a B+ kozotti 04— p+ szog felének koszinusz

négyzete. Mivel 04— py = 71— 0a4p+

P(A+, B+) = cos? MT’EH = sin? %T’BJF (20.7)

és hasonldan a mésik két valészinfiségre is. A Bell egyenldtlenség eszerint

in2 9A+2,C+ < sin? 9A+273+ + sin? 954770* (20.8)

S.

Védlasszuk most az A+ és C+ irdnyt egymdsra merdlegesen, a B+ irdny pedig

A I . P 0 . Losog [ o
legyen a kett6 kozotti szoget felezd 45°-0s szogbe mutaté irdny. Ekkor —44<+ =

0at. Bt

. 0 s e . 3
7/4, mig 5P = —ELEE — /8. Kiszdmitva a fonti szinuszok négyzetét a

0,5<0,29 ? (20.9)

egyenl6tlenséget kapjuk, ami nyilvinvaléan nem érvényes. Ezek szerint a kvan-
tummechanikai val6sziniiségek sértik a Bell egyenlotlenséget. Emiatt direkt kisér-
leti lehet6ség nyilik annak megéllapitdsdsra, hogy a kvantummechanika vagy a
Bell egyenldtlenségek érvényesek. A kisérletek szerint, amelyek kozvetleniil a fonti
N(A+, C+) mennyiségeket mérik, a Bell egyenlétlenség alkalmasan vélasztott A
B és C irdnyok esetén nem érvényes, viszont érvényesnek bizonyulnak a kvantum-
mechanika &ltal jésolt eredmények.

Fotonok esetére mutatja a Bell egyenldtlenség sériilését a 5 dbra

Mindez azt jelenti, hogy vagy a méréstodl fiiggetleniil még az eldtt egyszerre
létezd tulajdonsdgok foltételezése nem igaz, vagy pedig létezik egy nemlokélis kom-
munikicié a par két tagja kozott, azaz az egyik részecske allapot azért lesz olyan
amilyen, mert a parjan, téle messze, valamilyen adott eredményt mériink. Meg
lehet azonban mutatni, hogy ennek ellenére informdciét a két mérési hely kozott
ilyen médon nem lehet tovabbitani, ebbdl aszempontbdl tehdt a lokalitdsi elv nem

sériil.
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Bell: N(A+,C+) < N(B+,C+) + N(A+,B+)

N(A+,C+) = Nise,) P(A+,C+)/18
(kapcsolat a valoszinuséggel)

Bell : P(A+,C+) < P(B+,C+) + P(A+,B+)

OSZZEVETES A
- KVANTUMMECHANIKAVAL

P(A+,C+) = sin® (A+,C+)
A- P(B+,C+) = sin? (B+,C+)

P(A+, B+) = sin? (A+,B+)
el

5. dbra. Kisérleti bizonyitdsa fotonokkal annak, hogy a kvantummechanika sérti
a Bell egyenlttlenséget

21. Pélyaimpulzusnyomaték, gombi harmonikusok

Az alkalmazdsok szempontjabdl nagyon fontosak a palyaimpulzusmomentum koordindta-

reprezentdcidban kiszamitott sajitvektorai. Mint azt a 18 szakaszban léttuk az
L=RxP (21.1)

vektor komponensei teljesitik az [L;, L;j] = ihe;ji L kommutécios reldciokat,
hiszen ennek alapjén altaldnositottuk az impulzusmomentum definiciéjdt a J vek-
tor komponenseire. Emiatt az ott kapott eredményeket itt is hasznalhatjuk.

Tekintsiik most koordindtareprezentdciéban az
L, = —ih(yd, — 20,) (21.2)

stb palyaimpulzusmomentum operatorokat. Ki fog deriilni, hogy ezek alakja egysz-
eriibb a gombi koordindtédk haszndlatakor, mert a hdrom derékszogli koordindta
x,y és z helyett csak két gombi koordindta a poldr és az azimutszog szerepel a
kifejezésiikben, a radidlis koordindta r nem. Ennek mélyebb oka, hogy az im-
pulzusnyomaték komponensei a forgatdsokkal vannak kapcsolatban, ezért a r-et
nem valtoztatjak. A transzformdciét a gombi koordindtdkba elvégezhetjiik a de-
rivaltak transzformécicjaval, de gyorsabban ériink célt akovetkezé médon. Irjuk
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fol egy pont helyvektorat a gombi koordinatdkkal és derékszogili egységvektorokkal.

r = ze, + ye, + ze, = rsinf cos e, + rsin @ sin pe, + 1 cos fe, (21.3)

A megfelel6 gorbevonali egységvektorok e; = hii@qir, i =r,0,¢ ahol a h; = |Og,r
egyiitthatok a normaldst biztositjak. A fonti kifejezésbdl a derivédltak és a normélds

(hr = 1,hg =1, hy = rsinf) utdn kapjuk a goérbevonali egységvektorokat:

e, = sin 6 cos ge, + sin fsin ge,, + cos e, =r/r (21.4)
ep = cos 0 cos pe, + cos O sin e, — sin e, (21.5)
ey = — sin ¢e, + cos Pey (21.6)

J6l ismert, de kozvetleniil is meggy6zédhetiink réla, hogy ezek paronként orto-
gondlisak egymaésra, és e, Xeg = ey, €, Xegy = —eg stb. A pélyaimpulzusmomentum

alakja koordindtareprezentdciéban:
L =—ih(r x V). (21.7)

Itt r =re,, a V gradiens ortogonadlis gérbevonald koordinatds alakjabdl pedig:

1 9 1
N et bt ept 9. 21.
v ;e I 9 €0, +69T89+6¢T8m98¢ (21.8)
Igy az impulzusmomentum alakja a vektori szorzatokal:
L= — ihr(es 0 0,) = (21.9)
T e T sing Y T '
= —ih {(—sin e, + cos pey)0p— (21.10)
1
—(cos 6 cos pe, + cos b sin pe, — sin9€z)@8¢} (21.11)
Osszegytijtve az e, ey, e, egylitthatéit kapjuk, hogy
L, = ih(sin ¢p0p + cot 6 cos ¢p0y) (21.12)
L, = ih(— cos ¢y + cot f sin ¢0y) (21.13)

L. = —ihd, (21.14)
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A léptetd operdtorok koordinatareprezentécios alakja:

Ly = L, +iL, = he'®(dg +icot 004) (21.15)
L_ =L, —iL, =he "*(—0p +icot0Dys) (21.16)

Sziikségiink van még az L? operdtorra is, amelyet legegyszertibben a 18 szakaszban
latott L? = Ly L_ + L? — hL, alapjén szadmithatunk ki. Itt L? = 7h2835¢, —hL, =
ih20,
LiL_ =n%e"%(0p+icoth dy) [e"*(—0p +icot 9y)] =
= h?09(—0p +icot 0 D) + h*e'®icot § Oy [e™"?(—0p + icot 6 9y)]| =
1
= h(—03, — i‘—208¢ +icot§ Opy + cot O(—0p + icot § 0y)—
sin —_—
—icotf Jg, — cot® 0 Dpy) = (21.17)
1
= 1% (— 02y — i_—298¢ + cot O(—p +icotf 9y) — cot? 0 (‘935(15 =
sin
= 1?(—0py — ih*0y — cot B Op — cot® 6 03,)

Amibél )
- t0 0y + ——02.) = —h2A 21.18
(Ogg + cot 0 9y + sinZ 0 ) 0¢ ( )

Az utébbi egyenléség arra utal, hogy a —h?-et szorzo differencidloperdtorrdl ismert,

hogy az a Laplace operdtor gombi koordindtakban folirt szogektol fiiggd része.

Az éltaldnos elméletbdl (18 szakasz) tudjuk, hogy kereshetjiik L? és L, kozos
sajétfiiggvényrendszerét. Az L? -nek megfeleld kvantumszdmot itt j helyett ¢-lel

szokds jelolni, neve mellékkvantumszam. Igy:

L2)(r,0,¢) = h20(L + 1)(r, 0, p), (21.19)
L.y(r,0,0) = mhy(r, 0, ¢). (21.20)

Mivel lathatélag sem L? sem L, nem fiigg 7-t6l, a megoldds

P(r,0,9) = R(r)Y;"(0,¢) (21.21)
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alaku, ahol R(r) tetszoleges fiiggvény Y, (6, ¢) pedig a

—10yY(" (0, ¢) = mY["(0,9), (21.22)
1

—(939 + cot 80y + .—2033545)37”(9, ¢) =L+ 1)Y"(0,9) (21.23)
sin

egyenletek megolddsa. Foglalkozzunk az elsével, amelyben nincs 6 szerinti de-
rivalds. Ezért abbdl lathatolag

Y760, 0) = Fy(6)e ™. (21.24)

Mivel a térben a ¢ és a ¢ + 2 helyek azonosak, a fiiggvénynek ezeken a helyeken
ugyanazt az értéket kell folvennie, amibdl e??™™ = 1. Ebbél kivetkezik, hogy most
az m csak egész szam lehet, szemben az éltaldnos elméletben kapott eredménnyel,
amely félegész értékeket is megengedett. Viszont tudjuk, hogy ha m egész akkor /¢
is egész kell, hogy legyen.

Vélasszunk egy ¢ egész szamot. Tudjuk az dltalanos elméletbdl, hogy m =
my = £ esetén
L Y/ (0,¢)=0. (21.25)

Ide beirva 21.15-t és 21.24-et m = {-lel, és leosztva he'“T19_vel kapjuk, hogy
(8 — £ cot 00,)Ff(0) = 0. (21.26)

Ennek az elsérendii kozonséges differencidlegyenletnek az dltaldnos megoldasa
Ff(0) = co(sin )", (21.27)

ahol ¢, alkalmasan valasztaandé norméldsi tényez6. EbbOl a konstans erejéig

egyértelmil
Y/ (0, $) = co(sin ) et (21.28)

megoldast kapjuk. Innen pedig a tovdbbi, m < £ : Yf_l(e, ¢),...Y(0,0),.. .Y[Z(Q, ?)
megoldésok az dltaldnos elmélet alapjén az L_ operdtor ismételt alkalmazdsaval
kaphaték meg. Az Y, (0, ¢) fiiggvényeket gombfiiggvényeknek, vagy gombi har-
monikusoknak szokds nevezni. Megjegyezziik, hogy ezeket a 21.23 egyenletnek az
egységgomb feliiletén négyzetesen integralhaté megolddsaiként is meg lehet kapni.

A gombfiiggvények egy konstans erejéig egyértelmiien meg vannak hatdrozva, melynek
abszolit értékét a normdlds hatdrozza meg. (A gombfiiggvények haszndlatakor
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figyeljiink arra, hogy a néha komplexnek is vdlasztott normélasi tényez6 argu-
mentumdra tébbféle konvencié haszndlatos.) A fiiggvények a normdlds utén egy
ortonormélt rendszert alkotnak, azaz az egységgomb feliiletére integralva:

/ / (Y (6,0))Y;™(6, ¢) sin 0d0de = Sepr S - (21.29)

A gombfiiggvények rendszere teljes is, azaz tetszdleges, az egységgdmbon értelmezett
négyzetesen integralhat6 g(0, ¢) fiiggvény kifejthetd ezek dltaldban végtelen 6ssze-
geként:
oo J4
9(97 d)) = Z Z Cé'mYém(& (rb) (2130)
=0 m=—¢

Ezek a formuldk a Fourier sorok &ltaldnositdsai az egységkorrdl az egységgom-
bre Egy tovabbi tulajdonsdg: Az m = 0 indexit Y2(0) fiiggvények, amelyek nem
fiiggenek ¢-t6l 1ényegében a cos 0-tdl fiiggd Legendre polinomok

YP(0) =4/ %4; 1Pg(cos 9) (21.31)

ahol a Py(z) a [—1,1] intervallumon teljes ortogonalis polinomrendszer Py(1) = 1

vélasztassal. Az ¢ = 0,1,2,3,4 indexii gombfiiggvényeket rendre s,p,d, f, g fiig-

gvényeknek szokds nevezni a spektroszképidbdl kolesonzott elnevezések miatt.

Az els6 néhany gombfiiggvény az egyik szokdsos faziskonvencié szerint, ahol a

fiiggvények valésak és az eljelitk (—1)T™ a kovetkezé:

Y9(0,6) = ﬁ

Y20, ¢) = \/% cosf, Y!(0,¢)= _”8% sinfe'® YN0, ¢) = ”8% sin e %,

(21.33)
Az Y (0, ¢) a konstans, tehat gbmbszimmetrikus s, fiiggvény. a kovetkez6k pedig a

(21.32)

p fiiggvények. A gombfiiggvények tovabbi tulajdonsdgai és mads dltaldnos formulak
kvantummechanika illetve matematikai fizika konyvekben taldlhaték meg.
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22. A térbeli paritas

22.1. A paritas definicigja

A paritds vagy pédrossag operdtora olyan H térben van értelmezve, amelynek egy
részecske dllapotat adjak meg a hdaromdimenziés koordinatatérben.. Definidljuk a

paritéds operatorédt az |r) koordindtabézison:
II|r) = |-r) (22.1)

azaz a Il operdtor az r vektort tiikkrozi. Figyelem |—r) # — |r). Ennek megfelel6en

Iy) = H/l/}(?”) v} dr = /1/1(7") |—r)dr = /1#(*7”) |r) dr (22.2)
Azaza a koordindta hulldmfiiggvények terén
Iyp(r) = () (22.3)

Beldthatd, hogy II énadjungdlt, és unitér is egyben. Sajatértékei +1. Megfeleld
sajatfiiggvényei a pdros illetve a paratlan fiiggvénydek. Tekintsiik a T1X illetve az
ITR operatort a koordindtabdzison. Egyrészt IR |r) = rII|r) = r|—r), mdsrészt
RII|r) = —r|—r) . Ebb&l kovetkezik, hogy

RII+ IR =0 (22.4)

azaz RII = —IIR
IIRII = -R (22.5)

Az ilyen tulajdonsagu operdtort paratlannak neveziink. R mellett P is pdratlan.
FEzen operdtorok négyzete viszont pdros, azaz folcserélhetd II-vel. Tehdt péros
a kinetikus energia operdtora, vagy egy centrédlis erétér esetén a teljes Hamilton
operdtor mert az |R| operdtor is pdros. Ekkor a H-nak és .II nek van kozos
sajatvektorrendszere, azaz H sajdtvektorai kozott vannak pérosak és paratlanok.
Figyelem, H-nak ettdl fiiggetleniil lehetnek olyan sajatvektorai is, amelyek sem

nem pérosak sem nem péaratlanok!
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22.2. Kapcsolat a palyaimpulzusmomentummal

Elészor is tekintsiik a palyaimpulzusmomentum
L=RxP (22.6)

operatordt. Ez a fontiek szerint paros IIL = LII, mert tiikrozéskor mind R mind
P elbjelet valt. Ezért is nevezziik L-et pszeudovektornak, vagy axialis vektornak,
mert a "kozonséges" poldris vektorok eléjelet valtanak tiikrozéskor, L viszont
nem, L csak a forgatdsokkal szemben viselkedik vektorként. L mindharom kom-

ponense paros

Tekintsiik most a palyaimpulzusmomentum sajatfiiggvényeit, amelyek alakja
fr)Y{™(0,9) (22.7)

ahol f(r) tetszbleges, csak r = |r|-t6l fiiggd fiiggvény Y™ (0, ¢) pedig egy gombfiig-
gvény. Vildgos, hogy I1f(r) = f(r), tehat a radidlis rész paros. Most megmutatjuk,
hogy a szogektdl fiiggd rész is hatdrozott paritdsud, azaz a II-nek sajatfiiggvénye.
Tiikrozziik ehhez az r vektort az origéra és nézziik meg mi toérténik a poldr illetve
az azimutszoggel. Beldthaté geometriai okoskodéssal, vagy az 21.3 kifejezésében
végrehajtott helyettesitéssel algebrai tton, hogy a

0—-m—0, 0> ¢+ (22.8)

transzformécio felel meg az r — —r transzformaciénak. Tekintsiik most az Y,/ (6, ¢)

sin® 0 €9 fiiggvényt és hajtusk végre a fonti helyettesitéseket a szogekben:
IIsin’ 0e'*? = sin(m — 0)0e™ ¥+ = (—1)*sin’ Pei*® (22.9)

Azaz a fliggvény péros vagy pdratlan attél fiiggben, hogy ¢ pédros vagy pédratlan.
Tekintsiik most a IIL_ perdtort, ahol L_ a lefelé 1éptetd operdtor, mivel ez az L

vektor komponenseinek L_ = L, —iL, Osszege ezért maga is péros:
nr._=L_11 (22.10)

amirol kozvetlentll is meggy6zodhetiink ha az 21.16 -on végrehajtjuk a 22.8 tran-
szformaciét Ez igaz L_ minden hatvénydra is, s igy LEY/(0,6) = Y,/ 750, ¢) is
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(—1)¢ paritdsi. Képletben:

Y™ (0, ¢) = LY/ (0, ¢) = LY/ (0, ¢) =
= (=D LY (0, 6) = (—1)'Y7" (0, ) (22.11)

azaz a paritdst az ¢ mellékkvantumszam hatdrozza meg.

23. Centralis erotér sajatértékproblémdja, a radialis

egyenlet

Centrélis er6térben a Hamilton operdtor:

2

H:§E+WED (23.1)

Az |R| =R jeloléssel. Megmutathaté, hogy L? és L, is folcserélhetd ezzel a H-
val, mert H csak skaldroktdl fiigg. Ezért kereshetjilk majd H, L? és L, kozos
sajdtvektorait. Most kifejezziik L2-el P2-et.

L? = (R x P)’ (23.2)
A Kklasszikus mechanikdban egyszertien lathatéan £2 = (pr)? — r?p?, amibdl
p* = (pr)?/r? + L2 /r? (23.3)

a kvantummechanikdban viszont, mivel R és P komponensei nem cserélhetok fol

a kovetkez6 adédik:
L’=(RxP)’=R’P> - (R-P)?+ilR-P (23.4)

Ennek beldtdsdshoz frjuk L2 = L;L; = (€;j5X; Pi)(€in X1 Py), ahol a kétszer els-
fordul6 indexekre Gsszegezni kell. Figyelembe véve az €;jr€1n = 0ji0kn — 0jndk
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Osszefiiggést, kapjuk, hogy

LiL; = X;PoX; Py — X; P Xy P = X;(X; Py — ih63) Pe—
— X;(X Py — 3ih)P; =
— X; X, PPy — ih6;, X, P — X; X, P; Py, + 3ihX,; P =
— X; X, PPy + 2ihX; Pj — X;(P; Xy + ihd ;1) Py =
= X;X,;Po P, — X;P; X} Py + ih X, P;

S ez éppen a 23.4 egyenldség koordindtakkal folirva. 23.4-bol

P2 = (R-P)? —mRIﬂ+——H (23.5)

[RQ R?

Attériink koordinatareprezentaciéba R — r, P — —ihV és gombi koordindtdkra:
r=e,r, P = —ihV = —ih(e, % 5 +e(9r00 +e§07’311n084p) Ebbl R -P = —zhra A

P2 koordindta reprezentaciéban gémbi koordinatédkban igy

1 . 3 2 2 a 2 1 _
LZ( Zhr@r) +h Tar] I rzAW =
2 290 1
WG+ ) e = —h A, (23.6)

2
alaki. Meg lehet gy6zddni, hogy (872 —|—7 87) ( zh7 5T ) = [%(%P —i—P%)] =
P2. A P, operdtor 6nadjungslt, amit koordindtareprezentdciéban is bizonyftani
lehet.

Szeparéljuk a radidlis és a szogektol fiiggd részt a

B+ V)| 0 0,0) =il 0,0)  (237)

*_7#(6_24_22) 2 1
m or2  ror 2m

sajatértékegyenletben a ¥(r, 0, ¢) = R(r)Y,™(0, ) = MY’”( p) foltevéssel. Az
R(r) filggvényre kaphaté

K292 20 , 1 0(t+1)
{%(Wﬂaﬂm”*h o

egyenletet raadidlis egyenletnek nevezziik, ebbdl nyerjiik az u(r) = rR(r)-re vonat-

R(r) + V(r)R(r) = eR(r) (23.8)

kozé
R du h_zﬁ(ﬁ + 1)u

“omdrr T om 2 +V(r)u =cu (23.9)
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kozonséges differencidlegyenletet, amelyet szintén szokds radidlis egyenletnek nevezni.
Ennek alakja az u fiiggvényre olyan mint egy egydimenzids probléméra vonatkozé

energiasajatérték egyenlet, csak a valédi potencidl helyett a .V (r)+ 2% @ effek-
K2 L(L+1)

5 — = neve centrifugélis potencidl, ez analég

tiv potencidl szerepel benne. Az

a klasszikus mechanikdban is megjelend £2/2mr? potencidllal

24. A radidlis egyenlet megoldasainak, aszimp-

totikus viselkedése

Aszimptotikus viselkedés r — oo esetén. Ha V(oo) — 0 akkor esetén a

potencidis energia tagot és a centrifugilis energidt elhagyva a

n? d*u
egyenletet kapjuk, amelyet
d? 2
S+ Tpeu=0 (24.2)

alakba frva, folismerjiik, hogy ez egy ismert differencidlegyenlet, amelynek megoldé-
sai sin kr és coskr, ha a %6 = k? értéke pozitiv. Mivel ezek nem négyzetesen
integrdlhatéak, ezért ezek az € > 0 energidhoz tartozé megolddsok az igynevezett
szorasi dllapotok leirdsdsra alkalmasak. Ugyanez a helyzet, ha ¢ = 0, mert a
megoldds ekkor linedris fiiggvény, amely szintén nem négyzetesen integralhato.
Kotott dllapotnak nevezett, négyzetesen integrdlhaté megolddsokat csak akkor
kapunk, ha € < 0, ekkor a
0< 72_m6 = K2
"2

jelolést szokds alkalmazni. A fonti egyenlet két alkalmas linedrisan fiiggetlen

(24.3)

KT

megoldédsa ekkor e és e~ "7, amelyek koziil csak az utébbi négyzetesen integrél-

hatd, ez tehdt a hullimfiiggvény aszimptotikus viselkedése a oo-ben.

Aszimptotikus viselkedés a 0 kérnyezetében. Tegyiik {61, hogy a V(r) po-
tencidlis energia az r = 0 kozelében véges marad, vagy ha oo-hez is tart, az nem
gyorsabb, mint ahogyan 1/72 tart a oo-be a 0 koriil. Ez utébbi osztalyba tartozik
a Coulomb tipusi potencidl, amely 1/r rendben divergél. Ekkor a 0 koriil a po-
tencidlis energidt elhagyhatjuk a centrifugélis energia tag mellett, és ugyancsak
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elhagyhatjuk az eu tagot is. Igy a

d>u 0+ 1)

dr? r2

=0 (24.4)

mésodrendii linedris egyenletet kapjuk, amelynek két megolddsa r‘*! és 1/r¢ Az
utébbi azonban a 0 koriili viselkedése miatt nem lesz négyzetesen integrdlhatd,
kivéve az £ = 0 esetet. De ez utébbi sem engedhetd meg, mert ekkor a 0 kozelében
R(r) =% lenne amelyre alkalmazva a kinetikus energidban szereplé A-t az ered-
mény a d(r) Dirac delta, amelyet csak a potenciélis energia kompenzédlhatna a
sajatértékegyenletben, abban az esetben ha az is d(r)-el ardnyos. De kikotottiik,
hogy a potencidlis energia 1/r2-nél kevésbé szinguldris a 0 koriil, tehdt ilyen eset-
ben az R(r) =1/r sem johet széba, azaz az u fliiggvény a 0 koriil a fontebb elbirt
viselkedésii potencial esetén r¢+1-el ardnyos. Ebbél az is ldtszik, hogy nulla koriil
a hullamfiiggvény radislis része R(r) = u(r)/r ~ r* azaz nulldhoz tart ha £ # 0,
és véges ha £ = 0.

Kotott allapotok keresése esetén a font bevezetett k — val
— ———u— —=V(r)u = ——cu = K"u. (24.5)

Itt célszerii bevezetni a kr = ¢ dimenzidtlan valtozot, amellyel az u-ra vonatkozo

egyenlet azon alakja, amelyet kotott dllapotok, tehdt € < 0, esetén haszndlunk:

2 K
(;z_gz - é(ﬁ; 1) V(é{ ) 1) (o) = 0 (24.6)

ahol a fontiek szerint u(o = 0) < o', u(p = o00) < e~

25. Vonz6é Coulomb potencial sajatértékprob-

lémdja, kotott allapotok
Vonzé Coulomb erd esetén a potencidlis energia

Viry=-21 (25.1)

v > 0, ahol pl. a nagyon fontos H atom esetén a vy = Fléoqz =: €3, ahol a q az

elemi toltést jelenti. H szerfi ionok esetén v = ﬁZq2 , ahol Z a magtoltés. A
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megoldandé sajéatértékegyenlet ebben az esetben

(3 - %) 102 =<10). (25.2)

A kotott dllapotokra, tehédt az el6z6 szakasz eredménye szerint a negativ e-okra
szoritkozunk. Attérve koordindtareprezentdciora és gémbi koordindtdkra, az el6z6

szakasz szerint a 1 energiasajatfiiggvényt a
m u(/r) m
alakban kereshetjiik, ahol a

2
—hﬂ;r =Kr=p (25.4)

jeloléssel most az u(o)-ra vonatkozé

( Ll B 1) u(0) =0 (25.5)

do? 0? olel

egyenletet kell megoldanunk. Vezessiik be a

Ky
= 25.6
] B ( )
djabb dimenziétlan viltozot, ekkor az egyenlet
d2 g(ﬁ + 1) 00
I SV LU | =0 25.7
( R ) u(o) (25.7)

alaki. A megoldést az el6z6 szakaszban vizsgalt aszimptotikus viselkedés alapjan
az
w(p)e™® (25.8)

alakban keressiik, ahol a o'

tényezo biztositja a helyes aszimptotikus alakot a 0
koriil, az e~ 2 faktor a oo koriil, a w(p) keresendd fiiggvény pedig azt, hogy az u fonti
alakja az egyenlet pontos megolddsa legyen. A w(p)-nak ezen kiviil még olyannak
is kell lennie, hogy ne rontsa el a ezeket az aszimptotikus alakokat, azaz w(p)-
nak a 0 koriil hatvdanysorba fejthetének kell lennie (egyébkét a 0 koriili viselkedést

elrontand), masrészt a végtelenben lassaban n6het csak mint e?. Behelyettesitve u
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ezen 25.8 alakjat a 25.7 egyenletbe, w-re a kovetkez6 differencidlegyenletet kapjuk:

d?w

dw
Qd—gz + 2(6 +1- Q)d_g + (QO - 2(6 + 1))w =0. (25'9)

Keressiik most w(p)-t az elézéek szerint a
w(e) = axo" (25.10)
k=0

alakid hatvdnysor forméjaban. Beirva ezt a 25.9 egyenletbe, abbdl a foltételbol,

hogy w megoldds minden g-ra, a sor egyiitthatéira egy rekurziés formula adddik:

a - 2(k+£+1)7g()
T e+ D(k+20+2

ak (25.11)

Most megmutatjuk, hogy amennyiben a 25.10 ¢sszeg, azaz a sor, végtelen lenne,
a rekurziés formuldbdl az kovetkeznék, hogy a w aszimptotikus alakja elromlik,
tehdt a sor nem lehet végtelen. Valéban, nagy k-ra a fonti sor egyiitthatéi kozott
az Qpy1 = %ak rekurziés formula &ll fonn, s ez ha a sor végtelen, az e?¢ sordnak
tulajdonsaga, ami elrontand az eldirt e~ 2 jellegii aszimptotikus viselkedést. Emiatt
a sornak végesnek kell maradnia, azaz létezik egy olyan n, amelynél a,, # 0, de
ap,+1 = 0, s ekkor 25.11-bdl kévetkezbéen az 6sszes n,-nél nagyobb indexi a is
eltiinik, vagyis a sor egy n,-ed fokd polinommad redukalédik. Ez tgy és csak tgy

lehetséges, ha 25.11 jobb oldaldn a tort szamléldja eltiinik, azaz
00 =2(n, +£+1) (25.12)

A w polinom fokszdmat megadé n,. szdm neve radidlis kvantumszam. Most vezessiik
be az
n=n.+0+1 (25.13)

definiciéval a fékvantumszémot, amely sziikségképpen pozitiv egész szam. Az
elnevezés oka, hogy ez a szam hatdrozza meg az energia sajdtértékeit. A 25.6
definicié alapjan ugyanis

Ky 0% 2m

=L e=2
O TV e
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1
4meg

amibdl € = —%n—g, sfgy avy = Zq? =: Ze% definiciéval a Coulomb poten-

cidlnak megfelel energiasajitértékek a kovetkezok
 mZ% 1
ST W
Fzek a Coulomb potencidl esetén jol ismert stacionarius dllapotokhoz tartozé en-
ergiasajatértékek, amelyek igen j6 kozelitéssel visszaadjék a H atom spektruménak
(Z = 1) kisérletileg talalt elsddleges szerkezetét, a Lyman, Balmer stb sorozatokat.
Az eredmény megeegyezik a Bohr modellbdl kaphaté formulédval, 4m a Bohr modell
csak erre az esetre, azaz a Coulomb potencidlra j6, a kvantummechanikai eljéras

viszont dltaldnosan mindenfajta potencidl esetén helyes eredményt ad.

26. A H atom spektruma

Az el6z6 szakaszban kapott eredmény a Z = 1 esetben adja a H atom spektrumé-
nak els6dleges szerkezetét. A kiilonféle finimitdsokrdl aldbb esik szé. Az %e:l
energiaértéket, amely 2,2 1071® J, illetve 13,6eV nevezik 1 Rydbergnek. A H
atom staciondrius dllapotainak energidi tehat
Ep = fiR

n=—3Ry (26.1)
ahol az n széamot fokvantumszamnak nevezziik. Az el6z6 szakasz eredményébdl
kovetkezben n = n,. + £ + 1, ahol n, egy polinom fokszdma, tehdt egy nem-
negativ egész, masrészt tudjuk, hogy, £ a mellékkvantumszam is nemnegativ egész
¢=0,1,2.... Ebbdl kovetkezik, hogy n lehetséges értékei a pozitiv egész szdmok.
A legmélyebb energigjui dllapot vagy médsnéven alapallapot energidgja —1 Ry, ah-
hoz az dllapothoz képest amikor az elektront a magtdl a végtelenbe a 0 potencidli
helyre tévolitjuk, gy hogy ott a kinetikus energidja is még nulla marad. . Min-
imélisan tehdt 1 Ry energia kell ahhoz, hogy az elektront elszakitsuk a protontdl,
azaz 1 Ry a H atom ionizédcids energidja. n novelésével a gerjesztett dllapotok
energidit akapjuk, amelyek gyorsan kozelednek a 0 energidhoz, azaz az ionizilt
dllapot felé. Megjegyezziik, hogy a spektrumnak van folytonos része is, ugyanis
minden € > 0 pozitiv sajatértékhez tartoznak nem kotott sajatdllapotai a prob-
léma 25.2-ban megadott H Hamilton operdtoranak. ezeket szokds szoérdsi vagyis
nem kotott sajatdllapotoknak nevezni. Ezek irjék le azt a szitudciét, amikor egy
részecske, pl elektron, a végtelenbdl érkezve szérddik egy centrum pl. atommag
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altal létrehozott potencidlon, majd ismét a végtelenbe tdvozik valamilyen irany-
ban. A kvantummechanika meg tudja hatdrozni, hogy milyen irdnyba mekkora
valdszintiséggel szorédik a részecske. A szérdsi dllapotok meghatdrozédsdval azon-

ban itt nem foglalkozunk.

Az el6z6 szakaszban a kotott dllapotokhoz tartozé energiasajatértékek mellett
valéjdban a sajatvektorokat, illetve mivel koordindtareprezentdciét hasznaltunk,
a sajatfiiggvényeket is meghatdroztuk. A radidlis egyenletnek adott m esetén n
linedrisan fiiggetlen megolddsa van, mivel adott n esetén az n = n, + £+ 1 egyen-
16ség miatt az n, =0, =n—-1;n. =1, =n—-2;...;n. =n—1, £ = 0;
értékeknek mds-méds polinom felel meg. Ezeket rendszerint az n és az £ értékével

indexelik, s {gy a sajatfiiggvények radidlis része az el6zdek szerint adott n esetén

() —KT
o

az n szdmui R,p(r) = une(kr)/r figgvény. Mivel u,e(kr)/r = Wy, (Kr)e ",
ahol wy,, (kr) egy n,-ed fokd polinom, az R,¢(r) fiiggvény egy egy n,. +£=n—1

fokszdmu polinom és az e™"" fiiggvény szorzata.
A szogektol fiiggd részt is figyelembe véve, a sajdtfiiggvények alakja pedig

Une\ KT m
1/’nlm(7"; 97 50) = #Yl (97 50)

Adott n esetén gy a linedrisan fiiggetlen sét ortogonalis sajatfiiggvények szama,
az adott ¢ értékhez tartozé 2¢ 4+ 1 szdamu lehetséges m értéket, azaz kiillonbozd
gombfiiggvényt figyelembe véve:

n—1

> o@e+1)=n? (26.2)

£=0

Az n fékvantumszdmhoz tartozé eneriasajitérték ezek szerint n?-szeresen elfajult.
Val¢jdban azonban, mint tudjuk az elektronnak van még egy bels6 szabadsigi
foka, a sajatimpulzusmomentuma mdsnéven a spinje , amelyre j =: s = 1/2. A
megfelel6 m, két értéket vehet fol +1/2, és ez a két dllapot is ortogondlis. Emiatt
az elfajulds valéjaban 2n2-szeres.

A 25.8 sajattiiggvény radidlis részében szerepld o = kr véltozéban a k értékét a
4

fontiek figyelembe vételével beirva, a Z = 1 esetén k,, = —Qﬁ—?s = %—T%l# =
77L€2Q l
h2 n 1
r
0=—— (26.3)

n ap
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kifejezést kapjuk, ahol az
2
ag = —h

=2 (26.4)

hossziisdg dimenziéji mennyiség neve a Bohr sugédr. Az energiasajatértékeket ezzel

kifejezve az

2
eg 1
n=——— 26.5
2a n? (26.5)
eredmény adddik, melynek egy tovabbi folirdsi médja:
2
mc 1
En = *TO( ﬁ (266)
ahol mc? az elektron nyugalmi energidja és
2 1 ¢? 1
=0 - 1 (26.7)

YT e T 4meg he 137,04

(itt g az elektron toltése Coulombban mérve) egy dimenziétlan szém amelyet Som-
merfeld vezetett be és finomstruktira dllandénak nevezziik, mert a H atom fi-

nomabb szerkezetét ez az allandé hatdrozza meg.

A sajatfiiggvények explicit alakjat megtaldlhatjuk széamos kényvben vagy az in-
terneten pl. a http://www.phys.unm.edu/finley /P262/Hydrogen/WaveFcns.html
cimen. Itt csak az alapdllapot normalt hullamfiiggvényét adjuk meg, melynek

alakja

1 1 3/2 —r/a
Y100(r, 0, ) = ﬁ a_O e 0 (26.8)

A kiilonbozd n, £ széampérokhoz tartozé ,e,, allapotok egyiittesét héjaknak,
a mellékkvantumszam értéke szerint pedig az ¢ = 0,1,2,3 értékeknek megfeleld
hullamfiiggvényeket rendre az s, p, d, f pédlydknak szokds nevezni. Egy més-
fajta terminolégia szerint az m = 1 allapot neve K héj, az n = 2 az L héj,
n =3 az M héj. Az egyes palydk térbeli struktirdjat, viszonylag jol szemléltetik
a http://www.orbitals.com/orb/orbtable.htm cimen megtekinthetd dbrak, ahol a
piros szin a fiiggvény pozitiv a kék a negativ értékét jelzi.

A fontiekben mér utaltunk ra, hogy a Coulomb probléma a H atomnak csak
egy kozelitése, valdjdban tobb olyan effektus van, ami miatt a valédi spektrum
kiilonbozik a fonti egyszerli eredménytdl. A részletek mellzésével aldbb réviden
folsoroljuk ezeket.

1. A H atom valéjdban egy kéttest probléma, a proton tomege szigorian véve



100 27 AZONOS RESZECSKEK

nem végtelen. Viszonylag egyszeriien megmutathaté, hogy a klasszikus mechanikidhoz
hasonléan a tomegkozéppont mozgdsa és a relativ mozgds szétvalaszthatok, és a
fonti eredmények ebbdl a szempontbdl viltozatlanok, ha az elektron m tomege
helyett mindeniitt az m,. = %’% redukdlt tomeget hasznaljuk, ahol m,, a proton
tomege, amely sokkal nagyobb 1évén az elektron tomegénél, 1ényegében alig okoz
szamszerii valtozdst az eredményekben.

2. Relativisztikus korrekciok. Ezek az elsddleges szerkezetre kapott 1 Ry nagysagu
energidkndl o? =~ 0,53 10~*-szer kisebbek, de a degenericiét részben fololdjak,
aminek az az oka, hogy relativisztikus esetben a H Hamilton operdtor a spintdl is
fiige és follép az un. spin-pélya kolcsonhatés.

3. Az tgynevezett Lamb féle eltolédds, amelyet elészor W. Lambnak sik-
eriilt megmérnie 1947-ben. Ez egy kvantumelektrodinamikai effektus, az atomot
koriilvevd “elektromdgneses vikuum” kvantumos tulajdonsdgainak a kvetkezménye.
Ennek nagységrendje az elsddleges szerkezetnél o |In | ~ 1,9 10~ 5szor kisebb.

4. A hiperfinom struktira, amely a a mag és az elektron spinjének a kolc-
sonhatdsabol ered, és amely a finomstruktiranal kb. 2000-szer kisebb. FEz az
alapéllapotot is folhasitja, és az ezen az dtmeneten létrejové 21 cm-es sugdrzést

lehet megfigyelni a vildgiirbeli H atomokon.

27. Azonos részecskék

Egy-egy részecske dllapotat a kordbbiak szerint egy H THilbert térbeli vektorral
irjuk le. Ha tobb kiilonb6z6 részecskénk van, akkor a lefrdsra ezen terek tig-
ynevezett tenzori szorzatdt haszndljuk, amely maga is egy Hilbert tér. Ennek
definiciéjat vazoljuk aldbb. Tekintsiik eldszor két vektortér direkt szozatdt, azaz
a két tér elemeibdl képzett rendezett parokat. Ezutdn minden rendezett pdrhoz
rendeljiink hozza egy vektort bilinedris médon. Az igy kapott leképezés képtere a
tenzori szorzat tér. Részletesebben legyen : |p(1)) € Hy és [(2)) € Ha.

{le(D)) s [9(2)} — le(1)) @ [¢(2)) € Hi®H, (27.1)

Osszeadds, skaldrral valé szorzés.
Skaldris szorzat.

Operatorok a tenzori szorzattérben.
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Egyszeriisitett illetve egyéb jelolések :

(1) @ [(2)) = lp(1)) [$(2)) = [1: 9,2 : ) = [0, 9) (27.2)

Két megkiilonboztethetd részecske fizikai rendszere esetén az dllapotok tere a
tenzori szorzat tér.

A kvantummechanikiban azonban vannak megkiilsnboztethetelen részecskék
is. PL két elektron nem kiilonboztetheté meg. Példdkul egy elektron és egy poz-
itron megkiilonboztethetd, mert mas a toltésiik, de két elektron mai ismereteink
szerint minden szempontbdl azonosak. Sokdig gy ondoltdk, hogy a tobb kiilon-
b6z6 folyamatban is keletkez6 neutrindk is azonosak Késébb kideriilt, hogy ez nem
igy van. Léteznek tgynevezett mii neutrindk és elektron neutrinék. Hasonléan a
kvarkoknak nevezett részecskék kozott kideriilt, hogy un. szintoltésiikben kiilon-
bozhetnek egymastol.

A megkiilonboztethetetlenség miatt azonban egy érdekes probléma meriil fol.
Ennek megvildgitdsdra tekintsiink példaként két azonos részecskét és egy olyan
kisérletet ahol ezek a laboratériumban szérédnak egymaéson. Legyen a két részecske
allapota kezdetben |1:p.;2:—p,) , ahol |p.) egy Z irdnyba haladé de Broglie
hulldm, egy pontosabb lefrdsnal pedig egy normélhaté hullimcsomag allapot is,
amelyben (P) = p, széras utan U(t,to) |1 : p.,2: —p,). Nézziik annak a valészi-
niiségét, hogy |1 : pn,2: —p,) , de nézhetjiik azét is, hogy |1 : —pp,2: pn) , ahol

N valamilyen maésik irdny.

[1:p;2:—=p2) — [L:pni2: —pp) (27.3)

vagy
[1:ps;2:—=p2) — |1t —pp;2: pn) (27.4)

FEz a két végallapot dltalanos értelemben még "ortogonilis" is egymadsra, ha. Ha a
részecskék megkiilonboztethetok, akkor meg lehet mondani, hogy melyik a végdl-
lapot. Ha megkiilonboztethetetlenek, akkor az eddigiek alapjin a kettd koziil
akdrmelyik is lehet, s6t az is lehet, hogy az igazi végallapot a kettd linedris kom-
bindcidja:

|W5(1,2)) =c11:pn;2: —pp) +c2|1: —pns2: py) (27.5)

Mivel egy fizikai eredményhez (nevezetesen, hogy egy részecske érkezik az n irdny-
ban elhelyezett detektorba és egy a —n irdnyban taldlhatéba) két kiilonbozd vektor
illetve ezek linedris kombindci6ja is rendelhetd egyfajta degeneraciéonak tekinthetd.
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Ezt nevezziik kicserélodési degenericionak. Ez azonban fizikai szempontbdl nem
kielégité. Mi oldja fol a degenerédciét és hogyan, azaz mik lesznek a font sz-
erepl egyiitthaték. A természet vilasza kovetkezd. Az eredmény egyértelmii
és bizonyos fajta részecskékneél |¥(1,2)) szimmetrikus a részecskék folcserélésével
szemben, masokndl antiszimmetrikus. Szimmetrikusnak neveziink egy kétrészecske
dllapotot, ha a részcskék cseréje esetén az allapotvektor onmagdba megy at, an-
tiszimmetrikusnak akkor, ha az dllapotvektor eléjelet valt. Elérebocsatjuk az
eredményt amelyet aldbb részletesen is elemezni fogunk, majd posztuldtumként is
ki fogunk mondani. Tapasztalati tény a kovetkez6. Ha a megkiilonboztethetetlen
részecskék spinje egész, akkor az dllapot szimmetrikus, ha a spin feles akkor anti-
szimmetrikus.

Altalanosabban is meg fogjuk fogalmazni ezt. Tekintsiink egy ¢ ®1 allapotot
‘H ® H-ban, ahol most a két Hilbert tér azonos nmivel a részecskék is azonosak.

Az igy definidlt Py operdtort kétszer alkalmazva nyilvan visszakapjuk az ere-
deti dllapotot, ezért P = 1. A Py emellett énadjungalt operdtor is, mivel az

|uju;) bézison a matrixelemeinek alakja
(lwirwjr), Por fusug)) = (luirwyr) , [ujui)) = 6i5djrs (27.6)
a mi megegyezik a P;i
(lwirwg) s Poj lugug)) = (Pax [uirwr) , lugug)) = (fujrus) s uig)) = 85idiry (27.7)

maétrixelemeivel, s igy az 6nadjungéltsig foltétele a linearitds miatt ezen bazisele-

mek minden linedris kombindciGjara, azaz tetsz6leges vektorra fonnall. Igy
Py = Py (27.8)
A fonti két tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy
PPy = Py P =1 (27.9)

vagyis P»1 unitér is.
Vizsgaljuk Py sajatvektorait. Ezekre Pp;® = A®. Mivel P4® = & = )20,
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lathatolag A\ = +1. Azokat a sajdtvektorokat, amelyekre A = 1 a szimmetrikus
vektorok, azok pedig amelyekre —1 az antiszimmetrikusak. Vezessiik be az

1 1
525(1+P21) és az A:§(1—P21) (2710)
antiszimmetrizalé operdtorokat. Ervényesek a kovetkezé sllitdsok S és A 6nad-

jungélt és idempotens operdtorok, tehdt projekciok. Egymdsra ortogondlis al-

terekre vetitetnek, mert

SA=A5=0 (27.11)
Tovabbé )
Py S = P21§(1 + P21) =5 (27.12)
illetve )
Py A= P21§(1 — Py) = —A. (27.13)

Ezek a ‘H szimmetrikus illetve antiszimmetrikus alterei.

Vegyiink most egy tetszodleges vektort, alkalmazzuk ra S-t akkor ez Pa; sz
immetrikus sajdtvektora, illetve A-t amely P,y antiszimmetrikus sajatvektora.
Valéban

Py SV =S5V, Py AV = — AV (27.14)

Tovabba a két tér direkt osszege kiadja a teljes teret mert
S+A=1, (27.15)

ami masképpen azt jelenti, hogy tetszoleges kétrészecske dllapot egyértelmiien fol-

bonthaté egy szimmetrikus és antiszimmetrikus dllapot Ssszegére:.
1 1
v = 5(1+P21)‘I’+§(1—P21)‘1’=‘I/s—i-‘lla (27.16)

ahol U, és W, ortogondlisak egymadsra.

Bonyolultabb a helyzet akkor ha a részecskék szdma N tobb mint 2. Ennek
az esetnek a targyaldsihoz folidézziik a permutédcidk fogalmat. N db kiilonbozé
objektum, az aldbbiakban az els6 N természetes szdm kiilonbozo lehetséges sor-
rendekbe valé rendezésést nevezziik permutdciéknak. Egy permutécié a kovetkezd

1 2 ... N
(27.17)
ki ko ... kn
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vagy csak egyszerfien
(kikok...kn) (27.18)

ahol (kikok...kn) az els6 N szdm egy mds sorrondeben valé folirdsast jelenti. A
lehetséges permutdcidk szdma N! és az egyes permutdcidkat « indexszel betiivel is
fogjuk jelslni, ahol o valamilyen (kiksk...ky) permutdcict jelent. Ismeretes, hogy
értelmezhetjiik a permutécidk kompoziciéjat vagy szorzatdt és hogy a permutd-
ciok az algebrai értelemben csoportot alkotnak, amelyet szimmetrikus csoportnak
neveziink. Minden permutdcié megadhaté mint pérok folcserélésének, mds néven
transzpozicidjinak egymdsutanja, azaz szorzata. FEgy permutdcié tobbféleképpen
is eldéallithaté transzpoziciék szorzataként, de egy adott N esetén minden per-
mutdcié két osztilyba sorolhatd, a paros és a pdratlan permutdcidk kozé, azaz
beszélhetiink a permutdcié paritdsarél. A péaros permutdciok azok, amelyeket az
eredeti (1,2.3...N) sorozatbdl a szdmok paros szamu folcserélésével érhetiink el,
mig pdratlanok azok, amelyeknél ezen folcserélések szama paratlan. Noha a folc-
serélések szama mint emlitettiik tobbféle is lehet, ezen szamok paritdsa, azaz pédros
vagy péaratlan volta egyértelmiien meghatdrozott egy adott permutdcié esetén A
pdros és paratlan permutédciok széma minden adott N esetén ugyanannyi: N!/2.

Ilyen médon minden « permutédcichoz hozzérendelhetiink egy £, = (—1)¢ sza-
mot, ahol c az (1,2.3... N) sorrendb6l az adott o permutécié eléréséhez sziikséges
cserék szdma. €, = 41, ha permutécié paros és €, =—1 ha pédratlan. Rendeljiink

hozz4 ezek utdn minden o permutéciéhoz egy P, operdtort a kivetkezoképpen

o = (k’lkzk...k]v) — P(k‘1k‘2k...kN) = Pa (27.19)

P(klek...kN) Zci1i2»--ik |ui1ui2...uiN) = Zciliz--»ik |uik1 uikQ U1N> (27.20)

Megmutathaté, hogy a P, operdtorok unitérek de nem tnadjungéltak. Ez utébbi
onnan lathatd, hogy két permutécié pl. két transzpozicié szorzata nem ugyanaz
forditott sorrendben. A transzpozicidk onadjungaltak, szorzatuk viszont csak

akkor, ha folcserélhetok, s ez dltaldban nem érvanyes

Vezessiik be az

S=>"P, (27.21)

és az

A= Z%Pa (27.22)

operdtorokat. Ezekrol viszont megmutathatd, hogy énadjungéltak és idempotensek,
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tehdt projekcick. S és A egymdsra most is ortogondlis, de Osszegiik, az N = 2
kivételével nem adja ki az egységet. Az S operdtor sajatvektorai alkotjdk a ten-
zorszozat tér teljesen szimmetrikus alterét, az A operdtoré az antiszimmetrikus
alteret. Vannak azonban olyan — ezekre ortogonalis — alterek, amelyek sem nem
szimmetrikusak sem nem antiszimmetrikusak, kivéve ha csak két részecskérdl van
sz6.

A tobbrészecskerendszerben értelmezett linedris operdtorok altaldnos alakja
B(1,2...N) ahol a szamok egyszeriien azt jelentik, hogy az operdtor valamilyen
médon hat az elsé a mésodik stb. részecske koordindtdira (a koordindta szot
itt most megfelel dltaldnos értelemben értjiik)  Speciélis esetként tekintsiik a
Hamilton operatort. Ha a részecskék azonosak, akkor a H operator nem véaltozhat,
ha barmely két részecskét egymdssal folcseréliink, s igy akkor sem, ha azok barmely

permutdciéjat vessziik. Emiatt

PLH(1,2,...,N)¥(1,2,....,N) = H((1,2,..., N)¥((1,2..., N)) =
= H(1,2,....N)P,¥(1,2,...,N) (27.23)

A fonti egyenldségh6l lathato, hogy a H(1,2, ..., N) operator foleserélhatd a P, per-
mutécids operdtorokkal. Ezért a H-t és minden ilyen tulajdonsdggal biré operdtort
szimmetrikusnak neveziink. Minden ilyen operdtort szimmetrikusnak neveziink
Most mar kimondhatjuk a posztuldtumot, amely fololdja a kordabban ldtott kic-

serélédési degeneraciot:
7. Posztuldtum:

Tobb azonos részecskébol 4ll6 kvantumrendszer dllapotterea H = HO H® ... H
tenzori szozat Hilbert térnek a részecskék fajtdjatol fiiggben vagy a teljesen szim-
metrikus vagy a teljesen antiszimmetrikus altere. Azokat a részecskéket amelyek
allapottere a szimmmetrikus altér bozonoknak (S. Bose indiai fizikus nevébdl),
amelyeké az antiszimmetrikus altér azokat fermionoknek ( E. Fermi nevéb6l) nevez-
ziik. A tapasztalat szerint ha a kérdéses részecskék sajat-impulzusmomentumaét,
spinjét egész j (0,1,2...) kvantumszdam adja meg, akkor a részecskék bozonok,
ha pedig félegész 5 (1/2, 3/2...) kvantumszdm akkor fermionok.

1:p2;2: =po) — |L:pns2: —pp) (27.24)

vagy
|1 1pay 2 *pz> — |1 D —Pn;2 3pn> (27.25)



106 27 AZONOS RESZECSKEK

Legyen az els6 folyamat amplitidéja f(¢) a masodiké akkor f(w — @) Jelsljiik
az n irdnyban halad6 részecske allapotat a-val a -n irdnyba haladéét b-vel. ha
szuperpozi6 van és azonosak a részecskék, akkor az eredmény \%( f(O) + f(m—1))
Had=nm

Tekintsiik most a szakasz elején vizsgalt feladatot a szérasrél. A kezdeti dllapot
legyen az amikor az egyik részecske impulzusa p, a mésiké —p. Ha a részecskék

azonosak akkor a bejové dllapot |®;) = %(1 + €Py1) |p, —p) . A kimend allapot

pedig legyen |®f) = %(1 + ePyy)|p',—p’), ahol a fontiek szerint e = 1, ha a
részecskék bozonok és € =—1, ha fermionok. Az iitkozés sordn a bejovd dllapot
dtalakulhat de a szimmetria tulajdonsdgok megmaradnak. A mérés eldtt az dllapot
|®) = Ult1,to) = %(1 +ePsy) @, 1), ahol U(ty,to) az adott folyamathoz tartozoé
evoluciés operdtor. Mivel két azonos részecskérdl van szé, a Hamilton operédtor
s gy az evolicids operator is szimmetrikus a részecskék folcserélésére nézve, ezért
U és Py folcserélhetd. Az dtmenet valdsziniiségi amplitidéja, azaz, hogy az egyik

részecske éppen a p’, a mdsik a —p’ irdnyba repiil
(@710 = (5 01+ cPa) 0, Ut )1+ P s} ) (2120
f \/§ ) ’ \/§ )
Kihasznélva a Py unitér voltat, tovabbd, hogy €2 = 1, kapjuk, hogy

(@f|®) = = (0, =PI U2+ 2¢Po1) [p, p') = ', =9’ | U |p, —p) + € (0, =p'| U |—p, p)
(27.27)

Annak valésziniisége tehat, hogy az egyik részecske a a p’, a mdsik a —p’ irdnyba

N —

repiil:
|<pl77pl|U|p7 7p> +€<pl77pl|U|*p7p>|2 (2728)

Ez nyilvdnvaléan fiigg e-t6l. Ha a részecskék megkiilonboztetheték, akkor vis-
zont az két megkiilonboztethetd esemény, hogy melyik részecske melyik detek-
torba ment. Ekkor annak a valdsziniisége, hogy az elsd, p impulzusu részecske a
p’ irdnyba repiil |(p/, —p'| U |p, fp>|2, és ettd] fiiggetleniil bekovetkezhet az, hogy
ugyanez a részecske a —p’ irdnyba repiil, aminek a valészintisége: | (p', —p/| U |—p, p) |*.
A két folyamat elvileg megkiilonboztehetd. Ekkor annak a valészinfisége, hogy a

detektorok jeleznek, a két valészinliség Osszege:
2
[0’ =0 U lp, =) + |0, =21 U |=p, ) |? (27.29)

Legyen a szérédés polérszoge, azaz a részecskék eredeti impulzusdnak irdnyaval
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bezért szog 9. Ha a kolcsonhatds a két részecske kozott gombszimmetrikus, mint
pl. toltott részecskék esetén a Coulomb potencidl, akkor a szérédas mértéke azonos
minden ¢ azimutszog esetén Vezessiik be a (p', —p'| U |p, —p) = f(¥) jelolést, amit
szordsi amplitidénak neveziink, ekkor szimmetria okok miatt (p’, —p'| U |—p, p) =
f(mr — ). Annak a valdsziniisége tehdt, hogy a detektorok jeleznek kiilsnboz
részecskék esetén:

P =) +|f(r =9 (27.30)

Mig ugyanez bozonok illetve fermionok esetén:
P =1f() £ f(r =) (27.31)

Kiilonosen érdekes, ha a ¥ = /2 esetet nézziik, azaz amikor a részecskék ép-
pen merdlegesen tériilnek el. Az eredmény ekkor kiilonb6zd részecskék esetén
2|f(m/2)|* bozonok esetén 4|f(r/2)|?, mig fermionok esetén 0. Itt néhdny meg-
jegyzést kell még tenniink. Elészor is maga az f(¢) fiigg attol, hogy konkrétan
milyen részecskékrol van sz6. Mdsodszor pedig az redmény fiigg a sz6r6dé részec-
skék relativ spinbedlldsastl. Ha a részecskék spinpolarizdltak és a kolcsonhatds
olyan mint legtobbszor, hogy a spint nem véltoztatja, akkor, ha a szérds elott
a két részecske spinbedlldsa azonos akkor a részecskék valéban megkiilénbozteth-
etetlenek, tehdt pl. elektronok esetén a szordsi valdsziniiség merdleges irdnyba 0.
Ha azonban a spinbedllds ellentétes, s a kolcsonhatés spinfiiggetlen, akkor a részec-
skék megkiilonboztethetdk a spinjiik szerint s ekkor az eredmény ismét 2| f(7/2)[?
Polarizélatlan elektronnyaldb esetén pedig a lehetséges esetekre (17, |1, T1, 11)
1/4-1/4 valészintiséggel dtlagolni kell dtlagolni kell, s ekkor az eredmény | f(7/2)|?,

azaz a megkiilonboztethetetlenségnek fizikailag mérhet6 kovetkezményei vannak.

27.1. Fiiggetlen részecskék

Sokszor eléfordul, hogy egy sokrészecskerendszert gy kezeliink, mintha az egyes
részecskék kozott nem lenne kolesonhatds. Ez egzakt példdul egy iiregbeli elek-
tromdagneses mezdt reprezentls fotonok esetén, amelyek kozott nincs kolesonhatés.
Sok esetben azonban kozelitéleg igaznak tekinthetd pl. elektronok vagy maés részec-
skék esetében is, ha azok térfogati siirisége nem tilsdgosan nagy. Ekkor a fon-
tiekbdl kovetkezden a tobbrészecskerendszerbeli allapotok egyrészecskeallapotok
azaz az egyes Hilbert térbeli elemek tenzorszorzatainak specidlis linedris kombing-
ci6iként frhaték fol, mert van értelme kiilon kiilon egyrészecske allapotokrdl is
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beszélni.

Vizsgdljuk eldszor két részecske esetét. Tegyiik 61 hogy tudjuk, hogy két
részecske esetén az egyik a |p) a mdsik a |x) éllapotban van, akkor a szim-

metrizaldsi posztuldtumnak megfeleld dllapot bozonok esetén

Nl x) =+ I} 1x)) (27.32)

fermionok estén

Ne) ) = le) X)) (27.33)

ahol N a normaldsi tényezd, amely abban az esetben ha |¢) és |x) ortogondlis éppen
1/4/2. Abban a specialis eestben, ha |p) = |x), a bozonokra a |p) |¢) az eremény,
amely nyilvanvaléan szimmetrikus, fermionokra viszont 0, azaz két fermion nem
lehet ugyanabban az egyrészecske dllapotban. FEzt nevezziik Pauli elvnek. N
fiiggetlen részecske esetén ha az egyrészecske allapotok |¢1), |p2) ... |en), akkor

fermionok esetén a megfeleld teljes antiszimmetrikus dllapot egy determindns:

[1:01) [2:¢1) ... |N:p1)
|1 :'<p2> 12 3'502> |N1.502> (27.3)
1:on) |12:0N) ... |N:onN)

amelyet Slater determindnsnak neveziink. Ha ebben barmely két egyrészecske
dllapot megegyezik, akkor a determindns megfeled sorai is megegyeznek, amibél
kovetkezik, hogy a deteremindns 0, tehdt ilyen dllapot nem lehetséges. Ez ismét a
Pauli elv, amely tehat a fermionokra vonatkozé antiszimmetrizaldsi posztulatum

speciédlis esete.

Tekintsiik most az N db fiiggetlen, tehét nem kolesonhato részecske H(1,2... N)
Hamilton operdtordt. Mivel nincs kolcsonhatds, a H szitkségképpen az egyes

részecskék Hamilton operdtoranak tsszege:
N
H(1,2...N) = h(i) (27.35)
ahol minden h(i) = h azonos alakd, mert a részecskék azonosak. Oldjuk meg h

sajatértékproblémajat:
hlek) = ek k) (27.36)
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Ekkor a teljes H sajétértékprobléméjanak megolddsai lesznek a U = |k, (1)) |0k, (2)) - - . [0k (N))
alaku vektorok a tenzori szorzattérben, ahol a }@kj (1)) = }1 : ¢k, ) dllapot valam-
ilyen megolddsa a fonti egyenletnek, és a H megfeleld energiasajdtértékei F =
€ky +Eky +- .. +€ky- Ezek azonban dltaldban nem teljesitik a szimmetria vagy an-
tiszimmetria kovetelményét., ezért azokat szimmetrizdlni vagy antiszimmetrizalni
kell. Vildgos, hogy barmely P, permutdciét alkalmazva a U vektorra az ismét
ugyanezen E sajatértékhez tartozik.

A valédi sajatvektornak azonban vagy az S vagy az A operator sajatvektordanak
is kell lennie, s ilyeneket ugy kaphatunk, ha a fonti W-re alkalmazzuk az S illetve
az A operdtort. . fiiggvény az SV illetve AV is, amelyek ezen kiviil teljesitik a
megfelelé szimmetrizaldsi posztuldtumot.

Ennek alapjdn a bozonok esteében a fiiggetlen részecskékbdl 4116 sokrészecskerend-
szer legalacsonyabb egyiittes energidja egy olyan &llapothoz tartozik, amelyben
minden egyes részecske a legalacsonyabb itt £g-1al jelolt energidju |pg (7)) egyrészecske

dllapotban van, azaz a teljes W dllapot

U = |po(1),0(2), - - po(N)) (27.37)

amely nyilvdnvaééan szimmetrikus, és a hozzd tartozoé teljes energia FE = Negy.
Tomeggel rendelkezd részecskék koziil az alkali atomok (Na, Rb) ritka gdzdban sik-
eriilt 1995-ben lényegében ilyen dllapotot nagyon mély hémérsékleten létrehozni,
amit Bose-Einstein kondenzéciénak neveziink. Ez a géz ilyenkor egy tgynevezett
Bose-Einstein kondenzdtum, amelynek 1étezését elészor Einstein josolta meg 1925-
ben.

A fermionok esetében a legalacsonyabb energigju dllapot egy fontebb ldtott
olyan Slater determingns lesz, amelyben a |<pkj> dllapotok mind kiilonbozoek,
de nem sziikségképpen tartoznak kiilonbozé egyrészecske energidkhoz, mert az
e egyrészecske energidk elfajultak is lehetnek, s igy kiilonbozé ortogondlis &l-
lapotokban azonos energidval lehetnek a részecskék. Legyenek az ¢ sajatértékek

novekedésiik sorrendjében indexelve, azaz
co<er <ég..., (2738)

és legyenek a megfeleld elfajultsagi indexek go, g1, g2, . ... Ekkor a legalacsonyabb
teljes energia igy valésul meg, hogy a részecskék e legalacsonyabb egyrészecske en-
ergiaértékkel biré dllapotokat toltik be, de ez legfoljebb annyi részecskét jelenthet,
ahényszor, ahdnyszor a kérdéses € nivé elfajult. Igy a teljes rendszer alapallapoti
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(legalacsonyabb) energigja

n—1

Eo=goco+ G161+ -+ gn-16n-1+ (N = Y _ gi)en, (27.39)
k=0

ahol n az a legkisebb egész szdm amelyre go+g1 + ...+ g, > N .

Ha a teljes rendszer alapdllapotban van, azaz energidja FEy, akkor a legma-
gasabb még betoltott dllapothoz tartozé e, = ep energidt Fermi enenergidnak
nevezziik, amely els6sorban a makroszkopikus szildrd testekben pl. fémekben és
félvezetokben mozgé elektronok viselkedésének lefrasdndl jétszik fontos szerepet.
Mivel ezekben az anyagokban szobahémeérsékleten ep > kT, ezért termikus okok-
bdl az tsszes elektron koziil csak olyan szdmu gerjesztédik, ahdny az e vagy an-
nél mintegy kT-vel kisebb energidval rendelkezik. Ez a szdm egy makroszkopikus
szildrd test esetén sok nagysdgrenddel kisebb mint N, aminek a termikus tulaj-
donsdgok szempontjdbdl érdekes kovetkezményei vannak. Errél részletesebben a

statisztikus fizikai tanulmdnyok sorédn lesz szo.

28. ToObbelektronos atomok

A kordbbiakban ldttuk, hogy az el6fordulé korrekcick miatt mér a legegyszer{ibb
egy elektront tartalmazé atom a hidrogén spektruma is bonyolult finomszerkezetet
mutat. Els6 kozelitésben azonban a spektrum egyszerii, az energia csak az n fok-
vantumszamtol fiigg és ez az energiaérték 2n2-szer degeneralt.

A tobbelektronos atomok esetén szigorian véve csak a sok elektron egyiittesé-
nek a mag terében létrejovo staciondrius dllapotairdl lehetne beszélni. Mégis az
elektronok kozotti kolcsonhatds ellenére, j6 kozelitéssel érvényes, hogy az atom-
ban megfeleld pontossdggal hasznalhaté az egyes elektronok dllapoténak fogalma.
Ezeket az egyelektron allapotokat palydknak fogjuk nevezni, de ez nem jelent sem-
miféle klasszikus pélydt. A teljes atom kvantumallapota ezen egyelektron allapo-
tokbdl antiszimmetrizélds utdan kaphaté meg.

Az egyes elektronok a tobbi elektron és a mag terének gombszimmetrikus-
nak tekinthetd terében mozognak és igy a pédlydk hasonléan jellemezhetok mint
a hidrogén &llapotai. A palydkat tehat az n fOkvantumszammal és a palyaim-
pulzusmomentumukra jellemz6 ¢ mellékkvantumszdammal jellemezziik. Az elek-
tronok egymads kozti taszitdsa azonban mdédositja a tobbelektronos atomok ener-
giaszintjeit, és megsziinteti azt a Coulomb térben érvényes elfajuldst, hogy egy
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w

adott n fékvantumszamhoz tartozé n szamu és kiilonboz6 mellékkvantumszammal
((=0,1,2...n — 1) jelzett dllapotok, azonos energigjiak. A mellékkvantumszdm

értekétol fiiggden ezeket az dllapotokat az itt lathaté

~
I
o

2 3 4
28.1
i g (28.1)

®
N

betiikkel szokds jelolni. Ezek szerint van szé 1s, 2s, 2p, 3s stb pélydkrol, s ezek
energidja mar fiigg az ¢ értékétdl is. Az atom azonban gémbszimmetrikus, ezért
az adott m, f-hez tartozé energiaérték még a palyaimpulzusmomentum értékének
valamely tengely (dltaldban a z tengely) irdnydra tekintett vetiilete (m&gneses
kvantumszdm értéke) szerint (2¢ + 1)-szer, az elektron sajdt feles spinje miatt
pedig még kétszeresen, tehdt egyiittesen 2(2¢ 4 1)-szeresen degenerdlt. (A finom-
szerkezet stb. miatt valéjdban ezek kozott is van csekély energiakiilonbség). Az
atom lehetséges allapotait gy kapjuk meg, hogy a Pauli elvnek megfeleléen az

egyelektron dllapotokba egy-egy elektront tesziink

A H atomban a pélyaenergiadk n novelésésvel nének és (-tol fiiggetlenek. A
tobbelektronos atomokra a helyzet kissé bonyolultabb, mert /-t8l is fiiggenek az
energidk. Adott ¢ esetén a nagyobb n-hez nagyobb energia és adott n esetén
szintén nagyobb ¢-hez nagyobb energia tartozik. energidk szerint névekvo sorrend

a kovetkezo:
1s,2s,2p, 3s, 3p, 4s, 3d, 4p, 5s,4d, 5p, 65,4 f, 5d, 6p, 7s,5f, 6d, Tp (28.2)

melyet az aldbbi dbrardl lehet leolvasni a nyilak mentén feliilr6l lefelé haladva.
Léthato tehdt, hogy a 3p utdn méar nem a 3d hanem a 4s pélya betsltése kivetkezik,
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ez a K és a Ca kiils6 elektronhéja, amelynek kicsit kisebb az energidja, mint 3d
pélyéé stb.

Egy atom elektronkonfigurdciéjan azt értjiik, hogy az egyes pdlydkon illetve
a hozzdtartozé energidan hény elektron taldlhaté, am. Ha egy adott n—el és ¢-lel
jellemzett pédlydn tobb elektron van, akkor ezeket az f-et jelzd betil kitevojeként
frjuk. A H atom alapéllapota 1s a He atomban 1év6 két elektron alapéllapota 1s2
konfigurdcionak felel meg. A He legels6 gerjesztett dllapota 1s2s konfigurdacidji. A
periédusos rendszer kovetkezd eleme a Li, 3 elektronnal, amelyek koziil az alapdl-
lapot 15225 konfigurdciénak felel meg, és ez folytatédik a 10-es rendszdmi neonig,
amelynek konfigurécidja 15%22s22p5, mert a p pélyakra legfoljebb 6 elektron tehetd
a Pauli elv miatt.

29. Hamilton operator kiils6 elekromagneses

mezoben

Kiilsé mégneses térben mozgd toltés Lagrange fiiggvénye nemrelativisztikus kozelités-
ben

1
L= 5mu2 +qvA — ¢® (29.1)

Ebbdl kovetkezden a kanonikus impulzus p = mv + gA |, illetve a Hamilton fiig-
gvény: H = 5-(p — qA(r,t))? + q®(r,t)
Kiils6 méagneses mezdben mozgé toltés H operdtora a megfeleld klasszikus H
fliggvény analégidjéra:
1
H= %(P —gA(R}))? + q@(R, 1) (29.2)
ahol

P=mV +4A (29.3)

a kanonikus impulzus operédtora, szemben az mV = P — gA kinetikus impulzussal.
Igy H elsb tagja lényegében %sz azonban, mivel méigneses mezo jelenléte esetén
A sziilségképpen helyfiiggé a V komponensei dltaldban nem cserélheték 61, mert
ez az elbirds a P komponenseire érvényes. P azonban csaktgy mint H mértékfiiggs.
® tartalmazhatja egy atomban az elektronra haté Coulomb vonzist a magtoél és
ezen kiviil a kiils6 tér potencialjat is.

Fejtsiik ki a négyzetet és vegyiik figyelembe, hogy P és A dltaldban nem cserél-
heték fol. [P;, A;] = —ih0;A;. Specidlisan PA — AP = P,A; — A;P; = —ihVA.
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Igy Coulomb mérték esetén foleserélhetdk.

Ez az eset, ha a mez6 homogén. Ekkor ui. A valaszthaté a kévetkezo alakban:

A= %B < R. (29.4)

Ez a szimmetrikus mérték, de szokds médsfajta mértékeket haszndlni. A fonti A

divergencidja eltinik Ekkor a 29.2 els6 tagjdban a négyzetre emelést elvégezve:

1 1 1
H=—P? - —¢PA+ —¢A?+¢d
2m m 2m
1 1 1
=—P?1+qgd— —q(BxR)P+—¢*B xR)? 20.5
5 LT qu( x R) +8mq( x R) (29.5)
= Hy+ H, + H,
ahol )
Hy=—P2+q® 20.6
0=5- +q ( )

a Hamilton operdtor mégneses mezo6 nélkiil,

H=--LBxRP=—

q
B P)=——LB 29.
o - (RxP) - (29.7)

2 2

a B-vel ardnyos korrekcid, amely a toltés impulzusnyomatékaval ardnyos, és

1 1
Hy = —¢*(Bx R)?2 = —¢*(R’B? — (RB)? 20.8
2= oo (BXR)® = ¢’ (RB)?) (29.8)

amely B-ben kvadratikus. H; neve paramdgneses tag, mig H,-é diamdgneses tag.

Az elnevezés oka kovetkezd. Tekintsiink egy klasszikus drameloszldst, amelynek
elektromos dramsfirtisége j. Az elektrodinamika szerint ennek magneses momen-

tuma

1
m=2 /r x jdV (29.9)

Mint ismert, ebbdl a definiciébdl kovetkezik, hogy pl. egy kordram médgneses

momentuma [ fn, tovdbbd, hogy pontszerii toltés esetén

q q q
4 =1 =2\ 29.10
m 2(r><v) 5T X TV =5 oA ( )
ahol A a kinetikai impulzus momentum. Médgneses tér jelenlétében A kiilonbozik
az L impulzusmomentumtél, mert az utébbi az L=rx p definicié szerint a kanon-

ikus impulzus momentuma. Megjegyezziik kozbevetoleg, hogy az L = R x P kvan-
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tummechanikai impulzusmomentum, ez utébbinak felel meg, mivel az [L;, L;] =
ihe;ji L) folcserélési reldciok (azok, amelyekkel az impulzusmomentumot bevezettiik)
ebbdl adefiniciébdl és a P komponenseinek folcserélhetdsésgébdl kovetkeznek.

Fejezziik ki a magneses momentumot az impulzusmomentummal.

-1 _ 1 _ -1 _
m= o T Xmy 2m(r x (p—qA)) 2m(r XPp—rXxqA) (29.11)

homogén tér esetén a vilasztott mértékkel A = %B x r a kovetkezo:

4

m 2m

1
4 )\:—rxmv:i(rxpfrqu):
2m

q
=5 5 (L— o X (B xr)) (29.12)

A zaréjel elsé tagja éppen az impulzusmometum, a mésodik tag pedig homogén tér
esetén f%r X (rxB) = f%[r(rB) —1°B] . A 1 magneses momentum energidja
ha azt B kiils6 térbe helyezziik

s

- [r2B? — (rB)(rB)] (29.13)

W= — /B m(B')dB' = —=—LB +
0 2m

Lathato, hogy a kvantummechanikai H ezen tagok kvantumos megfelel6ibol 4ll. Az
els6 tag csak akkor van jelen, ha a toltés pdlyaimpulzusmomentuma L nem nulla,
és a hozza tartozoé energia fiigg toltés eldjelétdl. A méasodik tag mindig pozitiv, és
akkor is jelen van, ha a toltésnek nincs impulzusmomentuma. Ez amiatt 1ép fol,

hogy a B mégneses tér indukdl egy mégneses momentumot és azzal kolcsonhat.
A paramégneses tag 10 T mdgneses térerdsség estén kb négy nagysdgrenddel
kisebb folhasadédst okoz a spektrumban m kiilonbozé értékei miatt mint a spek-
trumvonalak kozotti tdvolsdg méagneses mezd nélkiil. A diamédgneses tag ennél még
négy nagysdgrenddel kisebb tehdt csak akkor figyelhetd meg, ha a a paramdgneses
tag nincs jelen. A fonti képet bonyolitja, hogy valgjdban a z elektronok spinjéhez
csatolt magneses momentum is kolcsonhat a kiilsé mdgneses mezovel, de ezzel itt

nem foglalkozunk.

30. A normadlis Zeeman effektus

30.1. Az energianivék folhasaddsa

A Coulomb potencidl energiasajatértékprobléméjanak megolddsai a kovetkezok:

H0|wn,€,m> = 5n|7/1n,£,m> (301)
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Lty o.m) = W20+ 1)|tn0.m) (30.2)

Lz|wn,l,m> = hm|'¢n7£7m> (303)

ahol &, = —1/n? Ry.

Tegyiik fol, hogy az atomot B kiils6 homogén maéagneses mezdbe helyezziik,
legyen ennek irdnya a z tengely irdnya: B: (0,0 B)

Ebben az esetben az energia operdtora elst kozelitésben (és az elektron spinjét
figyelmen kiviil hagyva) : H = Hy — 9B = Hy — 9MM.B, = Hy — W’JLSLZB =

_gqh L
HO ZmE#B

A madsodik tagban az &dtalakitds nyomén az % dimenziétlan mennyiség és a

2‘32’6 mennyiség szorzata jelentkezik. Ez utébbit, amelyben az elektron témege,

toltése és a h Planck éllando szerepel, és amelynek dimenziéja magneses momen-

tum Bohr magnetonnak nevezziik, ez jellemzi az elektron és egy kiils6 magneses
mez6 csatoléddsdnak erdsségét. A Bohr magneton szamszerii értéke:
qh

pp =5 — = —9.27 x 10~2*Joule/Tesla
e

A Hy helyett H = Hy — 42 L, a Hamilton operator, de az az érdekes specidlis
és egyszel eset all itt fonn, hogy a Hy sajatvektorai a H-nak is sajatvektorai

(HO - ‘UJFBLZB) = (En - ,uBmB)|'l/Jn,l,m> = (En + thm)W]n,l,m)

ahol
q

e

wy, = —/LBB/h = —2 B (30.4)

neve Larmor frekvencia ( az un. ciklotronferkvencia fele).

Ez ahhoz vezet, hogy magneses mez6ben azok az energianivok, allapotok, ame-
lyekre £ #£ 0, tehét van m # 0 val jellemzett dllapotuk felhasadnak 2£+1 alnivéra.
Ennek kovetkeztéban 1dj Bohr frekvencidk jelennek meg, a megfigyelt spektrumvon-

alak felhasadnak. Ez a Zeeman effektus kvantummechanikai magyarazata.

30.2. A spektrumvonalak intenzitiasa és polarizacigja

Vizsgaljuk meg kiils6 mdagneses térben milyen médon sugdroz az atom. Ha
nem megyiink bele a sugarzds kvantumelméletébe, akkor sugdrzas akkor van, ha a



116 30 ZEEMAN EFFEKTUS

rendszer két staciondrius allapot szuperpoziciéjaban van és ott a dipélmomentum
operdtor varhat6 értéke nem nulla. A dipélmomentum operator alakja D = ¢R.
Elészor is megmutatjuk, hogy R illetve D diagonélis métrixelemei a Hy s igy H
sajatdllapotain nulldk: (1|D|¥) = 0 . Ennek oka az, hogy a mivel a paritds és H
folcserélhetok. H-nak vannak olyan sajatvektorai amelyek hatdrozott paritasiak,
azaz a paritds operstor sajatéllapotai. s mint tudjuk |¢n ¢m)-€k ilyenek, hiszen
) = (—1)*|p) . Mésrészt viszont a paritds definiciéjabdl kovetkezik, hogy
ugyanakkor IIR+RII = 0, azaz a paritds és a koordindtavektor antikommutalnak.

gy mivel IT 6nadjungalt
0= WIIR + RII[¢) = =(4|R|¢) £ (|R[) (30.5)

amibdl kovetkezik, hogy £2(y)|R|¢) = 0, azaz (p|R|p) = 0. Teljesen hasonléan, a
paritds operatorral valé antikommutétor elt{inésébdl az is megmutathaté, hogy R
azon matrixelemei, amelyeknél a két vektor /-je paros szamban kiilonbozik, szintén
eltiinnek. Valéjdban ennél sokkal szigortiibb megkotés is fonnall: R métrixelemei
koziil csak azok nem t{innek el, amelyekre Al = +1. (Ez a kivilasztdsi szabaly az
R illetve a v dllapotok forgatdsokkal szemben valé viselkedédsébdl kovetkezik, de
ezt itt most nem targyaljuk, mert aldbb csak az n = 1 és n = 2 energiaszintek
kozotti dtmenethez tartozé vonalakat vizsgéljuk, amikor is leggfoljebb Al = +1
lehet.) Ezek szerint az alapéllapot |1100) csak a |ia1,,) dllapotokkal lehet dipéle-

satolasban. Tekintsiik tehat a
[T (t)) = c1lthron)e ™ P1 + colthar)e i (Fetmhwn)t/h (30.6)

dltaldban idoéfiiggd szuperpozicidt, és szamitsuk ki ebben az dllapotban a D op-
erator varhato értékét. Bevezetve a Q = (Ey — Eq)/h jelolést, amely a B nélkiili
eseetben az alapéllapotbdl az els6 gerjesztett dllapotba val6é atmenetnek megfelel
korfrekvencia, az Ugynevezett rezonanciavonal vagy méasnéven Lyman Ko vonal

korfrekvencidja, a dipélmomentum varhaté értékére a

(U|D[W¥) = [e1]* (100 D100} + |e2|* (Wa1m D It21m)+ (30.7)

+ o (P100| D|tharm)e ™ ML L ey 65 (o1 | Dthrgo) e’ ML)t

eredményt kapjuk. Ebben a kifejezésben az elsé két tag a fontebbiek szerint
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eltiinik, a mésik ketté egymadsnak komplex konjugéltja, igy

(U|D|¥) = 2Re{cser (Yarm|Digo)e’ ML)} =
= 2|c3c1| Re{ (o1 [R|th100)e’(FFmer )i+ (30.8)

ahol cic; = |cicile?”. A D operdtor tulajdonképpen hdrom operdtor osszege
D =¢R = q(&X +3Y + 2Z) ahol X, § és Z a medgfelels irdnyu egységvektorok.
Az itt szerepld X, Y, Z operatorok métrixelemeinek kiszamitdsashoz idézziik fol
a koordindtaoperdtor konmponeneseinek és az impulzusmomentum komponenesek

foleserélési relacioit: [L;, X;] = ihe; i Xk

Ezek koziil elészor vizsgaljuk meg Z-t, mivel a |ia1,,,) az L, sajdtvektorai.

Mivel [L, Z] = 0 igy tetszoleges m és m're
0= <wn’é’m’|LzZ - ZLz|wnlm> = (m,_ m)<wn’l’m’|Z|wn€m> (309)

fgy Z maétrixelemeinek olyan &dllapotok kozott amelyekre (m'— m) # 0 el kell
tlinniiik, azaz Z-nek csak a (10210]Z|1100) métrixeleme nem tiinhet el, az m = +1 es
tag viszont nem szerepelhet, azaz egy kivalasztdsi szabalyt nyertiink D,-re. Azért,
hogy egy hasonlé triikkoét alkalmaszhassunk a teljes dipélmomentum operdtorra,
vezessiik be a ] )

x, = Xt x - X (30.10)

V2 V2

operdtorokat, amelyek egymds adjungaltjai és irjuk D-t a

X, + 2 Y x4z (30.11)

V2 V2

alakba, mert a |tne,) bdzisban az X, és X_ operdtorokra kapunk egyszerii

D=qxX+3Y +22) =q(

kivdlasztdsi szabdlyokat, ugyanis mint az [L;, X j] = the;j, Xy alapjan egyszerfien
ellenérizhetd
L., X4] =+hXy (30.12)

s igy altaldban az L, tetszoleges sajatvektorai kozott

<'l/}n’l’m/ |L2X:t 7X:N:Lz|wn€m> - (m’fm) <wn/€/m/ |X:|:|wn€m>7
(30.13)

St —

i<wn/l’m/ |X:|:|wnlm> -
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amibdl kovetkezik, hogy
(Vnrorm | X |Unem) #£ 0 csak akkor ha m'=m + 1. (30.14)

Ez azt jelenti, hogy D-bdl az X -os tagnak csak a (19211 X |1h100) mdtrixeleme
nem tiinik csak el, az X_-t tartalmazé tagbhol csak (wo;_1|X_|th100) a Z-s nek

pedig csak a (1910|Z|th100) métrixeleme vagyis

(UD|¥) = g2Re{cser{(¥a11]| X+ [¢100) e P T0) (% — i§) /V/2 (30.15)
+ (11| X _[100)e" LK + i§) /V/2 + (W210|Z |1h100) P2}
A métrixelemek kiszéamitdsahoz koordindtareprezentdciét, és azon beliil gombi ko-

ordindtdkat hasznslunk. Ebben

7 sin et

V2
[ BaRarar [ Yoo

(o1 | X i [r00) = / Ui1aa () broo(r)r? sinfdrdodé = (30.16)

oEid

V2

YY(6, ¢) sin? 0dOdg

(910|Z|th100) = /w;m (r)r cos leoo(r)rz sin fdrdfd¢ = (30.17)

/R21 (r)Rlo(r)r3dr / Ylo*(H, (b)YOO(H, ®) cos? 0'sin 0d0d¢

Az els6 faktor — azaz az r szerinti integral — a fonti formuldkban ugyanaz, mivel
ezek csak n-tol és (-t0l fiiggenek, s igy mindhdrom esetben ugyanakkora értéket
adnak. Jeloljiikk ennek az integrélnak az értékét a-val. Az irdnyfiiggd részek inte-
gréljai pedig a gombfiiggvények behelyettesitése utdn az X, X_ és Z métrixele-
meiben rendre —1/+/3, 1/4/3, 1/y/3-at adnak. Itt megjegyezziik, hogy az a tény,
hogy a (30.10) szerint definidlt operatorok és a Z métrixelemei azonos abszolit
értékiiek egy mélyebb tétel kovetkezményei. A follépd konstansokat osszefoglalva
a 2|csei|qa/V/3 = dy jeloléssel, amely dipélmomentum dimenziji, és a + fazisal-
landét nulldnak rogzitve kapjuk, hogy a dipélmomentum varhaté értéke:

(U|D|W) = do{—% cos(Q + wr, )t — §sin(Q + wr )t} /V2+ (30.18)
+ do{% cos(Q — wp )t — §sin(Q +wr)}/V2 + 2dy cos Qt (30.19)

Az els6 tag a z irdnyba nézve jobbra forog, a mdsodik balra, a harmadik a z
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irdnyba rezeg. Ezért a Z irdnybdl, azaz a maégneses tér irdnydbdl nézve nincs
Q korfrekvencigju sugdrzds, mert a dipdl sajat irdnydbol nem sugdroz, csak két
ellentétesen cirkuldrisan poldros fény Q + wy, illetev Q — wy, korfrekvencidval. A
B-re merdleges irdnyban viszont hdrom vonal van, az )4+wy, esek a B-re merdleges
polarizaciéval, mig az €2-s a B-vel parhuzamos polarizéciéval és az utébbi kétszer
olyen intenzi{v, mert az intenzitds a dipélmomentum amplitiddjédnak négyzetével

aranyos, ldsd elektrodinamika.

31. Staciondrius perturbacidészamitas

A kvantummechanikdban ldttuk, hogy igen lényeeges a H Hamilton operdtor
sajatértékeinek meghatdrozdsa. Ez azonban a legtobb esetben kozvetleniil nem
lehetséges. Gyakran el6fordul azonban, hogy a kérdéses H “kozel van” valamilyen
mér ismert spektrummal rendelkezé Hy operdtorhoz. Ekkor a feladat az, hogy
meghatdrozzuk a

H=Hy+W (31.1)

alaki Hamilton operdtor sajdtértékeit és sajdatvektorait, ahol Hy sajatértékei és
sajatvektorai ismertek, W pedig valamilyen értelemben egy kis korrekcid, zavar,
méasnéven perturbédcié a Hy-hoz képest. Legyen H( ismertnek foltételezett spek-

truma diszkrét
Holg},) = Eple}) (31.2)

ahol p indexeli az energiasajétértékeket, ¢ pedig egy degenerdciés index, és |<p;>

egy teljes ortonormalt rendszer.

(Pholeh) = Opprdir > _lob) (b =1 (31.3)
ip

Foltessziik, hogy W = AW alaki, ahol A valds szdm, az lgynevezett perturbédcids

paraméter. Keressiik a H()\) = Hy + AW spektrumét, azaz a

HN)[PA) = EQA) () (31.4)

egyenlet megolddsast ahol foltételezziik, hogy A — 0 esetén E()) folytonosan
tart valamelyik E,-hez, amelyik Hy spektruménak diszkrét részéhez tartozik. A
folytonos spektrum perturbécidjival amely mésfajta eljarast kivan itt nem foglalkozunk.
A kovetelmény, hogy A — 0 esetén E(A) tartson Hy valamely sajatértékéhez nem
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mindig teljesiil, s ha ez az utébbi helyzet dll fonn, akkor a perturbaciészamitds itt
ismertetett médja nem haszndlhaté. A foltételezés szerint E(A) és |¢(N)) sorba

fejthetd A hatvanyai szerint:

EN) =g+ Ae1+e2+... (31.5)
[W(N)) = [0) + A1) + A%[2) + ... (31.6)

Feladatunk ezeknek az ¢, és |¢) korrekciknak a meghatdrozasa. Helyettesitsiik be

ezeket az sorokat a H sajatérték problémédjaba, kapjuk, hogy
(Ho + \W) lz )\q|q>] = 1> A ey lz X1|q>] (31.7)
q=0 q’'=0 q=0

Tekintsiik az egyenloség két oldalat A\ kiilonb6z6 hatvanyai szerint és redukdjuk

0-ra az egyenleteket.

Ho|0) = &0|0) (31.8)

(Ho — €0)|1) + (W —€1)[0) = 0 (31.9)

(Ho —€0)|2) + (W — &1)[1) — £2[0) = 0 (31.10)
(31.11)

(Ho — e0)la) + (W —e1)|g — 1) ... —£,]0) =0 (31.12)

A 31.4 egyenlet a sajatvektorokat még ha a ((N)|Y(N\)) = 1 normdldst meg
is koveteljiik, ez is csak egy egységnyi abszolit értékii komplex dllandé erejéig
hatdrozza meg a |1p(\))-t. Ezért eldirhatjuk, hogy (0|¢())) legyen valés. Nulla-
drendben ebbdl az is kivetkezik, hogy |0) is legyen normélt

(010) =1 (31.13)
a fdisa viszont egyeldre tetszdleges. A norméldsbdl elsé rendig

(W W)[B(N) = (010) + A(1]0) + (0[1)) + O(3?) (31.14)
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A (0fyp(N)) valds kivetelménybdl elsd rendben kovetkezik, hogy (0|1) valds, de
ekkor (1]0) is valds és a normaldsbdl pedig (1|0) 4+ (0]1) = 0, ami miatt

(0]1) = (1]0) =0 (31.15)

Hasonlé okoskodéssal )
(210) = (0]2) = =5 (1) (31.16)

A 31.8-bdl kovetkezik, hogy |0) a Hp-nak sajatvektora e sajatértékkel, azaz ¢ a
Hy spektrumahoz tartozik. Most vélasztunk egy specidlis eg-t legyen ez EO.

g0 = EL. (31.17)

Nyilvdnvaléan tobb olyan E()) lehet, amelyik EY — hoz tart annyi ahdnyszor
az EY degenerdlt. A perturbacié hatdsdnak vizsgdlatakor megkiilonboztetjik a

nemdegenerdlt és a degenerdlt esetet.

31.1. Nemdegenerilt nivé perturbécidja

Legyen g9 = EO nemdegeneralt. Ekkkor ehhez Hy-nak egyetlen sajdtvektora tar-
tozik, amely 31.2 szerint egy konstans szorzé erejéig |¢, ), és amelyet gy valasz-
tunk, hogy

0) = [0 (31.18)

A kovetkezokben els6 két rendig kiszamitjuk az energia és az éllapot korrekciéit.

31.1.1. Elsérendii korrekcidk

Az elsbrendli korrekciot energidban gy kapjuk, ha a 31.9 egyenletet ravetitjiik
| )-re:

(on| (Ho — 0)[1) + (on| (W — £1)]0) = 0 (31.19)

Itt az els6 tag 0 mert Hy onadjungélt és a Hylon) = eolen). A mésodik tagbol
pedig

1= (@n| (W)len) (31.20)

Az elsérendii korrekci6 Aeq = (o, | (W)|en), s igy az n-edik energianivé értéke elsd
rendig:
E,(\) = Ep + (ol (W)lgn) (31.21)
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Fontos és egyszerii eredményiink szerint tehit nemdegeneralt esetben az elsérend{i
korrekcié a perturbélé operdtor varhato értéke a megfelelé nemperturbalt sajatél-
lapotban A 31.19-ban kiszdmitott projekcié nyilvdn nem nyujtja az Osszes infor-
méciét amit 31.9 nyujt, hiszen azt Hy tobbi sajdtvektorara is vetithetjiik. Most
ezt tesssziik és tekintjiik a projekciét a tobbi |<p§,> sajatvektorra, amelyek lehetnek

degenerdltak (ezért tartjuk meg a az ¢ fels6 indexet itt)

(h] (Ho = €0)[1) + (| (W —21)[0) =0 |¢}) # |ion) (31.22)

Az elsé tagban most is hasznalhatjuk, hogy |¢f) sajdtvektor igy abbol (E) —
€0) <<p;)| 1) adédik, a masodik tagban az e1-et tartalmazé szorzat tiinik el, mert
£1(}|0)-ben a két vektor belsd szorzata eltiinik, mivel a Hy kiilonboz6 sajétértékei-

hez tartozé vektorokrdl van szé. fgy 4trendezés utén a
1
(pl 1) = go—g (& WI0)  p#n (31.23)

eredményt kapjuk. Ez megadja |1) vetiiletét Hy Osszes sajatvektordra kivéve |, )-
re, de ez ut6bbirdl tudjuk, hogy (¢,|1) = (0]1) = 0 31.15 szerint. Azaz ismerjiik

1) komponenseit a teljes |¢}) ortonormélt rendszeren, tehat magat |1)-et is:

=>.D o m sopl W0)[¢,) o)) (31.24)
p#En i "

tehdt a sajdtvektor elsérendig a fonti Osszefiiggést \-val szorozva és hozzdadva
|©n) = |0)-hoz:

|op)
[W(N) = |#n) +ZZE ”EO (05| Wpn)- (31.25)
p#EN 1

A sajatvektorkorrekciéjaban tehdt megjelenik az 6sszes olyan |<p§,> linedris kom-
bindciéja, amelyre a <50§,} W|en) métrixelem nem tiinik el. Azt szokds mondani,
hogy a perturbécio |¢,)-hez hozzdkeveri H t6bbi sajatvektorat. Most mér az is
lathato, hogy ahhoz, hogy a korrekcié kicsi legyen az sziikséges, hogy a <<p;)} Wlon)
maétrixelem legyen kicsi a Eg — E? energiadifferencidkhoz képest. Azaz a pertur-
bécids kozelités anndl jobb minél messzebb van a kivdlasztott energianivé az 6sszs
t6bbitol.



31 STACIONARIUS PERTURBACIOSZAMITAS 123

31.1.2. Masodrendii korrekcié

Most a 31.10 osszefiiggésbdl imdulunk és ahasonlé eljdrast kovetiink mint az el-

sérendfl esetben. Révetitjiik az emlitett egyenletet a ¢y, )-re

(nl (Ho — £0)12) + (n| (W —€1)[1) — (0] [0) =0 (31.26)

Az elsb tag ismét eltiinik mert Hop-t a t6le balra &ll6 @,-re dtvive ismét eo|en)
adddik. A madsodik tagban a (p,|e1|1) = €1(0|1) tag eltiinik 31.15 miatt, a har-
madik tag pedig éppen 5. gy kapjuk, hogy

£2 = (pn| W1). (31.27)

Itt |1) helyébe beirva 31.24-et az eredmény

‘ sop|W|<pn
2= ZZEO 50 (P Wlen) (onl Wlep) =Y Y —5—5—— —m - (L)
p#Fn i p#En 1
azaz az energia méasodrendig:
}W|(pn

(31.29)

Ea(A) = B2+ (gul (W) o) +ZZ’ 2

p#En i

A masodrendfi korrekcié eléjele megegyezik Ef) — EY eldjelével, emiatt azt szokds
mondani, hogy mésodrendig a nivék anndl jobban eltdvolodnak egymastdl, minél
kozelebb voltak eredetileg, és minél erésebb a |<<p;,| W|<pn>| “csatolas”. Az allapot
korrekcigjat méasodrendben gy kapjuk, hogy most a tobbi |<p§,>—re vetitjiik a 31.10
Osszefiiggést. Ezt itt most explicite nem irjuk f6l. Az eljaras folytathaté magasabb
rendekig, és egy fontos kérdés, hogy az igy kapott sor mikor konvergens. Ennek
vizsgalatdhoz tovdbbi matematikai ismeretekre lenne sziikség. Ezt akérdést megk-
eriilve kozoljiik, hogy a tapasztalat szerint sok esetben, pl. bizonyos atomfizikai
problémdkndl mér az energia mésodrendii és az dllapot elsérendii korrekcidja a

kisérletekel igen jol egyezd értékeket ad.

Az energia méasodrendii korrekciéjanak abszolit értékét meg lehet becsiilni a

kovetkezd médon: Tekintsiik a 31.28 sorban a nevezoket és legyen

min |E) — E)| = AE (31.30)
p
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azaz a vizsgalt EV energianifvénak a legkozelebbi energianivétdl vett tavolsdga.
Képezziik most a 31.28 sor abszolit értékét, ami biztosan kisebb vagy egyenld a
tagok abszolit értékénck osszegénél. Ezutdn a nevezékben megjelend |E) — EJ|
helyett irjuk mindeniitt a ndla kisebb AE-t. Mivel a szdmldlé minden tagban

pozitiv a sor abszolit értékét igy biztosan noveljiik, azaz

Ison
|52|<ZZ) 5 _AEZZ) <pp|W|g0.,L _
P#n 7 p#£n i
= ﬁ ZZWJ WD lep) (p| Wleon) (31.31)
p#EN 4 p#EN 1

AN, Y eh) (ph| majdnem az egységoperitor, de hidnyzik beléle a [@,) (pnl,
tehdt

lon) (nl + D leh) (h| =1 (31.32)

pFEn i
fgy
[<50n| W2|50n> {©nl W|‘Pn>2]
(31.33)

Megszorozva mindkét oldalt A-el kapjuk, hogy a médsodrendii energiakorrekcié

le2] <~ (@l WIL = |n) (pnl[Wlen) =

1
AE AE

foliirdl a kovetkezoképpen becsiilhetd
= AE on

ahol (AW)?2 ~a perturbdcids operdtor szérdsnégyzete a nemperturbalt [p,) &l-

lapotban.

31.2. Degenerédlt energianivé perturbacidja

Most foltessziik, hogy az EY energiaérték g,-szer degeneralt, ahol g, egy egynél
nagyobb de véges szém. Ez esetben az g9 = E° osszefiiggés nem elegendd a |0)
meghatédrozdsasra, mert a g, szémi |¢}), i = 1,2... g, bérmely linedris kombins-
cidja eleget tesz a 31.8 sajatértékegyenletnek, és csak annyit tudunk,hogy |0) benne
van az ezek altal kifeszitett altérben, tehdt meg kell elészor hatdroznunk a "helyes"
nulladik kozelitést, amihez a lehetséges [¢(A))-k tartanak, ha A — 0. Vetitsiik
most ehhez a 31.9 egyenletet valamely kivalasztott }gof) ortonormélt bézisra az



31 STACIONARIUS PERTURBACIOSZAMITAS 125

E%-hoz tartozé sajataltérben. Hasonlé okok miatt mint a nemdegenerdlt esetben

a nemeltiin tagokbdl a g, szdmu
(L | W 0) = &1 {¢l] 0) (31.35)

egyenletet kapjuk. A (p!|0) a keresett [0) vektor kifejtése a valasztott |¢f ) béz-
iban az adott E hoz tartozé altérben, amelynek mind a |0) mind a }goﬁ» benne

van. Ezért irhatjuk, hogy

9n

=3

=1

0) (31.36)

i) (i

ahol az osszegzés csak az altéren beliili vektorokra torténik. Befrva ezt a 31.35

egyenletbe, kapjuk, hogy

gn

> (k| W

i’ =1

0) =1 (L] 0) (31.37)

90"'> <<,0"'

Ez valéjdban azt jelenti, hogy a W operdtort megszoritjuka kérdéses altérre, s az
igy kapott W

W™ |0) = &, |0) (31.38)

sajdtértékegyenletét kapjuk a |5021> bézisban folirva. A sajatértékek amelyek szdma
gn adjak az energiy elsérendii korrekcidit, mig a sajdtvektorok a font emlitett
értelemben a helyes nulladrendii kozelitéseket a valaszttott bazisvektorokban kife-
jtve. . Legyen 5{ (j=1,2... f,(Ll)) az 6sszes killonbozé sajatértéke a W -nek,

ekkor a degenerélt nivo f,gl) szamu
E.;N)=E'+xd  j=12...fV<g, (31.39)

kiillonboz6 alnivéra hasd ol a perturbacié hatdsdsra. Eléfordulhat, hogy az 6sszes
igy kapott 1 kiilonboz6 fy(Ll) = gn, ekkor azt mondjuk, hogy a peturbdcié a gegen-
erdciét teljsen feloldja. Ha nem ez a helyzet, akkor, a feloldds csak részleges,
de az is elé6fordulhat, hogy a perturbécié figyelemebvétele utdn is a teljesen meg-
marad a degenerdci6 ekkor f,(Ll) = 1. A magasabb rend{i kozelitések, amelyekkel itt
mér nem foglalkozunk, az elsé rendben megmaradt degeneréciét dltalaban tovabb

csokkentik illetve meg is sziintetik.
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32. A H atom Stark effektusa és polarizalhatésdaga

A perturbaciészamitasra egy példaként tekintsiik a H atom, pontosabban a Coulomb
potencidlban mozgé toltés Stark effektusdt, azaz megvizsgdljuk mi torténik az
energiaspektrummal, ha kiils6 homogén sztstikus elektromos térbe helyezziik az
atomot. A perturbdcié operdtora homogén elektromos térben: W = —¢ER.
Valasszuk & irdnydt a z tengely irdnydnak, ekkor W = —g€Z. (elektronra ¢
negativ) perturbdciés paraméter itt természetes médon a kiilsé tér erdssége az
&, ezt kiviilrdl fizikailag is tudjuk véaltoztatni. Ha ez nulldhoz tart a perturbdcio
eltiinik. Mivel az alapédllapot a H atomra nem degenerélt, a gerjesztett allapotok

viszont degeneréltak, ezért a két esetet kiilon targyaljuk.

32.1. Az alapallapot

A perturbalé operdtor diagondlis méatrixelemei
Al = (n, 6, m|Win, £, m) = —qE (n, £, m|R|n, £, m). (32.1)

mindig eltiinnek paritds okok miatt, ezt lattuk a Zeeman effektus targyaldsdasnal.
Most ennél egy kicsit tobbet mutatunk meg. A Hy operstor sajatéllapotai az L2
operdtornak is és igy a II paritds operatornak is (fl)l sajatértékkel. Ekkor, a ITR =

— RII folcserélési reldcié miatt az dltaldnos métrixelem
(n', 0, m/|TIR|n, £,m) = — (n, £, m|RII|n, £, m) (32.2)

. A II 6nadjungaltt, ezért a bal odalon a II-t a belso szorzat elsd tényezojére is hat-

tathatjuk. Igy kapjuk, hogy
(=1 (', €,/ Rln, £,m) = —(=1)" (n, £, m|R|n, £, m)
Léthat6, hogy ha £ — ¢/ paros akkor a két oldalon egymis ellentettje 4ll igy
ha ¢ — ¢ péros, akkor (n' ¢/, m'|R|n,¢,m) =0

(Meg lehet mutatni, hogy ennél tobb is igaz, R métrixelemei mindig elt{innek, kivéve,
ha £ — ¢’ = +1 . ) Ugyanezek a tulajdonsdgok érvényesek a P impulzus operdtorra is,

mert az ugyancsak paratlan vektoroperdtor.
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(Egy mésik bizonyitds a kovetkez6: Ha koordindtareprezentdcioban irjuk fol a matrix-
elemet, akkor az integrandus az YZZ €8 az R-nek megfelelé r valamelyik komponen-
sének (x, y vagy z) szorzatdt tartalmazza. Mivel az utébbiak pératlan fiiggvények, az

Y, m gombfliggvények paritdsa pedig (—1)2, ezért a szorzat paritdsa (—1)6/""“'1. Ha itt

£ és V' paritésa azonos, akkor (—1)6/""“'1 = —1, tehdt az integrandus pdratlan, s igy az
integral elttinik)

A perturbalé operator varhato értéke a fontiek szerint alapédllapotra nézve tehat
az £ = ¢’ = 0 esetben, amely nem degenerdlt,tehét eltiinik. Tehat az alapéllapot-

ban nincs elsérendii korrekcié. Az elsé nemeltiind korrekcié a masodrendii

| {nr £.m| Z |100) |?
A =g Vo (32.3)
n'#1,0=1,m=0 1 n’

ahol EY az alapallapot energidja, de az n > 1-re valé dsszegzés a folytonos spek-
trumra is vontkozik. Valéjaban tehat a fonti korrekcié egy végtelen 6sszeg plusz
egy E > 0 szerinti integrdl, amelyben ¢, ¢, szerepét a @gs ¢, folytonos spek-
trumba esd sajdtvektorok veszik at. Az dllapotok koziil azonban 6sszegezni illetve
integralni csak az £ = 1, m = 0 kvantumszamuakra kell a fonti, illetve a Zeeman
effektusnal l4tott kivalasztdsi szabdlynak megfeleléen. Mivel az EY a legkisebb az
Osszes perturbdlatlan sajatérték koziil, a nevezé minden n-re és a folytonos részre
is negativ, igy az egész kifejezés is negativ. Valéban, a kisérletek szerint is kiils6
sztatikus térbe helyezve a H atomot az alapdllapoti energia lejebb tolddik, és ez
az eltol6dds a mez6 térerdsségének négyzetével ardnyos, tehdt az alapallapot Stark
effektusa kvadratikus és negativ. Megjegyezziik még, hogy a Coulomb probléma
(hidrogén atom) esetében a fonti osszeg egzaktul is kiszémithatd, sét a Hy — ¢ER
sajatértékei pontosan is meghatdrozhatok, és az igy kapott eredmény megegyezik
a masodrendii perturbéciészamitds eredményével. Mds széval a magasabb rendii
tagokbdl szdmitahté korrekcidk itt nulldra osszegzddnek, vagyis ez esetben a per-
turbécids sor konvergens, ahogyan ”illik".

A perturbédciészamitas segitségével kiszamithaté a S atomi polarizalhatésag,
melyet a p=F¢oE, tsszefiiggés definidl. 5 dimenzidja térfogat. Tovibbda P =Np =
xeoE, miatt a dielektromos szuszceptibilitds x = N3, ahol N az atomsfiriiség, a
térfogategységben 1évé atomok szama.

Kvantummechanikailag az atomi dipélmomentumot a ¢R operédtor varhaté
értékével azonositjuk (g negativ volta biztositja, hogy a dip6lmomentum vektor
a pozitiv magtdl a negativ elektrontdl a pozitiv mag felé mutat) abban a |¢)
dllapotban, amely a kiilsé tér hatdsdsra kialakul, azaz a perturbalt allapotban.
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Tehdt p = (|gR|v) ahol elsé rendig

Z |lns L, m) @n’ I3 7go?zg [£100) (32.4)

[¥) = l¢1.00) —
n/#1

Ha itt (¢|qR|1)-ben csak az E-ben legfoljebb elsérendii tagokat tartjuk meg, akkor

(WIgRIY) = (pr00ldRlp100) — 2E2Re 3 <¢100|R'¢n'§g> ntanl Z 100
n'#1 n'

(32.5)
Megjegyezziik, hogy magasabb rend{i tagok figyelembe vételével nemlinedris po-
larizélhatésdgokat kapnank, melyek nagyon erés terekben , féleg ha azok idében
is véltoznak, lényeges szerepet jatsszanak, de ezzel itt most nem foglalkozunk. A
fonti 6sszegben az elsé tag mint ldttuk eltiinik, tovabbé a
(100]gR | ©n’ ,m) (Pr £.m] Z |@100) alaku szorzatokban csak az R = Z marad a
kivédlasztédsi szabalyok miatt, a mésodik tényezd u.i. csak az m = 0 esetben nem
tlinik el, mig az els6 az R = X és Y esetben csak az m = 1 esetben. Tehdt az
elsoben is csak z t vehetiink, azaz Z irdnyu elektromos tér Z irdnyd dipélmomen-
tumot indukal, azaz az atom dielektromosan izotrép, ami nem mindig van igy pl.
egy molekuldndl. A polarizalhatésag tehat itt skaldr és nem tenzor, ahogyan azt

varjuk is, és értéke a

_ g K 90100|Z|90n £m) 2 K 90100|Z|90n ) |?
£2y — =q¢’62) o (32.6)
n'#1 n n'#1 ”

Osszefiiggésbdl olvashaté le. A kordbban targyalt a m&sodrendii korrekciéra
vonatkozo becslés Segltsegevel a polarizalhatésdgra felsd korldtot adhatunk Az

EY = ﬁg EY = ﬁ’—ﬁ alapjan a nevezd minden tagban nagyobb mint 2

Ezért minden tagba ezt frva és a ¢? = e2dre( osszefiiggéssel

4 2a,
p < 252 2 O Z | <)01OO|Z|§07L/ ém) |
0
/#1

16
= dreoag— 3 E(p1001Z(1 — [p100) {¢100|Z |P100) =
16
= 47T50a%§5<90100|22 l©100) (32.7)

A konnyen kiszamithaté (010022 |por,0,0) | = af dsszefiiggeéssel azt kapjuk, hogy
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hogy
16
B < 47r£0a8§ = 5.3 X dmepag. (32.8)

Mint fontebb mar emlitettiik a fonti 32.6 sor, amely azonos (32.3)-vel egzaktul is

kiszémithaté és az eredmény a kisérletekkel egyezden

B = 4.5 x 4mepag. (32.9)

32.2. Az els6 gerjesztett dllapot Stark effektusa

W =—q¢€Z

Ennek métrixelemei ¢ = £/ re eltiinnek, tehat csak az s és p dllapotok kozott
lesz métrixelem, de azt is tudjuk, hogy m = m/- nek is teljesiilnie kell, fgy csak
az £ = 0,m = 0,2s és az &/ = 1,m/ = 0,2p allapotok kozott lesz nem eltlind a

métrixelem. Ezt kiszdmitva az eredmeény a (©200|Z |¢2,1,0) = 3ap. A matrix tehat

( —34ao ) (32.10)
—3q¢€ag

melynek sajatértékei F3g€aq, a megfeleld sajatvektorok:

lényegében 2 X 2-es:

|+ = \/ii(|902,1,0> + |¢200) (32.11)

az eredmény egy linedris Stark effektus, amely a (spin nélkiil) négyszeres degen-

erdciot részben felhasitja.

33. A He atom energiaszintjei

A H atom utdn a periédusos rendszerben a hélium (He) kovetkezik, amelynek
két elektronja van, ezért a tdrgyaldsa jéval bonyolultabb mint a hidrogéné. Az
aldbbiakban He-al egyiitt targyaljuk a He-szer(i ionokat is, azaz minden olyan iont,
amelynek a magtoltése Z > 2, és 2 elektronja van.A nemrelativisztikus kozelitésre,
azaz egy egyszerii perturbélt Coulomb problémaéra szoritkozunk.

A Hamiltoni: )

e
H=H +Hy+ ——— 33.1
1+ Ho + R—Ry| (33.1)
ahol
P2 ze?
Hy==t 2% ;=12 (33.2)

om Ry
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egy-egy Z magtoltésti H atom Hamilton operdtora. Hy + Hs két fiiggetlen elek-
tront jelent, az mle—jRQl a két elektron kolcsonhatési energidjanak felel meg. Tek-
intsiik ez utébbit perturbédciénak, és adjuk meg eldszor a nem perturbélt probléma

sajatértékeit.

33.1. A sajatértékprobléma nulladik kozelitésben

A H;-kre vonatkoz6 megfelel6 megoldds, a Coulomb probléma megolddsa tehdt

ismert:
Hi |'l/}nilimi> =é&n,

wniei"h‘> (333)

ahol az energiasajdtértékek (Rydbergben mérve)

Z2
= (33.4)

n;

En; = —

és a staciondrius allapotokat az 0 < ¢; < n mellékkvantumszammal és az |m;| < ¢;
mégneses kvantumszammal jellemeztiik. Mint ismert az n; fékvantumszémmaal
jellemzett energia a spin figyelembevétele nélkiil n2-szeresen degenerélt.

A nem perturbalt Hy; + Ho operdtor sajatértékprobléméjanak nyilvdnvaléan
megoldésai lesznek az ilyen dllapotok tenzorszorzatai, azaz a |1, e,m,) = |nilim;)

jeloléssel, amely csak a pédlyarészét jelenti a megolddsnak, azaz a spint nem tartal-

mazza
(Hl + HQ) |n1€1m1> |n2€2m2> = 5n1n2 |n1€1m1> |n2€2m2> (335)
ahol
z?  Z?
Ening = <7’L_% — n—%> (336)

Az |n1limy) Inalams) alaki szorzatdllapotok azonban nem tesznek eleget a sz-
immetrizaldsi posztuldtumnak, mely szerint tobb azonos, feles spinii részecske
(fermion) esetén a megengedett dllapotoknak a részecskék folcserélésénél antiszim-
metrikusnak kell lennie. Ezt a probléméat azonban nem egyediil a fonti szorzatal-
lapotok antiszimmetrizaldsdval oldjuk meg, hanem figyelembe kell venni a kételek-
tron rendszer spindllapotait is. AH operdtor ebben a nemrelativisztikus kozelités-
ben nem tartalmazza az elektronok spinoperdtoraitdl, tehat azzal folcserélhatd.
Ezért barmilyen egytittes kételektron spindllapottal egyszer{ien megszorozva a tér-
beli mozgashoz tartozé sajatallapotokat az tovdbbra is sajdtallapota marad a H-
nak.

Az antiszimmetrizalds szempontjabdl a lényeges, hogy a két elektron azon
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egylittes spindllapotai amelyek az S? = (S;1+52)? -nek s(s+1) illetve az S, = S1.+
So.-nek is sajétallapotai — h%s(s + 1) illetve hm, sajdtértékkel — a kovetkezoek:

IXa) = %uﬂl =) = =)y [4)s)  5=0,m, =0 (33.7)

szingulett allapot, amely antiszimmetrikus, és a

|Xs,1> = |+>1 |+>2 s=1ms=1 (33-8)
Xe0) = %um ) 1)1 =)a)  $=1m,=0 (33.9)
Xeo1) = |1 |=) s=1Lmy=—1 (33.10)

triplett dllapot amelyek szimmetrikusak a részecskék folcserélésére nézve. A teljes
dllapotot tehat két médon tehetjitk antiszimmetrikussd, szimmetrikus péalyarészt
antiszimmetrikus spindllapottal, vagy antiszimmetrikus pélyarészt szimmetrikus

spinallapottal szorzunk:

M) = o) [xa)  [PE) = () [xs) (33.11)

ahol [1s) és |1e) az [nilimi) [nelomse) szzorzat szimmetrizdldsabdl illetve anti-
szimmetrizdldsabdl szdrmazd pélyarész, a teljes dllapotot pedig }I\IJ> vel illetve
|3\I/>—vel jeloltiik. A jelolés oka az, hogy a spektroszképidban 2s + 1 értékét a
spinallapot multiplicitdsat (amely a He esetén szingulett vagy triplett) igy szokés
feltiintetni az dllapot jelénél.

Vizsgdljuk meg részletesebben elészor a legkisebb energidji éllapotot azaz az
alapallapotot. Az 33.6 altal megadott energia akkor a legkisebb, ha ny =ns =1,
és értéke igy:

e11 = —27%*(Ry) (33.12)

azaz a He atomra —8 Ry. Az n; = ny = 1 édllapot a pédlyarésze nem lehet elfajult,

tehdt ehhez a sajdtértékhez csak az
|’I’L1 = 1,€1 = 0,m1 = 0> |n2 = 1,62 == O,mg = 0> = |1,0,0> |1,0,0> (3313)

palyarész tartozhat, amely szimmetrikus, és nem is antiszimmetrizalhat6. Igy a

teljes alapéllapot 0-ik kozelitésben

[11S0) =[1,0,0) [1,0,0) |xa) (33.14)
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amelynek pélyarésze szimmetrikus, spinrésze pedig antiszimmetrikus szingulett

allapot. Az 115y jelolést aldbb magyardzuk meg.

Vizsgaljuk most a gerjesztett allapotokat. Ezeknél valamelyik n mér nagyobb
mint 1. Lathatd, azonban hogy energia szerint novekvo sorrendben azok az allapo-
tok kovetkeznek, amelyeknél az egyik fokvantumszam egyenként nd, mig a médsik

1 marad: )
_ 2
En1=—2 (ﬁ +1) (33.15)
mert ez még n = oo esetén is
ool = —72 (33.16)
kisebb mint az ny = ny = 2 -hoz tartozé e 2 = —Z2/2 energia. Azni = 0o, ng =1

azt jelenti, hogy az egyik elektron energidja 0-vd vilt, azaz a végtelenbe tdvozott,
maésképpen szélva Z = 2 estén a He ionizdlédott, illetve Z > 2 esetén a megfelel6
ion egy tovabbi elektront elveszitett. Az energidt He esetén emiatt szokds inkdbb a
—7? = —4Ry értéktdl mérni, azaz az alapallapoti energia, amely az eredeti skdldn
-8Ry ezen az eltolt skildn csak -4 Ry, ez tkp. az egyszeres ioniziciés energia a
nulladik kozelitésben. Az ny = no = 2 stb dllapotok igy az egyszeresen ionizalt
He atom nem kotott és emiatt a folytonos spektrumba est energidgjaval megegyezd
energidjiak ezért kisérleti kimutatdsuk nehéz, mert a megfelelé energia kozlése
nyomdn az egyik elektron visszaesik az n = 1 dllapotba a maésik pedig folveszi a
maradék energiat és az atom ionizdlédik, ezt nevezik autoionizdciénak. A valédi
kotott dllapotok tehdt azok, ahol valaamelyik n = 1, és a mésik < co. A megfelels

antiszimmetrikus dllapotok a kovetkezok:

}I\Ij> = %(H?O?Oh |7’L,€, m>2 + |17070>2 |7’L,€, m>1) |Xa> (3317)
}3\Ij> = L(|17070>1 |7’L,€, m>2 - |17070>2 |7’L,€, m>1) |Xa> (3318)

V2

ahol az alapdllapot ismét lathatdlag csak a szingulett lehet. Ezen édllapotok jelolése
a kovetkezd konvencié alapjan torténik: n**1L; ahol n a fonti dllapotokban
szerepld n fokvantumszam, L helyére az S, P, D, F'. . .betiik vaalamelyikét tessziik,
azl =0,1,2,3...értékétdl fiiggden, j a teljes impulzusmometum lehetséges értéke,
amelyrdl tudjuk, hogy £+ s és |¢ — s| kozé esd egész szdm, (mert jelen esetben s
egész). Szingulett (s = 0) esetén nyilvanvaléan j = ¢. Triplettnél (s = 1) pedig
¢ = O-ra, azaz S éllapotra j csak j = s = 1 lehet, mig ¢ > 0 esetén harom lehetséges
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értéket vehet fol: j =€+ 1,0, £ — 1. A lehetséges staciondrius dllapotok tehat:

szingulett triplett
115,
2'80,2' Py 2°51,2°Py 10 (33.19)

3180,3 Py, 3 Dy 3351,33P51,0,3*D3 21,

Az egy sorban 1évé6 dllapotok energisja ebben a nulladik kozelitésben azonos. 135Sy,
allapot az antiszimmetria el6irdsa 1d. (33.18) miatt nincs, mert a megfeleld pél-

yarész ekkor eltiinik.

33.2. Az energiakorrekcidk els6 rendben

Vegyiik most mar figyelembe az \R%ibl elektron-elektron kolcsonhatdsbdl szérma
perturbéciét, és szamitsuk ki a korrekcidkat els6 rendben. El6szor is megjegyez-
ziik, hogy a fonti teljes H a kolcsonhatds miatt mér nem cserélhetd fol kiilon az
L; és Lo pélyaimpulzusmomentum operdtorok komponeneseivel, az 6sszegiikkel
tovdbbra is folcserélheté marad, ezért az L? = (L;+Lo)? sajatértékei tovabbra is
j6 kvantumszamok, és ugyanez igaz S-re illetve J = L 4+ S-re is. Mivel a pertur-
béacié nem fiigg a spintél, a korrekcidk szamitdsandl a spinrészekbdl (xq|xa) = 1
stb. addédik, igy amint azt ldtni fogjuk a spinrész az eredményt csak kozvetve, a

pélyarész szimmetridjdn keresztiil befolydsoljdk.

33.2.1. Alapallapot

Az alapallapot esetén a korrekcio:

2
Aley = (1,0,0], (1,0,0], ———|1,0,0), |1,0,0 33.20
€11 <77|1<”|2|R1*R2||7’>1|’7>2 ( )
Ennek értékét koordindta reprezentédcié segitségével konkrétan is ki lehet szami-
tani.
/wloo r 1/’100(|:2)1/;10|0(1'1)¢100(1‘2)d3 dBry = (33.21)
1—T2

/ [$100(r1) [ [$100(r2) dPridirs (33.22)

|P1—1‘2|
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Emlékeztetiink arra, hogy a Coulomb probléma (H atom) normélt alapallapoti

hullamfiiggvénye:

3/2
(x[1,0,0) = thr00(r) = % (a—ZO> exp(—2Zr ag) (33.23)

ahol ay a Bohr sugar. Igy

2
1/2\*
()]
™ \ ao

Az integrédl gombi poldrkoordindtakra valé attéréssel kiszamithato

1 (Zz\°
= (a_> 62/ drl/rzdrz/dQl/sz exp{ 2Z(r1 +12)/ap}
0

Alﬁll =

[ e, exp(_zqu — 22raft0) (33,01

(33.25)
stb. a technikai részleteket elhagyva az eredmény:
5, €2 )
Al —Z—=-7 2
€11 = 1%, 4 Ry (33.26)

ez He-ra %Ry. A korrekcié pozitiv mert az elektronok taszitjik egymast. Tehédt
a perturbaciészamitds elsdé rendjében az alapédllapoti energia kétszeres ionizédcids
energia He-ra:

e11 =(—8+ g)R = ER = —T74,8eV (33.27)
A kisérleti érték, amely a kétszeres ionizaciéhoz sziikséges energia: —78, 8eV. Aldbb
latni fogunk egy médszert (varidcidszdmitds), amellyel ennél jéval pontosabb érték

kaphato.

33.2.2. Gerjesztett allapotok, kicserélédési kdlcsénhatas

Hasoné mdédon koordindtareprezentaciéban, a gerjesztett dllapotok korrekcioi

Ackd — / [100(r1)Ynem(r2) £ w100(r2)'¢n€m(r1)|2d3rld3T2 ~ (33.2%)
" [r1—r2| '

9100 (1) | [Unem (1)

v —ry]

/1/]100 ry 'l/]ném(rZ)’l/]lOO(rZ)w:lm(rl)d3rld3r2

vy —T2]

d®rid®ro+ (33.28b)

+ e?2Re (33.28¢)
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ahol a f6ls6 + el6jel a szingulett, az alsé — a triplett dllapotra vonatkozik. Elegendd
az m = O-ra szdmolni. Az integralok kiszamithatok zart alakban is, de szémunkra
az a lényeges, hogy

Aeyt = Ko g % g (33.29)

ahol K, a 33.28b els6 tagja, és ezt Coulomb integrdlnak nevezziik, a J,,, masodik
tagot pedig kicserélédési integralnak. Mindkét integral értéke pozitiv. Az elnevezés
oka: A K, ¢ pontosan két e |w|2 alaku toltésstriiség kozott follépé Coulomb taszitds
energidja, mig a J,¢ médsodik tag az antiszimmetrizdlds kovetkezménye, tehdt
tipikusan kvantumos effektus, ennek nincs klasszikus elektrosztatikai megfelel6je.
Noha a Hamilton operétor nem fiigg a spint6l, a teljes dllapot antiszimmetridjanak
kovetelménye miatt az energia fiigg attdl, hogy a spindllapotok szimmetrikusak
vagy antiszimmetrikusak, és a gerjesztett triplett dllapot energidja ebben az el-
sbrendii kozelitésben 2.J,,¢-€l alacsonyabban van mint a megfelel$ szinguletté, azaz
a 33.19 tablazatban a jobboldali allapotok energidja kisebb, a perturbécié felhasitja

a szingulett-triplett degenerdciot.

Ezt az eredményt mésképp is meg szoktdk fogalmazni. Hasznaljuk az S% =
(S1+8S2)? -bél kvetkezd 2S1S2 = S? — S2 — S2 vsszefiiggést, a spin operdtorokra.
ennek alapjdn a 2S;Ss operdtor hatdsa egy |x) éllapotra, mely mindhdrom job-

boldali tagnak sajatédllapota
2 3.9
28182 [Xa,s) = (h s(s+1)—2x Zh ) [Xa,s) (33.30)

amelynél s(s + 1) értéke |y,)-ra 0 |xs)-re 2, azaz Q—Sﬁ'z—sz hatdsa |Xa)-ra —3 |Xa),
a |xs)-re viszont +% |xs) Emiatt az els6rendii korrekcist igy irhatjuk mint egy

effektiv spintdl fiiggd kolcsonhatdsi operatort, amelynek alakja

Jné 2Jn€
W=Eu=—~

S1S, (33.31)

melynek métrixelemei éppen a kivant 33.29 eredményt adjik az spindllapot mul-
tiplicitdsatol fiiggéen. Ezt szokds kicserélddési kolcsonhatdsnak nevezni. Meg-
jegyezziik, hogy szilird anyagokban hasonlé okok miatt 1ép {6l pl. szomszédos
atomok spinfiiggd kolcsonhatdsa, amely tehdt nem kozvetleniil a spinekhez kapc-
sol6dé magneses momentumok kozti energia, amely a J,,-nél sok nagysdgrenddel
kisebb, hanem koézvetve a pdlyadllapot szimmetrigjin keresztiil érvényesiilé kolce-
sonhaatds. Ez okozza a ferromdgenses vagy antiferromdgneses viselkedést. 1d.
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Stat. fiz.

A szingulett (parahélium)és triplett dllapotu (ortohélium) He energianivéi tehét
némileg eltérnek egymdstol, és a kettd kozott csak olyan elektrodinamikai koéleson-
hatds létesithetne dtmenetet, amely spinfiiggd. Az ilyen kolcsonhatds rendkiviil
gyonge, ezért a szingulett és triplett allapotok kozott gyakorlatilag nem lehet
dtmenetet megfigyelni. FEmiatt a kvantummechanika el6tt azt gondoltdk hogy
kétfajta He van, a szingulett allapotiit parahéliumnak, a triplettet ortohéliumnak
nevezték. Alapallapotban az elézdek szerint tehdt csak parahélium lehet.

Az ortohélium, amelynek dllapotai az alapallapotbdl gerjesztett parahéliumbdl
iitkozések legalacsonyabb dllapota emiatt rendkiviil stabil élettartama tobb nap(?).

34. A Ritz féle variacidés modszer és alkalmzasa a

He atom alapdllapotara

34.1. A Ritz féle mddszer

Tekintsiink egy tetszOleges kvantumrendszert adott H operdtorral. Megmutatjuk,
hogy a (¢|H|vY) vérhaté érték tetszéleges 1 esetén mindig nagyobb mint a H
operdtor legkisebb sajatértéke, Ey. Val6ban ha |¢)-t kifejtjiik a H teljes rendszert

alkoto |pg) sajatéllapotai szerint, akkor az aldbbi egyendtlenséget vezethejiik le :

(WIHD) = (W Hlor) (erlt) =D Br(lor) (prlt) =
k-

k

=" Bel(wlen)® = Bo Y |(Wlen)? = Eo, (34.1)
k k

ahol Ey a H legkisebb sajatértéke. Ebbo6l kovetkezik, hogy ha folvesziink egy tet-
sz6leges 1) dllapotot, amely valamilyen megfeléen vélasztott 5; paramétersereg fiig-
gvénye, és keressiik az F(8) = (Y (8)|H|v(B)) tobbvéltozés fiiggvény minimumat,
ez a minimum az alapallapoti energia egy felsé korldtja lesz. Altaldban annal
jobb eredmény érhetd el, minél tobb 3; paramétertdl fiiggd prébadllapottal végez-
zilkk a szdmitdst. Ha a prébafiiggvény bizonyos Y helyen éppen a valédi alapdl-
lapot, akkor ilyen médon a valédi alapédllapoti energidt is megkaphatjuk. Arra
vonatkozéan, hogy hogyan érdemes a prébafiiggvényt folvenni, a fizikai probléma
természete nytdjthat intuiciét. Annak ellenére, hogy elég nagyszému paramétertl
fiiggd probafiiggvénnyel az alapdllapoti energia rendszerint nagyon nagy pontossig-
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gal megkozelithetd, nem szabad azt gondolni, hogy a minima&lis energidt nyujté

prébadllapot és a valédi alapéllapot az dllapotok terében is kézel lenne egymashoz.

34.2. A He atom alapdllapoti energidja

Példaként tekintsiik a He atom alapdllapoti eenergidjénak meghatdrozdsat varia-
ci6s mddszerrel. Legyen a probafiiggvény alakja, két hidrogénszerii 1s fiiggvény
szorzata, melyek olyanok mint a H alapdllapota, de Z = 1 illetve 2 helyett egy
effektiv Z* magtoltéssel :

17N\ .
P(r1,r9; Z%) = @1,0,0(r1)P1,0,0(r2) = [ﬁ (a_o) ] e~ 2 (rtra)/ao - (34.9)

és legyen a varidciés paraméter Z*.

g BB zd 22 & R R ¢ zé.
a 2m 2m Rl R2 |R1 — R2| a 2m 2m Rl R2
(2 -7 <i+i> < (34.3)
R Ry |R1—Rs|

2

(Y |H| ) =2e1(Z*) —2(Z — Z7) <(‘5 %1

)
o)+ —_— 34.4
<p> <w‘|R1R2| v (344)
ahol £1(Z*) a Z* magtoltésti H atom alapallapoti energidja e,(Z*) = —1(Z*)? Ry.
A maésodik tag:
<
Ry

- | 2

—2(Z - 7%) <gb g5> (34.5)
Ez a tag egy Z* magtoltésii hidrogénszerii ion elektronja potencialis energidjanak
vérhato értéke. Ezt egzaktul ki lehet szdmitani, akdr a megfeleld integrédllal, akar

a kovetkezo viridltételnek nevezett osszefiiggés segitségével,
(Brin) = —5 (V) (34.6)

amely a Coulomb potencidl esetén mint kolcsonhatds dltal osszetartott rendszerre
érvényes. (Altalfiban, ha a potencidl a koordinatdk homogén k-ad foku fiiggvénye,
akkor az (Er;,) = & (V) osszefiiggés &l fonn. Pl oszcillitorndl k = 2, a Coulomb
térnél, k = —1)



138 35 EVOLUCIOS OPERATOR

Mivel az adott ¢ dllapotban az _e;Zl ~ potenciél esetén,

(Brin +V(Z7)) = e1(Z7), (34.7)

a két egyenlet kiilonbségébol

(V) =2¢1(Z%) (34.8)
tehdt 34.4 mésodik tagja:
2%251(2*) = —4%(2*)2 =—4(Z - Z"Z* (34.9)

A harmadik tag a perturbélé potencial varhaté értéke a He atom alapéllapotban,

amelyet mér el6zoleg a Z-re kiszamitottunk. Az eredmény

2
e
Q=
|R1—Rz|

Igy osszeadva mindhdrom tagot:

5
¢> =7 (34.10)

(W|H| ) = =2(Z*)? —4(Z - Z*)Z* + %Z* =27*2 477" + %Z* (34.11)

és ennek a kifejezésnek a minimumdt keressiikk a Z* mint varidciés paraméter
szerint. A derivdlt 42*% — 4Z + 2 amely 0 a Z* = Z — $-od helyen. Azaz az
effektiv magtoltés kisebb mint a valédi, ahogyan azt a ledrnyékolds miatt véarjuk
is. Z =2, azaz a hélium esetén Z* = 27/16. Ezt visszairva (¢ |H|¢)-be kapjuk,
hogy (¢ |H| ), = —5.7 Ry = —77.4eV, ami madr jéval kozelebb van a kisérleti
—78.8 eV értékhez, mint a perturbéciészamitdssal kaphaté —74,9 eV.

A varidciészamitasrol tovabbiak.

35. 1dofejlodés és evoliciés operator, Schrodinger

kép, Heisenberg kép

Posztulédltuk, hogy a kvantumrendszer id6fejlédését a Schrodinger egyenlet irja le:

ov
ih— = HV 35.1
"ot (85.1)
Az egyenlet fontos tulajdonsdgai, hogy linedris és megdrzi a normat, amennyiben
a H onadjungélt. Mivel idében elsérendii, a kezdeti érték megaddsa megmondja
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mi lesz az dllapot késobb.

Most megforditjuk a dolgot és bemutatunk egy gondolatmentet, amelybdl a
Schrodinger egyenlet kovetkezik, s igy megalapozza azt, hogy posztuldtumként
valéban a Schrodinger egyenletet irjuk eld. érvelést, amellyel kvézi levezetjiik
a Schrodinger egyenletet bizonyos egyszerii foltételezésekkel. Vezessiink be egy

linedris operdtort, amely a kezdeti értékhez hozzarendeli a t-beli értéket:
U(t, to)¥(to) = ¥(t) (35.2)

U(t,to) neve evoliciés operdtor, és nyilvanvaléan U(tg,tp) = 1. Ha azt is el6ir-
juk, hogy U 6rizze a normét, akkor abbdl kovetkezik, hogy UT(t,to)U(t, to) = 1
azaz U izometrikus. Irjuk elé tovabbd, hogy létezzék U(t,to) inverze. Ez esetben
U= (t, o)W (t) = W(tg) és igy U (t, to) = Ulto,t) = UT(t,t0). Vildgos tovabbs a
kovetkez6 tulajdonsdg

U(t,t1)U(t1, to) = U(t, to) (35.3)

Legyen most
U(t+dt,t)¥(t) = U(t+dt) (35.4)

Azt allitjuk, hogy minden fonti tulajdonsdg teljesiil, ha
U(t+dt,t) =1—iQ(t)dt (35.5)

elsé rendben, ahol 2 6nadjungdlt operédtor.

A kompoziciés tulajdonsdg infinitezimélis dt-kre

Ulto + dty + dta, to + dt1)U(to + dtr, to) = (1 — iQ(to)dta) (1 — iQ(to)dty =
=1 —iQ(tg)dty — iQ(to)dt; + O(dt?) = (35.6)
U(to + dt1 + dta, to)

Unitarités is.

Ut +dt,to) = U(t + dt, t)U(t, to) = (1 — iQt)dt)U(t, to)
Ut + dt, to) — Ult, to) = (—iQt)dt)U (¢, to) (35.7)
Q)

i%U(t,to) QL)  H=—2 (35.8)
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Ebbol 5
ihs- Ut to) = HHU (1, o) (35.9)
illetve
U 10)) (10) = H(U (1, 10) (o) (35.10)
_ov
i = HV (35.11)

Az U-ra vonatkozé egyenlet megoldésa:

(i) H fiiggetlen az id6t6l

Ult, tg) = e~ H(E—t0)/h (35.12)

(il) H figg az id6tdl, de a kiilonboz6 idépontokban vett értékei foleserélhetdk

Ult, to) = e Jio 0/t (35.13)

(iii) H fiigg az id6tol, de a kiilonbozé idépontokban vett értékei nem foleserél-
haték. Ebben a legdltaldnosabb esetben U(t,ty) — t a kovetkezd integralegyenlet

hatédrozza meg:
t

Ult,to) =1 — % H(t)U (1, to)dt (35.14)
to

megoldds szukcesziv approximéciéval:

UO (¢, t) =1
t

UMD (t,t0) =1 — % H(ty)dt (35.15)
to
) Z t Z 2 t t1 .
Ut =1~ [ He Ui+ (<3) [ a0 [ HE)
to to to
Ult, tg) = Te H(t—to)/h (35.16)

Az utébbi kompakt frasmédban 7T az tigynevezett idérendezd operdtor.
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35.1. Schrédinger és Heisenberg kép
Us(t,t0))¥(to) = ¥s(t) (35.17)

Vezessiik be a,
Ud (t,0))Us(t) = Us(to) = Wi (to) (35.18)

definiciéval a Uy (to) dllapotvektort un. Heisenberg képben, amely definicié szerint
nem fiigg id6t6l. Az ido6fliggést az operdtorok veszik dt. Az operdtorok alakja
Heisenberg képben a kovetkezd egyenletekbdl derithetd ki.

AgV¥g = dg
AsVs = AgU(t,t0)¥u(to) =
UT(t,t0)AsVs = U™ (t,t0) AsU(t,t )‘I’H(to) Py
Ay = U (t, ) AsU (£, o) (35.19)

Viérhat6 értékek ugyanazok mindkét képben. Ap idofiigése, kapcsolat az
Ehrenfest tétellel.

Folcserélési reldcidk invariansak a képvéltdsra

Konzervativ rendszer esetén a Hy = Hg = H

Térelméletben elsésorban a Heisenberg képet hasznaljuk

36. 1Idofiiggd perturbacio, kolecsonhatasi kép

Nem zart rendszer, és {gy nem is konzervativ. Legyen a H operdtor H = Ho+ K (t)
, ahol a K most id6fiiggd.

Ha K (t) nem lenne, akkor ha |1/1 =>¢n(0 , ahol |n)-ek a Hy sajdtvek-
torai, akkor |[i(t)) = Y. c,(0)e i n Rt |n> . Ha v1sz0nt van K akkor célszerli az
idéfiiggd megoldast a [i(t)) = an(t)efi%ut|n> alakban keresni, ahol a b-k
ido6fiiggése amiatt 1ép f6l, mert K is van.

Szorozzuk [1(t))-t e Hot _vel, ami eltiinteti a Ho miatt folleps idéfejlodést
és csak az a rész marad, ami a K miatt id6fiiggd. Ez az un. Dirac kép, vagy

kolcsonhatési kép lényege. Vezessiik be tehdt a

|’l/](t)>[ =et i Hot WJ S = an (361)
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vektorokat. Lathato, hogy [¢(0)); = [¢(0))g. Ha érvényes az Ag|i)s) = ‘1/~Js> , és
el6irjuk, hogy analég tsszeefiiggés legyen érvényes a kolesonhatdsi képbeli allapo-

tokra, akkor természetesen az operatorokat is transzformalni kell. A(36.1)-bél
)

Ezt szorozva jobbrél er Hot vel, 1athats, hogy Ag |1g) = )1/;s> —el egyiitt Ay |¢y) =

As |vs) = )lﬁs> = Age T Hot ) = ¢~ Hot

‘1/1[> is érvényes ha

Ap = et Hot gge=1 Hot (36.2)

Egyszertien megmutathatd, hogy a varhatoé értékeket és a kommutdtorokat ez
nem valtoztatja, azaz (Yg| Ag |s) = (¥r| Ar|vr) , illetve ha [Ag, Bg] = Cs akkor
a megfelel kokesonhatdsi képbeli operatorokra [Ar, By] = Cr

A mozgdsegyenlet, vagyis a Schrodinger egyenlet kolesonhatési képben:
0 i _i
Zha [9(t)); = —Holv); +en ot (Hy + K)e™ 7 Mot V) = Kr|¥);

Az operatorok idofiiggése:

9A; i 9As\ i 9As
W = ﬁHOAI hAIHO + < ot >I =7 [Ho,A]] + <—(‘9t >I (363)

Schrodinger  Heisenberg — Kolcsonhatési
allapot  valtozik: Hg all véaltozik: Vi (36.4)
operator all valtozik: Hy  valtozik: Hy

A dinamikai egyenlet megoldédsa kolecsonhatési képben:

zh—Zbl )In) == K> bit) (36.5)
m% (1> o) 1) = bi(t) (k| K 1) (36.6)

vagy kihasznélva az operdtorok transzforméciéjara vonatkozé formulat a Schrodinger

képbeli Kr-vel is kifejezhetd.
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zh Dk (1 = (k| Kr[lybi(t) = (k| Ks|l)e™* b (t) (36.7)
1 1
ahol wg,, = wr — wy,. Hasznaljuk mostantdl a
(k| Ks|l) = K

jelslést, és emlékezziink, hogy ez a Ky métrixelem fiigg az id6tél. Trjuk 4t a (36.7)
egyenletet integralegyenletté, igy hogy legyen a kezd6 idépont a t = 0.

. et
bk(t):bk(o)f% /O D Kpe iy (ty)dty (36.8)
l

A megoldas egy lehet6sége a fokozatos kozelités médszere. Sok staciondrius dllapot
esetén kozelitéleg torténik. A nulladik kozelitésben b 0)( t) = br(0). Az elsd
kozelitést dgy kapjuk, hogy a jobb oldalban a b;(t1) helyére a nulladik kozelitést
irjuk.

b (1) = - / ZKM Yelrntip (0)dty (36.9)

hasonléan a mésodik kozelitésben

b (1) = ——/ Z (k] K [n) €260 (8 )dt =
:bk(O)—% / S (k] Ks [n) e 11b, (0)dty + (36.10)
0 n

S\ 2 gt t1 )
+(_%) / > (k| K n) ¢t / S (1] Ks|na) €712, (0)dtadty
0 0 niy

és igy tovdbb. Az eredmény egy végtelen sor lesz de ezt nem irjuk itt ki, mert
legtobbszor csak az elsé egy-két rendig szamitjuk ki az eredményt. Ez varhatéan
csak olyan idétartamokig ad megfelel$ eredményt, amig az egyiitthaték nem tavolod-
nak el nagyon a kezdeti értékiiktél. Ameddig ez igaz, addig mitkodik az id6fiiggd
perturbédciészamitds ezen formédja. Bizonyos esetekben ez nem kielégitd, elsdsor-
ban rezondns kolcsonhatdskor, azaz ha a b-k egészen jelentosen megvéltoznak.
Ha valamelyik b pl. 0-rél 1-re véltozik, akkor viszont mds, jobb kozelité eljarast
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alkalmazunk.

Igen gyakran els6 rendig vizsgédljuk az eredményt abban az esetben, ha a kezdeti
idépontban valamelyik b értéke 1, az 6sszes tobbi 0. Ha a vizsgalt kvantumrendszer
egy atom, akkor kiils6 zavar nélkiil az rendszerint az alapédllapotdban tartézkodik.
Legyen az indulé éllapot indexe k = 4, azaz b;(0) = 1, s igy az Osszes tobbi b
viszont 0, azaz b (0) = d;;. Ekkor

. et
b (t) = bk — ,—2 /O Kpie' kit dty (36.11)

37. A linedris polarizalhatésag elmélete

Legyen a kiils6 tér most Kg = —DE(t), ahol D az atomi dipélmomentum operés-
tora (Schrodinger képben), £(t) = Ey coswt pedig idét6] harmonikusan fiiggd kiilsd
elektromos tér, pl. egy elektromdgeses hullam, (fény) elektromos térerdssége. Sz-
tatikus esetben tudjuk, hogy tényleg —DE alaki a kolcsonhatds, idében valtozo
mez6 esetén viszont bizonyitani kell, hogy ez alkalmas lefrds. Meg lehet mu-
tatni, hogy ha az alkalmazott fény hulldmhossza jéval nagyobb mint egy atom
mérete, akkor az atomra haté kiilsé mez6 térbeli védltozdsa elhanyagolhaté és a
mez6t6l szdrmazdé kolcsonhatdsi tag valéban ilyen alakban veheté fol. A fonti
alak helyett azonban egy némileg korrigalt viltozatot vizsgdlunk. Ha a kiils6
teret kikapcsoljuk, akkor az alapéllapot kivételével a tobbi dlllapot amplitiddja
a spontin emisszié miatt exponencidlisan csokken. Azaz a 36.11-el elvivalens

(1 , A
abkat(t) = —+ (k| Kg |i) e**" helyett az

abl(ﬁl)(t) i Twkit1 (1)
G = ke — by (2) (37.1)

egyenlet &ll fonn, amely szdmot ad a bfcl)(t) spontdn emissziés csillapodédsarol.
Ezt a csillapitdst le is lehet vezetni, ehhez azonban szigorian véve a mezdt is
kvantélni kellene. Mivel itt ezzel nem foglalkozunk a csillapitdst kézzel tettiik
be. (Megjegyezziikk még azt az érdekes adalékot, hogy szigorian véve a spontdn
emiszié sem rovid idétartamokig sem a lecsengés végén nem exponenciélis.) A 37.1

megoldésa:

. t
b;”(t):f%e*%f / Kpevitientigy k£ (37.2)
0
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A Kg = —DEjycoswt-vel k # i-re

. t
b,(cl)(t) _ e‘“”“ti@ dsei@siti et (gt 4 =ity gy —

h2 Jy
i E (writw)t _ —yit i(wrpi—w)t _ ,—ykt
= 1200 S c 42 € (37.3)
h 2 (Wi +w) + Yk H(wrs — w) + Yk

ahol di; = (k| Dg |i) a dipélmomentum métrixeleme, az un. dtmeneti dipélmomen-
tum, ez mar nem fiigg az id6tél, idéfiiggetlen. Mivel a v, dltaldban 10® s~! nagysa-
grendii, ha 10™® s-nél jelentésen hosszabb gerjesztéseket néziink, akkor az e~ Vkt-g
tagok gyorsan lecsengenek, ezért ezeket elhagyhatjuk. Ha nem ez a helyzet, hanem
olyan révid impulzusokat tekintiink, amelyek id6tartama 1/+x-val 8sszemérhetéek,
vagy ennél rovidebbek, akkor ez nem tehetd meg, ilyenkor ezeket a tranzienseket

is figyelembe kell venni.

Itt most a staciondrius esetet vizsgdljuk, amikor az e~ 7*t-s tagokat elhagy-
hatjuk, és ekkor

1 EO dk:i ei(w;ﬂ- +w)t ei(w;ﬂ-fw)t
b0 =35

— + - 374
2 h |(wkitw) =iy (we —w) — iy (37:4)
Tegyiik fol most, hogy az indulé allapot az alapéllapot. Ekkor ha atomrdl van
sz6 azaz doy = 0, tehdt bl(»l)(t) = bél)(t) =1 és mint ismert, az alapéllapot
amplitudéja nem csillapodik, tehét v = 0. Ekkor a tovdbbi amplitiddkra a fonti
formuldt hasznédlhatjuk, az i = 0 indexszel, és a Az id6fiiggd dllapot elsd rendben

a Schrodinger képben eszerint

1) = lpoy et + 3BV (e i)

Az (1) elsd kozelités jelét mostantél nem frjuk ki, de az aldbbi eredmények ter-
mészetes, csak elsod kozelitésben érvényesekjeloléssel. Figyelembe véve, hogy wio =

WE — Wo

[¥s(1)) = lo) e+ " bi(t)e ™ |iox) = (37.5)

) i(wotw)t i(wo—w)t
= |po) e 0t + ) %d—? { ‘ ‘

— + -
(Wro +w) =ik (Wko — w) — ik low)

Szamitsuk ki ezutdn a dip6lusmomentum

p= (D) (t) = (Ys(®)| D [¢s(t)) (37.6)
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varhato értékét. Az itt fellepd dog = (0] D |0) métrixelem viszont 0 és hasonléan
minden a j = k madtrixelem is. mert ezek atomok esetén paritds okok miatt

eltiinnek. Az E-ben linedris tagokig bezdrélag

Eo dro [ giwt o iwt }
2Re ——= 4 ' D _
Z (wWrpo +w) — iy, (wko — w) — ik {pol D lpw)

iwt —iwt

Z%Eﬁ{e[( N — . } (37.7)

wro +w) — iy, (Wko — w) — ik

Tovabbi szdmolsssal a
p = a.Eycoswt + a,Eq sinwt (37.8)

ahol az wio + w = 2w kozelitéssel, amely a rezonancia kézelében érvényes:

C e ldkol? (wro —w)
ac(w) =Y B (oo — 2 472 (37.9)
=% |drol? 27k (37.10)

(who — w)2 + 72

Fzek a diszperzios formuldk, hasonléak az atomok oszcildtormodelljébdl kaphaté

eredményhez. Rezonancia, (anomélis diszperzid) van az wgg = w helyeken.

38. Szélessavi gerjesztés, az abszorbcio és indukalt

emisszié elemi targyalasa
Vizsgaljuk meg a k-adik kifejtési egyiitthatét k # i, és az els6 kozelités jelét
hagyjuk el:
i [ st
bi(t) = ﬁ/ (k| D |i) E(t)e™rit at! (38.1)
0
Ha most £(t) = Eycoswt = Ey(e? + e~ /2 akkor elsé rendben

1d; Ep etlwritw)t _ q et(wri—w)t _ 1

br(t) =
k(t) h 2 W+ Wi + Wi — W

) (38.2)

Lathatd, hogy a két tag koziil az elsé akkor nagy, ha w + wg; ~ 0, hiszen ekkor a
nevezo egyrészt kicsi, mdasrészt a szamlalo lassan véltozik. azaz dtrendezve és h-sal

szorozva illetve By = E; — hw, ekkor a végéllapot energidja fuw-val kisebb mint a
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kezdetié (induk&lt emisszié), a mésodik viszont akkor, ha Ej, = E; + hw, azaz, ha
a végallapot energidja fiw-val nagyobb mint a kezdetié (abszorbcid).

Vélasszuk az abszorbcié lefrasat. Ekkor az elso tagot elhagyhatjuk, a mésodik-

—w)t/2

b6l pedig a szamlalét és nevezét is e H(Wri -vel szorozva:

dri Eo eHwri—w)t/2 _ o—i(wri—w)t/2 o Dy Ey Z,Sin [(wki — w)t/Q]
2h Wgi — W N h Wi — W

b(t) = (38.3)

OOk =

sin [at/ 2 _ ysin’lat/ 2 figgvényt, az az a = 0 helyen ¢, minden t5bbi

Ha tekintjiik a H(a/2)? 2(0/2)2
helyen viszont nyilvan < 1/t(c/2)? azaz nagy t-re mindenhol nulldhoz tart, ha o #

0. Mivel ezen kiviil tetszoleges sima f fiiggvényre lim lim,_, o0 / fla %%Qld

f(0) Alim(t — oo)%%@l — 27t6(a) ahol §(cv) a Dirac delta. Emiatt |bg(£)]> ~ ¢

illetve az id6egység alatt bekovetkezd dtmenet valésziniisége

1 dpiFo)?
= e = D s, ) (385)

A perturbdciészémitds természetesen csak addig lehet j6 amig |by(¢)]” < 1
tehdt az id6 valéjaban nem lehet lehet tul nagy, ha .wy; —w =~ 0

Ha a tér monokromatikus és rezondns akkor ez a kozelités nem j6, rezondns
kozelités...

Polikromatikus, szélessavi gerjesztésnél viszont haszndlhaté a fonti eredmény
a kovetkezémiatt: EZ? helyett S E?(w)dw irandé, ahol sikhullémot tételeztiink fol.
Igy kapjuk, hogy

(dg;)? d?

= f o B (W)d(wki — w)dw = Qg;Ez(wki) = (38.6)

Emellett fejezziik ki ezt a mez6 energiasiiriiségével:

u(w) = %EOEQ( )+ 2—MOBZ( w) = %E()EQ(W) (38.7)
= Clli_%s_ou(wki) (38.8)

Az u(wk;) egylitthatdja lényegében az Einstein féle B;j koefficiens az abszorb-
ciéra f-r6l a k-ra (itt most az indulé éllapot indexét irtuk elére) ha a nivék nem
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degeneraltak. Valéjaban

dz, 1
= h—k27r3—60 (38.9)

Bik
mert az (ED)? = EDcos? 0 atlaga a véletlen polarizacié miatt cos?6 =1/3-os
tényez6t hoz még be. A kvantummechanika lehetévé teszi tehdt az Einstein altal
heurisztikusan bevezetett koefficiens kiszamitdsat. Mivel a (38.2) mésik tagjéval
ugyanezt lehet tenni kideriil, hogy By; = Bjr az abszorbcié és az indukélt emisszio

valésziniisége megegyezik.

Ez lehetdvé teszi egyébként a spontdn emisszié valdsziniiségének a meghatarozasat
is, az aldbbi médon. Itt Einstein 1917-es fenomenoldgiai meggondoldsait hasznaljuk,
ahol a Planck térbény ismeretében kapcsolatot teremtett a spontdn emisszid, az
abszorbcié és az indukdlt emisszié egyiitthatéi kozott, de ezek explicit alakjdt
méséllanddkkal még nem ismerte, mert azokat csak a kvantummechanika alapjén
lehet megadni. A spontdn emisszié egyiitthatdjanak egzakt kvantummechanikai
levezetése Dirac érdeme (1927), majd ezt fejlesztették tovabb Weisskopf és Wigner.
Itt tehat Einsteint kévetve hivatkozunk a Planck torvényre, amelynek a levezetését
itt nem targyaljuk részletesen, mert a statitisztikus fizika mint idedlis fotongazt
targyalja ezt, csak vézoljuk a levezetést. Egy nagy iiregben, azaz szabad térben
a moédussiiriiseg g(w)dw = W‘;’—;dw, emiatt ha az w frekvencidju médusokban n,,
szamu foton van, akkor ennek a médusnak a teljes energidja fwn,,, az w frekvencidn
jelenlévd fotonok energisfirtisége u(w) = hn,g(w) = ﬁz—ﬂnw. A statisztikus fizika

szerint tomeg nélkiili bozonokra, azaz pl. fotonokra is: n, = m, vagyis

huw? 1

u(w) = 2 AT ] (38.10)

Ha egy atomi rendszer egyensilyban van a sugdrzasssal, és N atom van a k-adik

magasabb és N, az i-edik alacsonyabb energidjd éllapotban, akkor

(Briu(w) + Aki) Ni, = Bigu(w)N; (38.11)

_ Api Nk _ Aki — Ak 1 g . ~
= BN~ By Ba Mo T Am egyenstilyban Boltz
k k ik

amibdl u(w)

. . 1 X _hw
mann szerint, minden atomot kiilon rendszernek tekintve: ]—J\\l,& = gg—’?e o . Bzt
k2 k2

osszehasonlitva a Planck toérvénnyel kapjuk, hogy

A 1  Awi gk/gi
ik 9k € Bik ik e 9iBik
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egyrészt g Br; = g;B;x, tovdbba:

gihw? hu®
Aki = Bik ey Bri (38.12)
EDbbdl a spontdan emisszids egyiitthatét is meg tudjuk hatdrozni
L Gt g [ ] 4dY? 28,13
i = —— 2B = (38.13)
3meg he gr |4meg | 3 ke

Pl H atomra az 1s és 2p édllapotok kozott g; = 1 g = 3 mivel a p dllapotok
héromszor degeneréltak. Viszont minden alnivéra ugyanaz a B;; igy val§jdban a
teljes By, = 3B

Ezt az allandét Dirac 1927-ben szigortibb eljardssal is levezette a mez6 kvan-
tdldsa alapjan ami ndlunk implicite a Planck torvény segitségével hoztunk be.
Rezondns gerjesztés esetén a perturbativ eljards nem jo, egyensily nincs stb. ott
mds moédszereket haszndlunk. Ld. fény-anyag kolcsonhatds részletesebb kvantu-

moptikai elmélete.

39. A magneses rezonancia, a Rabi probléma

Feles spint vizsgalunk forgé mégneses mezdben. A kisérleti megvaldsitds sordn
ezek atommagok pl. protonok spinjeiamelyek egymadstol fiiggeteleniil egyenként

viselkednek az aldbb leirandé médon.

B = ByZ + B1(& coswt + g sinwt) (39.1)
Sztatikus Z irdnyd maéagneses mez6 +az x y sikban forgé B; nagysdgi gyongébb
tér.

Az energia H = —M B a Hamilton operdator H = —ySB ahol v a giromédgneses
hanyados. Eletronra ez a spinnel kapcsolatban gz, ahol g nagyon kizel van 2-hoz,
mads részecskék esetén az eltérés joval nagyobb lehet.

H = —~(SyB, +SyB, + S.B.), (39.2)

Mint az impulzusmomentum illetve a feles spin (j = 1/2) elméletébdl ismert,
abban a [j = 1/2,m = £1/2) =: |4) ortonormaélt bézisban amelyben S, diagonalis
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spinoperdtorok alakja

S = S0 (H = 1) (D), (3903)
8= 25 2 21 (14 1) (4, (3.4
Sy =222 iR (1) (-] - ) (+), (30.5)
tehdt
H = 2 {Bo(14) (4~ 1) (=) + (30.6)
Bycosiwt([+) (=] + =) (+]) + By sinwr(|4+) (=] ~ |-) (+)}

Itt az els6, By —t tartalmazétag a Hp, a masik két tag egyiitt az idoéfiiged Kg(t) =
K operétor. Legyen —7%B0 = ﬁ—‘;“ akkor

_ I« heo

Ho="000) (H = 1) (D, Holx) =+ (397)
Legyen tovabba _’Y%Bl = %l gy
Qg .. ..
Kg(t) = - {|+) (= (coswt + isinwt) + |—) (+| (coswt + isinwt)} =
= %(&em + S et (39.8)

Keressiik a Schrodinger egyenlet megoldésat kolesonhatdsi képben [¥;) = by (t) [+)+
b_ |=),.ahol by (t)]* + [b_(t)]* = 1 A mozgdsegyenlet kolcsonhatési képben, 4l-
taldban :

ihby =y (j| K [1) e, (39.9)
1
Itt
S h_QO iwt —iwt iwt —iwt | twy_t,—iwt| _
ihb, = 5 (| S4e™t + S_e™ | +) by + (+] Syt + S_e7™ =) b_e e =
hQo
= Toe“wo—w)fb, (39.10)
N N @ _ iwt —iwt fw_ 4t _ iwt —iwt |_ Gw_ 4t
ihb_ = 5 (=] Spe™* + S_e ™" |+) bie +(—| S e+ S_e ™ |—)b_e =

O -
%e“w*w@m (39.11)
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mivel (+] 5, [+) = (=[5, [=) = (=S, [+) = (+[S_[-) =0, 65wy - =wy—w_ =
wo = —w—_4. Vezessiik be az
wo—w=A (39.12)

jelolést, amely tehdt a + és - spinsajatédllapotok kozotti Bohr frekvencia és a B

mez6 korfrekvencidjanak kiilonbsége. Ezekkel:

. Oy .
iby = e
ib_ = %e—mm (39.13)

ahol tehdt Qg a kiviilrél alkalmazott By mezd erdsségével ardnyos, A pedig a + és -
spinsajatallapotok kozotti Bohr frekvencia és a By forgd mezé korfrekvencidjéanak
kiilonbsége. Ez a differencidlegyenletrendszer egyszeriien megoldhaté. Derivéljuk
pl. az els6 egyenletet még egyszer, és a follepd b_-¢ ill 5+—t fejezziik ki a masodik
és az els6 egyenletbol:

Z'b+ _ Z’A?OGZAtbf + —OG’LAtb, _ iA_OelAt Zb+ _OelAt(ii_Oesztb+) _

2 2 %leim 2 2
. 02
= —by *iTOlM (39.14)
Ebbdl rendezéssel 02
by —iAb, + fb+ =0 (39.15)

A megoldést a szokdsos et alakban keresve, a karakterisztikus egyenlet

QQ
o —iAa + IO =0, (39.16)
amelybdl a gyokok,
1A A2 Q2 1A Q
= 44/ 4+ 0 = =4 1
o, AV + 1 5 T15 (39.17)
Az sltaldnos megoldés igy
by = cre™ + cpe?? (39.18)
2% . A 2% ,
b = —byemB = 2L (cra et + coanedt)e IOt (39.19)
Q() QO

c1 6s co t a kezdeti foltételek szabjak meg. Pl ha ¢ = 0 esetén a spin az alsé |—)
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allapotban volt, akkor

0=1b.(0)=c; + (39.20)
1=b (0)—ﬁ(ca +ca)—ﬂ(a — ag)c —ﬂch (39.21)
=0-0) =g, o +exa) =g {ar —az)er = g adie .
alapjén c¢; = f%, co = f%,
_ Qo sy ion —iory _ S Qi
by = 50¢ (e —e ") = —i Q (sin 2t)e 2 (39.22)

Annak valdsziniisége, hogy a spin a f6ls6 dllapotba kertil:

QW\? . .0 Q)°
by |* = (ﬁo) sin” >t = (ﬁo) (1 — cos ) (39.23)

Azaz Q korfrekvencidval oszcillal, ezt nevezziik Rabi oszcillacionak, 1. I. Rabi ny-
omén, (aki a torténelmi Magyarorszagon, a Felvidéken sziilettett, de még gyer-
mekként az USA-ba keriilt és) aki ott kapott Nobel dijat a molekulanyaldb médsz-
erért, amelyben ezt az elméletet molekuldk magneses momentuménak meghataro-
zésara haszndlta.

Megjegyezziik, hogy hasonlé egyenletek irjdk le egy atom két staciondrius &l-
lapota kozotti a megfeleld dtmenettel rezondns elektromégneses hullam hatésédsra
létrejovo idobeli véltozast. FEzek az tgynevezett optikai Rabi oszcillacidk is meg-
figyelhetok megfelelé korillmények kozott.

Feladat: adjuk meg az &ltaldnos megoldast teteszoleges by (0) és b_(0) esetén

matrix alakban.






