Feles spin és fotonpolarizacid
Stern-Gerlach berendezések

A kisérleti fizikdbol ismeretes a Stern-Gerlach kisérlet. Egy kalyhdbdl eziistatomok 1épnek
ki, majd egy kollimator (sziir6 és gyiijto rések) utdn egy atomnyaldbot kapunk, amely inhomogén
magneses mezoOn halad keresztiil. A tapasztalat szerint a magneses mez6 hatdsara a nyaldb
kettévalik. Az eziistatomok elektromosan semlegesek ezért az eltériilést nem a méagneses Lorentz
erd gyakorolja, homogén magneses térben nincs is ilyen effektus. Az eltériilés oka az, hogy —
mint kideriilt — ezek az atomok mégneses dip6lusmomentummal rendelkeznek, azaz igy
viselkednek mint egy kis magnestli vagy egy kis kdrdram. Az ilyen tulajdonsdgu részecskékre az
inhomogén magneses mezo erét gyakorol. Emiatt az eziistatomok eltériilnek a berendezés
mogott. Az eltériilés ardnyos a 1 magneses dipldlusmomentumnak az inhomogenitds f6 irdnyiba
(amely legyen most a z irdny) mutaté komponensével —y%lj.

A maégneses dipdlusmomentum mindig mechanikai momentumhoz, perdiilethez, azaz
impulzsusnyomatékhoz kapcsolddik, azzal ardnyos. Azt gondolhatjuk, hogy a perdiilet vektora
akdrmilyen irdnyu is lehet a térben, s ennek megfelelden a magneses momentumok is tetszéleges
irdnyudak lehetnek, tehat azt varjuk, hogy mindenféle irdnyba jonnek ki az eziistatomok. Ehelyett
Iényegében csak két egymastdl jol elkiiloniild irdnyban torténik eltériilés, az atomnyaldb ketté
véalik. Megeldlegezve itt a késdbbi eredményeket, kideriilt hogy a két nyaldb a kisérletek szerint
h/2 illetve —//2 impulzusnyomatéki eziistatomoknak felel meg. A 1ényeges eredmény
szempontunkbdl egyeldre az, hogy két kimend csatorna van, ha az inhomogenités f6 irdnyat
vélasztjuk a z tengelynek, akkor a kijovd atomok +z vagy —z irdnyba tériilnek el, amint az az
ref: sternger dbran lathato.
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A Stern-Gerlach kisérlet

A Stern-Gerlach berendezés vazlata. A déli (S) pdlustdl az északi (N

Takarjuk ki most az egyik kimend nyaldbot, mondjuk a —z irdnyba eltériilét, és helyezziink el
egy masik SG berendezést az elsd utdn, amelynek az inhomogén tere ugyanolyan, azaz z irdnyu,
mint az els6é. Ekkor ennek —z-nek megfeleld kimenetén mar nem jelentkeznek részecskék, ami
érthetdnek latszik, hiszen azokat mar kiszlrtiik. Legyen azonban most a masodik berendezésiink
olyan, hogy az inhomogén mégneses mez0, az el6zére merdleges +x irdnyu, azt tapasztaljuk,
hogy az els6bdl kijovo +z tipust részecskék egyik fele a +x masik fele a —x irdnyba eltériilve jon
ki. Ez nem meglepd, mert tigy gondoljuk, hogy a z szempontjdbdl + vagy — irdnyba bedllt
részecskék az x irdny szempontjdbol még lehetnek kétfélék. Tegyiink azonban most egy
harmadik berendezést is be, a mdsodik utdn, amelyben ismét z irdnyd a magneses mezd. Azt



taldljuk, hogy azon megint van —z irdnyu eltériilés. Tehét ha a dolgot ugy képzeltiik volna, hogy
az elso berendezés mar kiszlrte a —z irdnyu részecskéket, és azok mar ezért nem jelenkeznek a
harmadik berendezés utan, az nem felel meg a valosdgnak. A dolog talin még meglepdbb ha tgy
csindljuk a dolgot, hogy a két z irdnyt koziil az egyiknek a —z kimenetét takarjuk ki, a masiknak
a +z irdnyu kimenetét. Ha csak ez a kett6 van egymas utdn elhelyezve akkor nincs kilépd
részecske. Tegyiik most be az x irdnyut a kettd kozé ekkor megjelenik a harmadik utdn a —z (és a
+zis). Ugy tiinik, hogy az x irdnyii berendezésen 4thaladé részecskék elfelejtik az el6z6 sziirés
eredményét. A hagyomanyos részecskeképpel ez semmiképpen nem magyrizhato!

A jelenséget leiré kvantummechaniakai szamités részletes targyaldsat késObbre hagyjuk,
most az a célunk, hogy egydltaldn folvazoljuk azt a modellt amelyben a jelenség targyalhat6. A
dolog megértése céljabdl hivjunk segitségiil egy sok szempontbdl hasonld problémat.

Fotonok polarizéicioja

Egy 1ézernyaldb utjaba kalcit kristdlyt helyeziink, amely kettdsen tor. A nyaldb térben kétfelé
ketté vilik, és egy polarizdtorral ellendrizhetd, hogy a két nyaldb egymdsra merdleges irdnyban
linedrisan poldros. A kalcit megfeleld bedllitdsaval elérhetd, hogy az egyik nyaldb vizszintesen, a
masik fliiggdlegesen polarizalt legyen. Vizsgdljuk a két nyaldb koziil csak az egyiket, pl.
kitakarjuk a mdsikat. Erre a célra a kalcit helyett helyett alkalmazhatunk egy olyan eszkozt is —
polarizatort — amely eleve csak valamely irdnyba poldros fényt enged at. Az erre merdleges
irdnyu polarizatort betéve nincs dtmend fény. Tegylink kdzbe azonban egy az els6 polarizator
iranydval 45°-ot bezar6 polarizatort. Az 4tmend fény ismét megjelenik.

Hogyan magyardzhatjuk a jelenséget fény esetén? A 1ézerbdl kijovo fényhullam
transzverzalis, és elektromos vektora E = E(cos(wr — kz). Itt E( irdnya véletlenszer(i, ezért
atengedjiik el6szor egy x irdnyu polarizatoron, amely kivalasztja az x irdnyu rezgést. Ennek nincs
y irdnytd komponense, ezért van az, hogy ha a mdsodik polrizator y irdnyd, akkor azon mar nem
megy 4t az x polarizalt komponenes. Ha azonban betesziink a kettd kozé egy 45°-os polariztort,
akkor mivel az x irdnyu rezgést felbonthatjuk egy és egy —45"-0s rezgés Osszegére, a 45"-oson
dtmegy a fény (a teljes intenzitds fele),viszont ezutdn a polarizator utdn a fény mér 45°-o0s
polarizacioju lesz, azaz elfelejti a kordbbi rezgését. Ennek a 45°-ban polarizalt fénynek viszont
mdr megint lesz y irdnyu 0sszetevdje, ezért ezutdn mar it fog menni a harmadik y irdnyba
beadllitott polarizdtoron is. Az intenzitdsa viszont ismét gyengiilni fog.

Ha meggondoljuk hasonl6 dolog torténik az eziistatomokkal a harom Stern-Gerlach
berendezésen val6 dthaladds utdn. Azt kell foltételezniink tehdt, hogy a spin mérése
szempontjdbol az eziistatomok is valamiképpen hasonldan viselkednek mint a fény, azaz mintha
egy adott irdnyd impulzusmomentum valami fajta rezgési irdnynak felelne meg, s emiatt az
impulzusmomentummal rendelkezd részecskék hasonléan viselkednek mint a polarizacid
szempontjabodl a fény. De hogyan lehetne a spinnel renelkezd részecskét ugy tekinteni mint egy
valamilyen irdnyban rezgd vektort, hiszen itt diszkrét részecskék csapodnak be a detektorba?
Meégis errdl van sz6, és valdjdban a fény polarizacidjanal is follép ez a meglepd jelenség, ha
figyelembe vessziik, hogy ha a polarizdtoros berendezésnél a fényforrdsbol bejovo intenzitast
gyengitjiik, akkor itt is megjelenik a diszkrétség: a fotonokat szdmlélni lehet. Mivel a fény
esetében a hulldimképbdl mér tudjuk, hogy minek kell kijonni, a dolgot ennek segitségével
elemezhetjiik, €s a kvantummechanika bizonyos torvényszeriiségeit ennek alapjan
megallapithatjuk.

Tekinsiink tehét egy fényforrast, egy 1€zert, amelybdl kijovo fénysugarat, melynek terjedési
irdnya legyen a 7 tengely irdnya. Ezt dtengedjiik egy polarizatoron, amely egy a z-re merdleges



sikban 1év0 az x tengellyel valamilyen 0 szoget bezar6 é, egységvektor éltal kijelolt irdnyba
polarizal. Engedjiik at ezt a polarizélt fényt ezutdn egy kettdsen tord kalcit kristdlyon, amelybdl a
vizszintes x €s a fiiggoleges y egységvektorok altal kijelolt irdnyban polarizalt fény 1€p ki térben
kiilonbozo irdnyokba. Mivel az éy az x tengellyel 6 szoget zar be, akkor az é, iranyu elektromos
vektort folbonthatjuk

é9 = XcosO + ysinf #
alakba és igy az x irdnyd amplitido cos 6 ardnyban lesz kisebb, mint a bejové amplitidd, mig az y
irdnyu sin 6 ardnyban.

X

Mivel a fény intenzitdsa (Poynting vektoranak nagysdga) az amplitid6 négyzetével ardnyos a
megfeleld intenzitdsok

I, = Iycos?0 illetve I, = Iysin?0. #

ahol 7y a bejovo intenzitds.Gyongitsiikk azonban most /o-t. A szemmel val6 észlelés helyett
érzékeny detektorokat helyeziink a két nyaldb utjdba, amelyek pl. kattandssal jelzik, ha egy fotont
nyeltek el. Elegendden gyonge intenzitds esetén, amikor mar csak egyszerre egy foton lehet a
berendezésben, azt tapasztaljuk, hogy vagy az egyik, vagy a mdsik detektor kattan, egyszerre
soha sem! Ha 0sszesen N fotont észleltek a detektorok és az x irdnyban polarizalt fény utjaba
helyezett N, a masik N, szdmu fotont detektdlt, akkor a tapasztalat szerint

X = cos20 Y = sin2%0 #

N N
Nagyszamu részecske esetén ezek az ardnyok dgy interpretdlhatdk, mint detektalési
valészintiségek 6sszhangban a fonti ref: inten intenzitasképletekkel. Ha 6 nem O vagy 7/2, akkor
nem tudjuk teljes bizonyossdggal megjésolni, hogy hova ékezik a foton az x vagy az y irdnyt
érzékelo detektorba. Abban a két specidlis esetben azonban amikor 6 éppen 0 vagy 7/2 a
kimenetel biztos. Ezért ezt a két irdnyt a kalcit sajitirdnyainak vagy sajdtdllapotainak nevezziik.
Lényeges dolog az, hogy a sajitiranyok fiiggenek a kalcit helyzetétdl. Ha a kristalyt a bejovo
fénysugar mint tengely koriil elforditjuk, akkor a sajatirinyok masok lesznek, de a két sajatirany
mindig merdleges lesz egymdsra, pl. olyan, hogy az e€l6z8 x tengellyel +45°-ot illetve —45°-ot fog
bezdrni amint azt az aldbbi dbra mutatja.



Fotonok polarizacidja
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Az A és a B kalcit mindegyikének két egymdsra merdleges
Az ref: exy képletben szerepld szogfiiggvények kifejezhet6k mint a a megfeleld
egységvektorok belsd vagy skaldris szorzata, mivel cos 0 =(xlég), sinf = (ylég). Ennek alapjan

ég = xcosf + ysinf = x(xlég) + y(yléo)
irhat6. Osszevetve ezt ref: NxNy-al azt 14tjuk, hogy egyetlen fotonra vonatkoztatva a jelenséget

ugy lehet magyarédzni, hogy a detektdlasi valoszzintiségeket a belsd szorzatok négyzetével
azonositjuk:

P, = cos?0 = [(xlep)l?, P, = sin?0 = [(ylep)I>.
A val6szinliségi amplitid6 fogalma

Tekintsiik az el6z0 kisérletet, a polarizatoron 4tmend nyaldb dtmegy egy kalcit kristalyon,
majd utdna Gjra egyesiilnek. Engedjiik at az egyesitett nyaldbot egy olyan polarizatoron, amely
csak ¢' irdnyba enged 4t. Ha é' merdleges é-re, akkor az el8bbi elgondolds szerint, a fény ismét
mint X cos 6 + ysin6 iranyban rezgd vektor modjara egyesiil, s ez alapjan azt varjuk, hogy az
utobbi é'-s polarizdtoron mar nem megy at semmi, mert (¢'l¢) = 0

Ha viszont a fotonokat mint klasszikus részecskéket képzeljiik el, akkor a kovetkezOképpen
kellene eljarnunk. A részecske dtmegy az elsé berendezésen €s utdna ha az x irdnyban polarizalt
akkor ez I(316,)|” = cos?0 valésziniiséggel torténik, majd ezutdn az é' iranyban
1(&'%)I° = |=sinO” = sin%0 val6szintiséggel detektdljuk. Annak valésziniisége tehdt, hogy a
foton elébb az x irdnyba polarizalddik, majd dtmegy az ¢’ irdnyba éllitott polarizatoron
sin’0 cos’0, mivel a két eseményt fiiggetlennek tekinthetjiik. A mésik lehet8ség, hogy a foton a
kalcit utdn az y irdnyba lesz polarizalt [(71é,)1* = sin’0 valdsziniiséggel, majd innen az &'-be
1(&'IP)1> = lcos B> = cos? valészinliséggel keriil. Ha a kétfajta it fiiggetlen, marpedig a
klasszikus kép alapjan ezt gondolhatjuk, akkor az dsszes valdszinliség a kétféle tthoz tartozé
valészintiségek dsszege vagyis 2 sin’6 cos’0. Ez pedig lathatélag kiilonbozik a hulldimkép alapjan
kaphat6 valészintiségtdl, ami (¢'lé) = 0 esetén nulla volt.

A helyes eredményt a hullimkép adja a tényleges valdszinliség a fonti kisérletnél:

P(é' « &) = &'lk)Réq) + (¢ I9)(pleo )12



Konkliizié: Minden é — é' dtmenethez hozzdrendeliink egy iigynevezett valészindségi amplitidot:
cle' « e) = ('le), #

egy szamot, amely éltaldban véve komplex, és ha a részecske tobb kiilonféle tton is mehet, akkor
az egymas utdn kovetkezo6 lehetdségek amplituddit dssze kell szorozni, illetve ha ez tobb tton is
torténhet, akkor a megfelel¢ amplitidokat 6ssze kell adni és a végén négyzetre emelni, ez adja a
valészinliséget. Azaz nem szabad a valdszintiségeket 0sszeadni, hanem a megfelelé amplitidékat
kell 6sszeadni és a végén négyzetre emelni.

Létezik olyan kristaly, amely a rdesd bdrmilyen irdnyban linedrisan poldros bemend
sikhulldmot két, azonos intenzitdsu ellentétes értelmii cirkuldrisan poldros nyaldbra bontja ezeket
+ és — éllapotiaknak fogjuk nevezni. Ezek az dgynevezett pozitiv pzitiv helicitdsu (régebbi
elnevezéssel balra cirkuldris) illetve negativ helicitdsu fotonok (az utébbiakat nevezték vagy
nevezik néha ma is jobbra cirkuldrisan poldrosnak). A fizikai mennyiség amelyben ezek
kiilonboznek az dltaluk vitt impulzusnyomatékban van, egy foton 7 illetve —7
impulzusnyomatékot visz a haladas irdnydval + esetén jobb — dllapot esetén balcsavart alkotva.
Ennek alapjan ki lehet deriteni, hogy a cirkuldrisan poldros fotonok kapcsan follépd amplitidok
altalaban sziikségképpen komplex szdmok, és az eredmény a kdvetkezd valasztds esetén

konzisztens a kisérletekkel: (+1é¢4) = %e’ieeiy, ahol a y egy konvencid 4ltal rogzitett valds szam,

s ezt y = 0-nak szokds vdalasztani, azaz:

(+légy = ¢t

J2

fgy specidlisan é, = X, (ahol 0 = 0), illetve ég = y (ahol § = 7/2) esetén:

) = —=. () = e

J2 V2
A negativ helicitdsi fotonokra ugyanez az eredmény:

s\ L s
(—lép) 7 e,

4.1 Feladat: Bontsuk fol az éq irdny linedrsian poldros fotont egy x és 'y
irdnyban linedrisan poldrosra, majd engedjiik dt a egy + -os sziiron, 1igy hogy kozben
nem vizsgdljuk, hogy x vagy y irdnyii volt a foton. A (+éy) valdsziniiségi amplitido igy
két rész interferencidjdbol szdarmazik: (+lég) = (+IX)(xlég) + (+I¥)(ylép). A tapasztalat
szerint [{+ég)I* = %, a 0 szogtol fiiggetleniil. Mutassuk meg, hogy nem lehet
egyszerre (+1%) és (+1y) is valds, azaz nem lehet +1//2 . Mutassuk meg, hogy a fonti
komplex amplitidok viszont tetszoleges 0 esetén helyes eredményt adnak.

4.2 Feladat. Mutassuk ki hasonlo okoskoddssal ugyanezt a (—|éy) amplitidokra.

4.3 Feladat Tudjuk, hogy {(é¢léy) = cos(0 —0"), (honnan tudjuk?). Engedjiik a
bejovd nyaldbot kozben dt egy + berendezésen, azaz vizsgdljuk a z amplitidot a
kovetkez6 folbontdsban: (égléy) = (égl+){+éy ) + (égl—)}—Iéy). Mutassuk meg, hogy
sziikségképpen (égl+) = (+ég)* = e, és (égl-) = (—léy)* = e, .azaz az amplitiidot
Sforditott sorrendben szdmitva az eredetei amplitiido komplex konjugdltjaként adodik.

4.4 Feladat, Mutassuk meg, egy xy berendezés kozbeiktatdasdsval és az
amplitiidok interferencidjdaval, hogy a fonti vdlasztds esetén, a atapasztalattal
osszhangban (+1-) = 0.
A Stern-Gerlach berendezésre visszatérve, eziist atomok esetén két kimenet volt, de ugyanez
a helyzet H, Na, K atomok esetén is. Hasonl6 jelenséget tapasztaltak mds atomok nyaldbjaindl is,



azzal a kiilonbséggel, hogy tobb kimend csatorna is lehetséges. Pl. higany (Hg) esetén ez 1,
vanidium esetén 4, mangédn (Mn) esetén 6, vas (Fe) esetén 9. Az ok a kérdéses atomok
sajatimpulzusmomentumadval, spinjével van kapcsolatban és a magyardzatot késébb latni fogjuk.
Az ilyen tipusu kisérletekbdl a kdvetkezd szabdlyok vonhatdk le. A részecskének van egy
kezd6 bemend allapota, jeloljiik ezt y-vel, amit valamilyen médon preparaltunk. Ez a részecske
bemegy egy olyan berendezésbe, amelynek 7 kiilonb6zd kimenete lehetséges, amely utdn a
részecske tobb kiillonbozd, a berendezésre jellemzd ui, k = 1,2, ... n dllapotba keriilhet (egy
részecske mindig csak egybe). Minden kimenethez rendelhetiink egy komplex szdmot a
cr = (urly) valdészintiségi amplitidét, amelynek abszolut érték négyzete megadja azt, hogy
mekkora valészinliséggel megy a k-adik csatorndba a részecske:

P(ui < v) = Kuly)I* = leil?.

Errdl csak ugy tudunk meggy6zddni, ha oda is tessziik a detektort. Mivel a részecske valamelyik

csatorndba biztosan megy:
D Ky )l =D lexl* = 1

Ha eleve valamelyik u; 4llapot volt a bejovo, akkor az eredmény biztosan ugyanez lesz: csak a
k-adik csatornaba torténik kimenet, a tobbibe biztosan nem, azaz:

|<I/11<|I/lk>| = 1,
(uplury =0, ha k=1L
Emiatt az u; dllapotokat az adott médon bedllitott berendezés sajdtdllapotainak nevezzik.
Megéllapodunk tovdbbd abban, hogy azonos be- és kimend dllapot esetén, nem csak az abszoltit
érték, hanem maga a szorzat is 1: (uilui) = 1.
Ha a részecskét el6bb beenged;jiik egy masik berendezésbe amelynek sajdtallapotai v;-k, majd
a csatorndkbol kijovo részecskenyaldbokat tjra egyesitjiik, és ezutdn engedjiik az A
berendezésbe, akkor az u; mérési eredmény amplitadéjat a

D (uidviy(vily)

1

Osszeggel kell kiszamitani.
Tovabbi feladatok:
4.5 Tekintsiink egy fiiggolegesen polarizdlt fénynyaldbot, amely egymds utdn
dthalad a kovetkezo berendezéseken:
(a) polarizdtor (Nicol prizma), mely csak a fiiggolegesen polarizdlt fényt engedi

2

at.
(b) polarizdtor (Nicol prizma), mely csak a fiiggolegessel +45°-ot bezdro sikban
polarizdlt fényt engedi dt.

(¢) polarizator (Nicol prizma), mely csak a vizszintesen polarizdlt fényt engedi

at.

(d) Mdgneses térbe helyezett specidlis anyag, ami +45°-al elforgatja a
polarizdcios sikot (Faraday-effektus).

(e) A/A-es lemez, ami - relativ faziskiilonséget hoz létre a vizszintesen és
iiggolegesen polarizdlt komponensek
ggoleg p P
kézott.

(f) polarizator (Nicol prizma), mely csak a fiiggolegessel -45°-ot bezdro sikban



polarizdlt fényt engedi dt.

4.5.1. Legyen a beeso fényhullam amplitiidoja E. Milyen polarizdcioji és
mekkora amplitidoji fény hagyja el az a, b, c, d, e és f eszkozoket?

4.5.2. Egyetlen fiiggolegesen polarizdlt foton lép be a rendszerbe. Mi figyelheto
meg az a, b, ¢, d, e és f eszkozok utdn (mekkora valésziniiséggel jut el oda a foton és
milyen lesz a polarizdcioja)?

4.5.3. A fény dllapota jellemezhetd egy vektorral. Az E amplitiidoju fiiggoleges
polarizdcioju fény pl. a ¢ = g vektorral irhato le. Egy berendezésen dthaladva
a fényt leiro vektor megvdltozik. Ezt a vdltozdst egy mdtrixszal lehet leirni. Pl. az (a)
berendezéshez tartozo mdtrix: A = . (1) . Irjuk fel a tobbi berendezésekhez

tartozo mdtrixokat (B, C,D, E, F)! Adjuk meg hogyan transzformdlodik az imént
megadott vektor, amint sorban halad végig az eszkozokon!

4.5.4. Az el6z6 pontban olyan koordindtarendszert vdlasztottunk, amelynek x
tengelye vizszintes, y tengelye fiiiiggoleges volt. Vilasszunk most egy ehhez képest

0
45°-kal elforgatott kordindtarendszert, amiben a vektor —45°-ban polarizdlt

fényt ir le. Irjuk fel afiiggblegesen polarizdlt fényt jellemzd vektort ebben a
koordindtarendszerben! Irjuk fel a berendezéseket leiré transzformdciés mdrixokat
(A',B',C',D',E',F') és az egyes berendezéseken valé dthaladds utdni
dllapotvektorokat is az elforgatott bdazisban és végezziik el az dllapotvektorok
transzformdciojdt!)

4.5.5. Hatdrozzuk meg a transzformdcios mdtrixok sajdtértékeit és
sajdtvektorait! (10p)

4.5.6. Az eredeti és az elforgatott koordindtarendszerben felirt dllapotvektorok
és mdtrixok egymdsba transzformdlhatok. Hogyan?



