11. MEREV TESTEK MECHANIKAJA

11.1. Merev test definicidja
Olyan test, melynek barmely két pontja kozti tadvolsdg a mozgés folyaman allando.

Modell:
Merev pontrendszer: m,, ..., m,, 7, ..., F,

A tomegpontokat kossiik dssze sulytalan merev rudakkal.

7.—7|=d; amozgas soran alland6 (i, j=1,..., n)

Ez a merev test egy holonom, szkleronom pontrendszer.

A szabad merev test helyzetének megadasahoz 6 fiiggetlen adat sziikséges. (Kivétel a linedris merev

testet, ahol 5 fiiggetlen adat is elegendd.)
A merev test 6 szabadsagi fokkal rendelkezik (6 fiiggetlen adat)

Bizonyitas:

a) A mereyv test egy tetsz6leges pontjanak megadasa (O) és az iranyultsag megadasa dsszesen 6

adat.
Legyen K inerciarendszer (laboratoriumi rendszer): O, é,, €,, &,

Legyen K' a merev testhez rogzitett rendszer: O', e,', e,', &5’

Ahény adat a K' helyzetének meghatarozasahoz sziikséges, annyi adattal tudom leirni a merev test

helyzetét.
m;|7,'] K'-ben nyugszik
O':R (3 adat), e’ e, , e, (szimmetria3 adat), mert

e,' 2 adat

e," 1 adat | peldaul: Euler-szogek

A

r— 5 1 A0
e, =e Xe,

b) Egy merev test helyzetének megadasahoz elég 3 nem egy egyenesbe esé pontjanak megadasa
(7", , 5, T3 9 adat, amelyek koziil csak 6 fiiggetlen, mivel 3 egyenletnek fenn kell 4llnia |

; d23:"’2_d

dlzz"’l_’”z ; d13:"’1_”3



11.2. Kinematika alaptétele

Egy merev test tetsz6leges elmozdulésa felbonthat6 egy transzlaciora (eltolasra) és egy rotaciora
(forgatasra).

A bizonyitést infinitezimdlis (végteleniil) kicsiny elmozdulasra végezziik el.
Felhasznaljuk a forgd vonatkoztatasi rendszerre vonatkozd dsszefliggéseket
(1d.:4. Fejezet). K' az egylittforgo6 rendszer.

7 =R+7,’ e'=woxe;'; i=1,2,3
1 1 b 9

pontjai nyugalomban vannak.

A merev test egy tetszéleges a pontjanak sebessége:

-

v,= Vo +OXTF,',| 1in .
o 20 27 e illetéleg elmozduldsa dr 1d¢ alatt:
transzlacio rotdcio

V,di=d7,=V,dt +ddtX7,' = d¥,=d R+d pXT7 '
— — —
dR dopXxr,’
Az els0 tag a transzlacio, a masodik pedig a rotacio.

11.3. Dinamika

A merev test fazistere 12 dimenzios (f=6), a dinamikai egyenlet 12-edrendii kozonséges
differencidlegyenlet rendszer, amelyet az impulzustétel €s az impulzusnyomaték-tétel szolgaltat:

. . n n

> hilsé | T _ rrkilsé >_ 7 _\ = =

P=F""; L,=M ", ahol P—E m,r,, LO—E r . Xm,r,
a=1

a=1

frjuk fel a merev test impulzusat:

n

2, m,:

a=1

n n
P= E ma‘ra—z ma~(V0,+w><ra )—
a=1 a=1

(7,,{17 ; 7'y, az O illetve O '-bol a tomegkdzéppontba huzott Vektor)

a tomegkozéppont definicidja:

n
2. m,
a=1

n
.rtkpzz m,r,
a=1

frjuk fel a merev test impulzusnyomatékat is:

Z:i m, T X\ Vot @XF, = D m, | Ty XV ot D, mX| X7, )=
a=1 a=1 a=1
n n
= Zm FupXV oot D, myRX|OXT, |+, m, T, X[ @XF,’
a=1 a=1 a=1




=

I
=
X
~oY
_|_

Ha O'-t atdmegkdzéppontba helyezziik, akkor | I 0= Ty X P +J
palyaimpulzus-
nyomaték

Mintha a test teljes tomege bele lenne siiritve a tdmegkdzéppontba és az mozogna.

A J=)m,TF, ’><( WXF, ’) mennyiség a merev test perdiilete.

a=1

A formulabdl latszik, hogy a perdiilet a szo0gsebesség homogén linearis fliiggvénye.

n
o — J=Y.m,F, 'X|WXF,"|=0-, ahola © homogén linedris transzformacio az n.
a=1

tehetetlenségi tenzor.

A tehetetlenségi tenzor komponensei K-ban illetve K'-ben:

n
o . 7 ’-_’ 4 -_’ —_— 7 ’-_’ .
Jl.—z mg{\r,-r, | w—r, w) r,

a=1 a=1

3
7= Z x' e, w= Z w;-6, (aszumma jeleket kenyelmi okokbol nem mindig irjuk ki)
Jj=1 Jj=1

3
J L

3 n
— A (7 12' v ! !
Ji_z Zma (ra ) 61/ X aX aj
a=1

@U w.l

j=1

Matrix jeloléssel:
J 0, 0, 0, w,
= @21 @22 @23 w,

J,
J 5 0, 0, 0, W5

tehetetlenségi tenzor

(7 ’)2'5"_x,ai'x,

Itt bevezettiik a tehetetlenségi tenzor komponenseire a O, :Z m,: i

a=1
jelolést. Ebbdl kozvetleniil leolvashatd, hogy a tehetetlenségi tenzor szimmetrikus: @ ,=0;
A diagonalis komponensek a tengelyekre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékok:
Az 1-es tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték:

n
@n=zma'
a=1

a aj

(x', ) +(x",))

<a'>2—<x'a,>2)=il m,



A 2-es tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték:

n
0,,= z m,
a=1

(" (x|

= 7\2 )2 — \
(7, P =(x V= 2 m,:
a=1
A 3-as tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték:

n
@3322 mg,:
a=1

(" +(x "))

n
= 12 r\2) —
(7, V= (x| =2 m,:
a=1
A nem-diagonalis elemek az un. deviaciés nyomatékok:

n
— - !yt
0,=0,,= Zmu X a2
a=1

n
— ! . .
0,=0,= Emaxa[xaj, i#]
a=1

Ha folytonos tomegeloszlast tételeziink fel, akkor a tomegpontokra vett 6sszegzés helyett a test
térfogatara vett integraldsokat kell hasznalni:

Smql) - [plolav

a=1 vV

Példaul:

@“=@xx=i m,: yi+zi)=fp(x, y, z)(y +20)dV

a=1 14



11.4. Merev test mozgasi energija

= = -
Vot ®XF,

.ma.

Az els0 tag a transzlacios, vagy haladési energia, a masodik tag az Gn. kdlcsonds energia, a
harmadik pedig a rotacids, vagy forgasi energia:

T, = l-ma~ WXTF," =y L S (7,) ( l—cos” <% (w; 7,")|=
a=1 2 a=1 2
_ N 1 - 2,2 P
—a_la-ma((ra )-w —(w r, )—
1 C - ! ! —1
:E Zma <ra )2 51/_x ai’® aj w; wJ_Ez @U w; w/
i,j | a=1 iJ
1 @11 @12 @13 w,
Trot_E w-6 w:—(w], w,, w3) 0, 0, 0,||w,
0, 0, 0, W,
T=T +T +T

transzlacios kolesonos rotacios

Haaz O'-t atdomegkdzéppontba tesszik, akkor 7',,=0 ¢és igy a mozgasi energiat az ossztomeg
haladési és forgasi energiaja adja.

11.5. A tehetetlenségi tenzor tulajdonsagai

—

& — J=0-® atehetetlenségi tenzor definicidja, komponensei a K-ban:

n
. =S S 0_ .
K: O;e, e, e @U—Zma
a=1

2
(l"a ’) .6ij_x'ai’.x’aj’

(idoben valtozo).

Ha a komponenseket a K'-ben irjuk fel, akkor:

n
r. [N T A S S o' _
K': 0';%',%' ¢ |6, =) m,
a=1

a komponensek idében

(ra’)z'éi'j'_x, X!

ai aj’

allandok. Emiatt, ha mast nem mondunk, a tehetetlenségi tenzor komponenseit az egyiittforgo
rendszerben adjuk meg.

3
A ! > _ ' >
ra —Zx ai ei_z X i€
i i'=1

Az egyiittforgo6 rendszerre vonatkoztatott komponenseket a tomegeloszlas €s a geometria hatdrozza
meg.



Pl.: a,; b, ¢, féltengelyli homogén ellipszoidra
(Az integralashoz hasznaljunk gdmbi polarkoordinatat!)

4-
pZdllandéZ%, V—3—TT ab-c

@xxzsﬂ-(bﬁcz)

Tulajdonsagok:
- szimmetrikus: O, ,=0

- pOZitiV Trot:%&)@a):%a)j:z%ma J)X?a’ >0
aTrot_@ —»_.—]'
o 0T
Kovetkezmények:

- Sajatértékei valosak és pozitivak (kivéve linearis merev test)
- Mindig van olyan K', melyben ®,; diagonalis (in.
fotehetetlenségi rendszer), amelyben a diagonalisban
a tehetetlenségi tenzor sajatértékei: ( 0,0, 0;> 0) allnak.

- 0,,0,,0;-bol haromszog szerkeszthetd (@is O+ @k)
0, =2 m (y;+z) < Xom (i) + Xom (x,+))

- Szimmetridk:
- Ha a merev testnek van tiikorsikja, akkor az egyik fétengely merdleges a tiikorsikra,
- ha a merev testnek van forgastengelye (szimmetriatengelye), akkor az fétengely.

- Steiner-tétel:

O'__ ~thp ’ '
@i_;—@iﬁ(zm) [ (rup ') 01;=X "X tkp.i}
BizonyitéS'
7,/ =F 47,

2 ! 1 J—
O x x| =

@L/':Z mg| (r
a
:Zma' <;’lkp+7a’,)2'5i‘/_(x’l‘kpi+xai").( lkp/+x ”

_Z 1/ az”' ”}-i—Zm

rport _ " [
+Zm [2 7" 5 )C thp i xaj xai X tkpj]

—x' x'

tkp l J thkpi } +

tkp j

De Z m,7,""=0, igy az utolsé szumma nullat ad.

- A és B testek legyenek diszjunktak (kiilonallok) és legyenek mereven dsszecsatolva:
van egy A+ B testiink: (@Z;B =09+ @‘;')
vagyis a tehetetlenségi tenzor additiv



- Tehetetlenségi nyomaték definicioja:
A merev testnek O'-n  atmend 7 tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékan
a 0,=n-07-h kvadratikus alakot értjiik. Ez megegyezik a szokasos definicioval:

ij ai vaj 'nj_
i,j=1 i,] a
_ EEAY _ . . r, _
_Z m, (7,')n, 8,1, (n,-x,,") (xaj n‘,.) = f
a i, J — ; T
nr, i

ahol [, az m, tavolsaga a forgastengelytl.

Ha ismerjiik a tehetetlenségi tenzort, akkor konnyen kiszdmolhatjuk egy tetszdleges irdnyt
tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékot:

fi(cos(x), cos(B), cos(y))

0, 0, 0.| cos(x)
0, s ,=(cos(a), cos(B), cos(y))| O, O, O_|| cos(B)|=
@zx @zy @zz COS(Y)

O, cos(x)+ 0O, cos(B)+O, -cos(y)
=(cos(a), cos(B), cos(y)) O ,,-cos(x)+0, cos(B)+0O, cos(y)|=
0., cos(x)+0O_ -cos(B)+0O_-cos(y)

=0, -cos’(a)+0, -cos’(B)+0_-cos’(y)+2-0, -cos (x)-cos(B)+2-0 _-cos(x)-cos (y )+
+2:0,,-cos(B)-cos(y)

A Steiner-tétel szokasos alakja pedig:

o) =0,"+2 mW:Z ”i'@?,"n,»:n,f[ o+ 2. m)'((7zkp JRLI T '”'”A/:

o
oy m).wphﬁ)z]

2
s

O'-hdz tartozo tehetetlenségi ellipszoid:
0% %=1

?+—+—2=1 0, x’+0,y’+0,z°=1

1
K' fétehetetlenségi rendszerben: O~

o o

0 0
@, 0
)

3



O, 0 0|/,
(x,y,2[0 O, 0]y=1
0 0 06,\z
3C>D @0 %D: , }D:d n = d2 ;l'@o,';lzl = d:%
— \
@” n

11.6. Egy pontjaban rogzitett merev test (porgettyil) mozgasegyenletei

Helyezziik K és K' origdjat egyarant a rdgzitett pontba, és irjuk fel az O-ra vonatkozé
impulzusnyomatékot (perdiiletet) és az impulzusnyomaték-tételt!

f=3
K, e, e, e,
!

r 2 20 >
K', e', e’ ¢e,

e, '=wxe,’

¥y kiilsé szbad + kényszer A g kiilsS szabad
L,=M, =M,

A kényszererdk forgatdbnyomatéka nulla, mivel a kényszererdk a rogzitési pontban hatnak, igy
forgatonyomatékuk a rogzitési pontra vonatkozoan nulla.

-

A kényszererék az O-ban tamadnak | M 5" =0

:]’(K) :M szabad
o

Térjiink at az egytittforgd K' rendszerre: FO=| TE L ox T=M oG szabad

K' legyen fétehetetlenségi rendszer: ©,,0,,0;

J1=0,w,; J,=0,w,; J;=0;w; (avesszoket elhagyjuk)
J1=0,w,; J,=0,d,; J;=05 v,

(DOXJT), =W, J s =Wy J =W, Oy 0,— w0, w,=(0,—0,)-w,-w,

A porgettylik Euler-egyenlete:

@1'w1+<@3_@2)'w2'w3:M1
@2-w2+(@1—@3)~w3-w1:M2
@3-w3+(@2—@1)~w1~w2:M3




Az w; w, ws; szogsebesség komponensek kifejezhetdk az Euler-szogekkel (altalanos
koordinatak), valamint azok idéderivaltjaival (altalanos sebességek).

Az Euler-egyenletek megoldasa segitségével az Euler-szogek idéfliggésére tudunk felirni 3
elsérendii differencialegyenletet.

A kovetkezOkben a porgettyiik legegyszeriibb esetét targyaljuk.

11.7. Erémentes szimmetrikus porgettyti

Animacio: a http://www.youtube.com/watch?v=WUkKUL3Hp67A &feature=related oldalon.
Nincsenek kiilsé szabaderdk, a (kiilsé) kényszererdk O=0"'-ben tamadnak = M S"*=0

JO=j1=0 = J=dllands
K -ban: 2,|J (A harmadik tengelyt iranyitsuk J-vel parhuzamosan!)

Térjiink vissza a K' rendszerre:

O, w,=—(0;—0,) w, w; (a megfeleld ©-kal atosztunk)
. @2_@3
w,= o NORION
1
. @3_@1
wZZT-w]-o%
2
. @1_@2
w3:T'w2'w1
3

Animaécid: a http:// www.youtube.com/watch?v=WUKUIL 3Hp67A &feature=related oldalon.
Szimmetrikus: van egy szimmetriatengelye (forgatasra): fétengely (€ ';)
€'y sajatvektora a tehetetlenségi tenzornak, a hozzatartozo sajatértéke a ©;

0, 0, 0
O~ @12 @22 0

0 0 @3
@1:@2(?&@3)

—
szimmetrikus

porgettyl

(Még specialisabb esetek:
a) 0,=0,=0,: gdombi porgetty,
b) linearis test: a test tdmege az €;' mentén helyezkedik el, @;=0 (rud))

Mivel ©,=0,, ezért w;=0: az « vetiilete a szimmetriatengelyre allando: w;=c

0,0
Jellés: Q=— 5 2. wy=dllandé
2


http://www.youtube.com/watch?v=WUkUL3Hp67A&feature=related
http://www.youtube.com/watch?v=WUkUL3Hp67A&feature=related

(i)l :_Q‘wz

w,=02-w,

d):—Q-a)zz—.Qz-wl ; Megoldas: w,=a-cos(Q-t)

c%:§%:_%4—mugﬂ%9=wmﬂ9ﬂ

“
X3

wi+wi+w;=a’+c*=dllandé

|| =\ a*+c>=dllands

c

cos(B)=-

2 2
Vva +c

w=a-cos(Q-t)-e, ' +a-sin(Q-t)e, +ceé;’

1. Allitas:
@ és x;' szoge allando: @ egy B félnyilasszogli kipon forog a szimmetriatengely
kordl.
N . 0,—- 0,
A forgas szogsebessége: Q2= ) QN
2

Jlf:@lr'wll:@l'a'COS(Q't)
J,=0,-a-sin(Q-1)=0,-a-sin(0Q-1)
J3':@3'C

T=J, 8 '+J,8,+J,8,'=0,-a-cos(Q-1)-8,'+0,-a-sin (Q-1)-8, +0O,-c-&,’

j:@l'a)+(@3—@])'0'53' || :\f @f-az-l-@i-cz:dllando'

2. Allitas:
J, @ és é,' egy sikban van minden id8pillanatban.

x(J, &,")=9
Jes g _
cosd==———==-=dllando — nutacios kap
e 1l
3. Allitas:
. . G I , .
A szimmetriatengely a J koril w,,= 0 szO0gsebességgel egyenletes precessziot végez (a
1

nutacios kapon).

10



Bizonyités:

wW=w ,+w

A szimmetriatengely mekkora szogsebességgel foroga J koriil?
V, = WXT =W, X,

A precesszio szgsebessége @,

def.

' — 2N, ! — - — T 9_
w, =we =W, e =w, Ccos 3+ 1
/O—)pl
J,! 2
J,'=0,w,' > w '=—
@1
= ™
’J\-cos —+9) -
J,' 2
w,, = 1 = = M =dallando
s 0,
O,-cos| =+&| ©O,-cos ?+9
4. Allitas: G,
*(J, ©)=y
1. ~
Tm,—z-w-g;w

J

S8

J-&=0,w*+(0,-0,)-c*=dlland6=2-T,

J-o 2T
cosy=-2"L 2 Lro _ tirands
@ |Jla

5. Allitas: a test a szimmetriatengely koriil @, szogsebességgel forog.

Animacid: a http://www.youtube.com/watch?v=WUKUL3Hp67A &feature=related oldalon.

11.8. Forgas rogzitett tengely koriil

Rogzitett tengely: van egy fix helyzetil egyenes (ez az egyenes legyen egyenld €é;=¢;'-vel ésaz

O=0'"' pont legyen rajta). f=1:¢ az elfordulds szoge az altalanos koordinata.

-

I = Mkiilsé’ (szabad + kényszer)
W=w; e;=w;' €3’ w;'=w;=@

A kényszererdk a tengely mentén tdmadnak, ezért forgatonyomatékuk merdleges a  (—¢y §
tengelyre, vagyis a harmadik komponensiik nulla: M 57 ==

d

E( @(I) )3 :M§u1m szabad

11

X=X


http://www.youtube.com/watch?v=WUkUL3Hp67A&feature=related

=0 =0
(@'w)z»: O, w,+ 0,y w0, +0,;-w,
—— —
=0 =0

P szabad
O,;w,=M;

11.9. Szabadtengelyek

Tétel:
Barmely merev testnek legalabb 3 szabadtengelye van, mégpedig a tomegkdzépponton dtmend
fotehetetlenségi tengelyek.

Szabadtengely:
Olyan forgastengely, amely koriil a magéra hagyott merev test egyenletes forgast végezhet.

Keressiik meg annak a feltételét, hogy ne kelljen kényszererdt alkalmazni a forgastengely
megtartasahoz (a forgastengely magatol is a helyén maradjon)!
Rogzitett tengelynél: @s;w;=0 = | w;=dllando

-4

J=0-0w;, w=w;é;=w;"e;’ = w,=w,=0

J1=0,;w;+0, w,+05w0;=0 ;3 w;
—— ——
=0 -0

J =0 w;
J(K’)+(—[)><J:Mkényszer
-.]1’:@13"0'03':0

——

=0
J*1=0

Els6 komponens:
((I)XJ)l: w, .J3_w3_J2:Mllfenyszer
—

=0

. . . _ kényszer
w5 0,3 ;=M

Misodik komponens:
((I)XJ)2:(US.J1_ wl_Jz):M/zfenyszer

=0

2__ kényszer
@13'w3—M2

12



Annak a feltétele, hogy ne kelljen kényszererdt alkalmazni az, hogy a 3-as tengelyre vonatkozo
deviacios nyomatékok eltiinjenek:

0,,:=0
0,:=0

Annak sziikséges feltétele tehat, hogy a 3-as tengely szabadtengely legyen:

@11 @12 0
® ~ 10, 0, 0], azaza 3-astengelynek fétengelynek kell lennie.
0o 0 0, Qr

Tomegkozéppontont-tétel:
3 Tokiilsé szabad + kényszer tk;
(Zm)mp—ZF § Ca ?

Ha a tomegkodzéppont nincs a forgastengelyen, akkor korpalyan mozog, ezért gyorsul,
vagyis, hogy ne kelljen er6t alkalmazni, sziikséges feltétel, hogy 7,, atengelyen —Il—
legyen.

A 3-as tengely tehat szabadtengely, ha atmegy a tomegkdzépponton és a fotehetetlenségi tengely
irdnyaba mutat.

11.10. A gdmbdc, a pontosan két egyensulyi helyzettel rendelkezd merev test

V.1. Arnold sejtése szerint 1étezik olyan homogén (tehat egy anyagbol késziilt test), amely kizarolag
egy stabil és egy instabil helyzettel rendelkezik. Az ismert gyerekjaték, a keljfeljancsi példaul
valéban mindig ugyanabba a helyzetbe tér vissza, azaz egy stabil pontja van, de nem homogén, hisz
a visszagurulast a benne 1év6 nehezék, példaul 6lom biztositja.

A Gomboc lényegének megértéséhez tisztazni kell az egyensulyi helyzetek jelentdségét is. Egy
kockénak példaul hat stabil egyenstlyi helyzete van — a hat lapja. Ha ezekre fektetve tessziik le,
biztos ott marad. Instabil egyensulyi helyzet alakul ki az élek mentén: ezeken egy ideig megall a
kockénk, de el6bb-utdbb elddl, és valamelyik stabil pontjaban (lapjan) allapodik meg.

Arnold professzor sejtette, hogy van olyan test, amelynek egy stabil és egy instabil pontja van,
Domokos Gébor, pedig gondolkodott rajta, €s kozben keresett ilyen formakat a természetben is.
Egy rhodoszi nyaralés alatt példaul kétezer kavicsot valogatott at feleségével (,,ez mar majdnem
valook” — jegyzi meg viccesen Domokos), de a feltételnek megfeleldt egyet sem taléltak.

GOomboc megalkotasdhoz végiil Varkonyi Péter adta az otletet. Minden testnek van lapossaga és
hosszlisaga, e tulajdonsadgok szamszertiisithetok. A minimalis érték természetesen egy mindkét
jellemzé esetében. A kutatok bebizonyitottak, hogy a csupan egy stabil és egy instabil ponttal
rendelkezd test leginkabb a gdmbhoz hasonlit, tehat lapossaga €s hosszusdga is minimum, azaz 1-1
értéket kap. Az 0j forma innen kapta a Gomboc nevet. Gombdc egyébként két egymasra merdleges
szimmetriasikkal rendelkezik.

A gombocre vonatkozo részleteket megtalalja a http:// www.geographic.hu/index.php?
act=napi&rov=2&id=8798 honlapon.
A gdmboc mozgésat a http:/ www.gomboc.eu/site.php honlapon tekintheti meg.
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11.11. Feladatok

11.11.1. Az m tomegili, / hosszisagu homogén rud vizszintes tengelyii A
csukloval kapcsolodik az 2 szogsebességgel forgo fiiggdleges tengelyhez. 1 §Q
a) Irja fel a Lagrange-fiiggvényt!

b) Irja fel a mozgasegyenleteket!

c) Hatarozza meg a &, egyensulyi helyzet koriili kis rezgések frekvenciajanak

I
I
fliggésétaz Q-t61 (9—9,=a-cos(w-t)!) |
I

11.11.2. Az r sugart homogén henger egy R sugaru hengerfeliilet
belsején gordiil.

a) Adjuk meg a mozgéasi energiat!

b) Irjuk fel a Lagrange-fiiggvényt!

¢) Hatarozzuk meg az egyensulyi helyzet koriili kis rezgések
peridduside;jét!

X37X5

11.11.3. Az m tomegli [/ hosszusagu rud fiiggdleges tengelyhez van 8
rogzitve fix &, szog alatt. Mekkora forgatonyomatékkal kell tartani a f
fiiggbleges tengelyt, ha a forgas szogsebessége 27? /

11.11.4. Egy a és b oldalu sik téglalapot az atloja, mint tengely koriil alland6 szogsebességgel
forgatunk. Milyen irdnyt és mekkora forgatonyomatékkal tudjuk a forgastengelyt fixen tartani?

11.11.5. A Fold forgasi ellipszoidnak tekinthetd, amelynek féltengelyei kb. a=6370 km, ill.

b=6330 km. Az erémentes szimmetrikus porgettylire vonatkozé eredmények alapjan milyen
becslés adhato a precesszio periddusidejére? (Mennyi id6 alatt fordul korbe a Fold forgastengelye a
Fold polartengelye koriil?)

11.11.6. Hatarozzuk meg a H,, HD ¢és D, molekulak témegkodzéppontra vonatkozo
tehetetlenségi nyomatékainak aranyat, feltéve, hogy a kotéstavolsdg mindharom esetben azonos!

11.11.7. Mutassuk meg egyszeri megfontolasok segitségével, hogy egy szabalyos tetraédernek a
tomegkdzéppontjara vonatkozd {6 tehetetlenségi nyomatékai egyenldek!

11.11.8. Egy merev test egy rajta atmend tengely koriil forog. A tengely tartasa kozben mit
érzékeliink a kdvetkezd esetekben:

a) a tengely nem megy at a test tdmegkozéppontjan, de parhuzamos az egyik fo tehetetlenségi
tengellyel;

b) a tengely atmegy a tomegkozépponton, de nem esik egybe egyik 6 tehetetlenségi tengellyel sem;
c) a tengely atmegy a tomegkozépponton és egybeesik valamelyik f6 tehetetlenségi tengellyel?

11.11.9. Hatarozzuk meg az m tomegli, R sugaru, 4 magassagu kup tehetetlenségi
nyomatékat egyik alkotdjara vonatkoztatva!

11.11.10. Egy merev, [ hosszusagh és elhanyagolhat6 tomegii rad végeire M, és M, tomeget
helyeznek.( M, és M, méretei [-hez képest elhanyagolhatoak.) A rudat rea merbleges tengely
koriil forgasba hozzak. A rid mely pontjan kell a tengelynek keresztiilhaladnia ahhoz, hogy a rud

w szogsebességgel vald megforgatasahoz sziikséges munka minimalis legyen?
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11.11.11. m tomegli, homogén rudat az egyik végétdl x tavolsagra levd, a radra merdleges
tengely koriil w szogsebességgel forgatunk. Mekkora x esetén lesz a kinetikus energia
minimalis?

11.11.12. Elhanyagolhaté méretii rud két végére m tomegl testeket erdsitiink. Az igy kapott
sulyzot a stlypontjdn dtmend, a riddal o« szdget bezard tengely koriil w szdgsebességgel
forgatjuk. Szamitsa ki

a) a sulyzd impulzusmomentumat;

b) a sulyzora hat6 forgatonyomatékot;

¢) a centrifugalis erd forgatonyomatékat!

11.11.13. Hatdrozza meg az m tomegli, / hosszusagu rad forgasi energiajat, ha

a) a kozéppontjan dtmend, a riddal « szdget bezard tengely koriil forgatjuk;

b) az el6zdvel parhuzamos olyan tengely koriil forgatjuk, amely a sulyponttdl d tavolsadgra metszi
a rudat!

11.11.14. m tomegli, R sugart, elhanyagolhat6 vastagsagi homogén korlapot stilypontjan
atmend tengelyre rogzitiink Ggy, hogy a korlap sikja « szdget zarjon be a tengellyel. Hatarozzuk
meg a korlap kinetikus energiajat, ha w szogsebességgel forgatjuk a tengelyt!

11.11.15. Egy létra tetejére egy M tomegi, két szaranak masik végpontjaihoz egy-egy m

tomegli testet erdsitlink. (A 1étra szara elhanyagolhat6 tomegii.) Mekkora sebességgel ér foldet az
M tomegl test?
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