A rezgeések dinamikai vizsgalata, a rezgések kialakulasanak feltételei

e | -
F Ye X Rezgés kialakulasahoz sziikséges:
* x, egyensuly1 helyzet megléte, azaz
Mozgasegyenlet: mx = F(x,x,t) F(x)=0
X,)=
kezdeti feltételek: X, =x(¢,)

* x, egyensulyi helyzet stabilitasa, vagyis
Vo =X =v(lp) = X(t) az er0 egyensulyi helyzet kornyezetében,
az egyensulyi helyzet fel¢ mutat.

Az F = F(x) erOtér akkor konzervativ, o g
A potencialis energiaval megfogalmazva:

ha letezik U(x) skalaris potencialfiiggvény.

Helyzeti energia: U(x)=- I F(8)dg . Rezgés akk.or jon létre, ha U(x)-nek
%, (lokalis) minimuma van

F(x)=-U'(x) :—cig

A mechanikai energia megmarad: K+U = ;mv2 +U(x)=F

Ez a t = t,—kor 1s 1gaz, igy a teljes energiat a kezdeti feltételek meghatarozzak:

E=K,+U, :%mv§+U(x0)



Harmonikus rezgés dinamikai leirasa

=)

(b)

Mozgasegyenlet:

mx=—-Dx

s /D
— X+w'x=0, W=,—
m

e

a harmonikus rezgés
differencidlegyenlete

x(t) = Asin(wt + o)

Az A ¢s o allandokat a kezdeti
feltetelek hatarozzak meg.
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A molekulakat osszetarto erok és
potencialis energiajuk

* Az egyensulyi helyzet koriili kis
kiterésekre az erd egyenessel,
a potencialis energia parabolaval
kozelitheto.

» Ezért kis kitérésekre a rezgés jo
kozelitéssel harmonikus rezgés

» Nagyobb kitérésekre anharmonikus
rezgeés alakul k.



A surlodas hatasa: csillapodo rezgés

—Xm *1 O

x, és x, két egymast kovetd fordulopont. —>
1 1

Munkatétel: > mv; — > my; = Z /4 —>

A surlodasi eré6 munkaja mindig negativ: —>

A rugalmas er6 munkaja kifejezhetd U(x)-1: =>

> U(x,)-U(x)<0

We=U(x)— U(xz)_

U(x,)<U(x))

A maximalis kitérés csokken az idével, csillapodas 1ép fel. <= ‘ xz‘ < ‘ xl‘ <}ﬂ



A sebességgel aranyos csillapito ero

A tomegpontra hato erok:

Mozgasegyenlet:
mi=F+F,= —Dx—kx ©—>
Az egyenlet megoldasainak tipusai
* B> m, esetén aperiodikus mozgas
* B = m, esetén aperiodikus hatareset

* B <m, esetén csillapodo rezgés

x(t) = e sin(wt + o),

ahol =0, —p

Az A ¢és o allandokat a kezdeti
feltételek hatarozzak meg.

F=-Dx,
H—J
rugalmas ero

¥+2Bx+mix=0,

x(t)=c " +c,e™,

F, = —ki
H—J
surlddasi erd

ahol o, = \/E
m

by =—BEBE -0} <0

x(t)=ce™ +c, te™,

x(t)=c, e coswt +c, e sinwt
A u
4 A csillapodasra jellemzo:
| 1
T= E csillapodasi 1d6
42}
Ale—
40| \
L { : { ‘ >
T 21 3t 41 5t ¢



A csillapodo rezgés tulajdonsagi és jellemzo mennyiségei

° b r r r J4 X
A csillapodds mértékét a B YA | T

csillapitasi allando és a 1 = A\i‘
1/B csillapodasi id6 jellemzi. |

* A maximalis kitérések ¢s a /
burkol6 €rintési helyer 772
1dokozonként kovetik egymast.

x(t) = Ae™ sin(owt + )

Az egyensulyi helyzeten T7/2 0
1donként halad at.

« Az egyensulyi helyzetbol a
maximumig azonban 77/4-nél

g T
54 » T :2£
| 0
t
.

rovidebb, a maximumtol a >
egyensulyl helyzetig 7/4-nél
hosszabb 1do telik el.

* A szomszeédos azonos oldali maximalis kitérések hanyadosa allando. Ez a K hanyados a

csillapodasi hanyados:

K:ﬁzﬁ: .:x2k—1
Xy X5 Xok+1

* Logaritmikus dekrementum: A=InK
K = ﬁ _ X(tl) . Ae_Bt‘ Siﬂ((Dtl ‘|‘OC) . eBT

X, x(t,+T)  AeP@D sinfo(t, +T)+a]

es

—>

P
Xy Xg Xok+2
A=BT




Kényszerrezgés, rezonancia

* A rezg0 rendszerre rugalmas erdn €s a sebesseggel ardnyos sturlodasi eron kiviill még
egy kiilsd zavaro, periodikus er0 is hat:

F=-Dx, Fo=—kx, F.=F,sinot.
%(—/ v — —~— e
rugalmas erd surlodasi erd gerjesztd erd
Mozgasegyenlet:
mi=F+Fg+F;= —Dx—ki+Fsinot ©=> |X¥+2Bx+w,x=a,sinot, ahol
Kisérleti szemléltetés i D ko F,
E 0)0 = |—, B - es ao -
*Tomeg-rugod rendszer ; m 2m
*Pohl-féle késziilek
*Ingak

Az egyenlet megoldasa:

x(#) = Asin(wt —0) + x,,(¢) ’—> A csillapodo rezges differencialegyenletének megoldasa,
| bizonyos 1d6 utan elhanyagolhato (tranziens jelenségek).

> « Allanddsult rezgés,
« frekvencidja megegyezik a gerjesztés frekvencigjaval!
» Az amplitado ¢s a faziskésés fiigg a gerjesztés

cre°rs

a 2Bw
A = 0 t 8 =
\/((Dé —®°) +4p%w’ S ®; —




A megoldas meghatarozasa forgo vektorokkal , 2BwA

g to & =
Ha x(t) = Asin(wt —9), akkor S > 0:2 4 = Aw; — Ao’
X(t)=Aw-cos(wf—8)= Aw-sin(wt—0+m/2) 2B
. 2 2 0,4 | tgd="
X(t)=—Aw” -sin(wt —90) = A®” -sin(wt — O + ) 2BwAd | W, — O

Az X +2PX +w,x =a,sinwt  bal oldalan Pitagorasz-tétel:

a; = (Ao, — An’)’ + (2BwA)’

harmonikus rezgések 6sszege all, amely forgo
vektorokkal szemléltethetd!




Rezonancia katasztrofa

Az eldzd kisérletek €s a szamolas is azt mutatja, hogy rezonancia esetén még az igen kicsi
gerjesztés 1s igen nagy amplitudoju rezgésekre kényszeritheti a rendszert.

Ezt a jelenseget épiiletek, hidak €s jarmiivek (stb) tervezéseénél figyelembe kell venni!

Ilyen kiilso gerjeszt0 hatasként léphetnek fel példaul

 aszel kovetkeztében periodikusan levalo orvények, Tacoma-hid [2:31]
« foldrengés soran a talaj rezgései, stb.

A kényszerrezgések fontosabb alkalmazasai
* 1igen kicsi hatasok kimutatasa (pl. Edtvos-effektus),
» rezgések frekvencidjanak meghatarozasa (pl. nyelves frekvenciamerd),
 sajatrezgesek kimutatdsa €s sajatfrekvenciak meghatarozasa,
» rezgesek regisztralasa,

» foldrengesek regisztralasa (szeizmograf).



Csatolt rezgések

Kisérlet kiskocsikkal (m, # m,) [0:37] Hogyan magyarazhatjuk a bonyolult mozgast?
D, k D, Mozgasegyenletek
m m
HMMNWWW e w/v\MMNWWH 7 B D) 7 — o —5,)
I X I X
— — )
OI1 | Olz | B my Xy = =Dy x, —k(x, — x,)
Kisérlet kettos-ingaval [0:41] Ekkor a jelenség tanulmanyozasa egyszeriibb, mivel

» a ket csatolt rezg6 rendszer teljesen azonos,

A— .

a csatolas gyengebb.

a mozgasegyenletek egyszerlisodnek

m =m,=m D =D,=D
VWIS A Kisérlet értelmezése
N N * Az ingak mozgasa lebeges!
-------------------------------------------- * Ez azt mutatja, hogy egyszerre végeznek két kiilonbozo, de
Szemléltetés kozeli frekvencidja harmonikus rezgést, hiszen a lebeges ket

ilyen rezges 0sszege.

Azonos fazisl sajatrezges  + A kezdeti feltételek megfelelo megvalasztasaval elérhetjik,

A ———— hogy a két rezges koziil csak az egyik mutatkozzon meg.



A mozgasegyenletek megoldasa azonos oszcillatorok esetén
mx, =—-Dx, —k(x, —x,) m(x,+x,)=—Dx,—Dx,

mx, =—Dx, —k(x, —Xx,) m(xX,—X,)=—Dx,+Dx, —k(x, —x,)+k(x, —x,)

. D .. D
xl+x2=—m(x1+x2) <> q1+(012q1=0, ahol ¢q,=x,+x, €s (olz\/%

DHo () <= G +0lg,=0, ahol g =x-x, é =

" |
L q,(t) = 4, sm(of+a,) g, és ¢, az un. x, =(q, + qz)/2

q,(t) = 4, sin(®,f +a.,) normal-koordinatak X, =(q,—q,)/2

X, —X, =—

x,(t) = 1;1 sin(o,f + o)+ 1;2 sin(m,f+a,),

x,(t) = 1;1 sin(o,f + o, ) — 1;2 sin(m,f+a,),
 Tehat, a tomegpontok mozgasa két harmonikus rezgés osszege.
» Ha a csatolas gyenge ( k « D ), akkor a ket frekvencia kozeli, igy lebegés jon létre.

» Hogyan érhetjiik el, hogy a mozgasban csak az egyik rezgés jelenjen meg?




* A gq,-hez vagy g,-h0z tartoz6 rezgés eltinéséhez nyilvan 4, =0 vagy 4, =0 szikséges.
* A, =0 esetén csak az o, korfrekvencidju rezgés van jelen.
0)=x0)-x,(0)=0 x,(0)=1x,(0
q-z( ) -1( ) -2( ) o 1(0) =x,(0)
4,(0) = x,(0) - x,(0)=0 v1(0) =v,(0)

4,=0 <=

x,(t) =(4,/2)-sin(o,f + o)) Azaz mindkét tomegpont o, korfrekvenciaji — vagyis
(A )i azonos frekvenciaji — harmonikus rezgést végez €s a
x,(1) = (4,/2) sin(o +a,) rezgesek fazisa megegyezik!

» A, = 0 esetén viszont csak az o, korfrekvencidju rezges jelenik meg!

¢,(0) =x,(0)+x,(0)=0 o= x,(0) =—x,(0)
¢,(0)=x,(0)+x,(0)=0 v (0) =—v,(0)

4=0 <=>

x, () = (A4,/2) - sin(o,t + o, ) Azaz mindkét tomegpont o, korfrekvenciaju — vagyis
%, (6) = (4, /2)-sin(o,t +t,) ?ez;);l:sse f;:zvi::?ﬁj; t;tils!mon1kus rezgest vegez €s a
Sajatrezgesek

a rezgd rendszer azon rezgései, mikor a rendszer minden tagja azonos frekvenciaju

harmonikus rezgést végez azonos vagy ellentétes fazisban.

A sajatrezgesek frekvenciait sajatfrekvenciaknak nevezik.

« Megmutathato, hogy altaldban egy f szabadagi foku rendszernek f darab sajatrezgese van.
A rendszer altalanos mozgasa ezek szuperpozicioja.



Belathato, hogy a rezg6 rendszer mechanikai energiaja a sajatrezgeések energiainak osszege.
harmonikus rezgés energidja: E = 1 mv: + 1 Dx? = 1 m ()'CZ 1+ o x2)

A vizsgalt rendszer energidja E = %WH v+ lm2 Vi + 1 D, x; + lD2 x5 + lk(x1 —x,)’
esetén E=—m|x +x5|+—D |x +x5[+—k(x, —x
1)1::1)2221) 2 [1 2] ) [1 2] 7 ( 1 2)

Az energiat megadd képletbeli mennyiségeket ¢, =X, + X, - x,=(q,+9,)/2
kifejezhetjiik a normalkoordinatakkal: g, =X — X, x, =(q,— q,)/2

I :qf+2q;qz+q§ +q12—2q;q2+61§ :qlz;rq@

) o ¢ ) ) 5 o 02 ) )
-2
xlz+xzz:ql+2q;qz+qz+ql qi%‘l'%:%;%

A +q; 1 ., D 1 ., D+2k
Ezlmu+il)u+lkq;:Eg[ﬁ_qg}_ﬁ[w + q;} e
m

2 2 2 2 2 22

E:; I, [qf+coqu ]"‘;“2 [6}§+®§61§ ]

/
Altalanosabban f szabadsagi foku rendszer esetén: E = Z; W, (qf + o qf)




