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1. tétel

J Fizikai alapmennyiségek és mérésiik

Az S| mertekegységrendszer



A fizikai mennyiség

A fizika alapvet6 feladata:
mennyiségi osszefuggések megfogalmazasa

: 1

A fizikai objektumok, folyamatok kisérletileg vizsgalhato
tulajdonsagainak leirasara fizikai mennyiségek bevezetése

fizikai mennyiség = szameérték és mertékegyseg szorzata

/

Dr. Szabo G.: A fizika mennyiség fogalma; idé és hosszusag c. munkaja alapjan

h=5-m



Mertéekegyseéeg

Mértékeqyséq:
az azonos fajtaju mennyiségek halmazabdl kivalasztott
vonatkoztatasi mennyiségertek

Etalon:
valamely mennyiség mértékegységet reprodukalhatd modon

megtestesito mérdeszkoz

Meértékegységrendszer:
nehany alapmertéekegység és az ezekbOl meghatarozott

elvek szerint szarmaztatott mértékegysegek osszessege




Az Sl rendszer alapmennyiségei

\

tomeg

hosszusag

SW > 4 db fliggetlen alapmennyiség
elektromos aramerosseg | konnyebben merheto

~

homerseéklet 3 db nem flggetlen
fényer6sség > mennyiség, de praktikus volt
anyagmennyiseg a bevezetesuk




Az Sl rendszer alapmennyiségei
és alapegyseégei

51 alapmennyiseg .:llﬂpmem]}'i'ség [ alapegyseg [ alapegyseg
nEve I'f-le DEVE !'-EIE
1do I, T masodperc |3
(szekundum)

hossznsag I L meter I

timeg m kilogramm | kg
elektromos aramerosseg _I | amiper _:‘1
homeérseklet 1 d kelwn K
fenveroszeg I kandela cd
ﬂnﬁfagmennvis.ég 1 mi] ol



Alapegységek definiciol

méter:
annak az utnak a hosszusaga, amelyet a fény vakuumban
1/299 792 458-ad masodperc alatt tesz meg (1983.)

masodperc:

az alapallapotu cézium-133 atom két hiperfinom
energiaszintje kozotti atmenetnek megfeleld sugarzas 9 192
631 770 periddusanak id6tartama

kilogramm:

a Parizs melletti Sevres-ben Orzott platina és iridium
otvozetbOl készult hengernek, a nemzetkozi kilogramm
etalonnak (6skilogramm) a tomege

At=10min



Prefixumok

prefixum: el6téetszo, eldtag

» nhagyon nagy vagy nagyon kicsi mennyisegek rovid
leirasara

» atiz harommal oszthato kitevoju hatvanyainak
roviditésere hasznalatosak leginkabb



. Szorzé
Elotag Jele ; S
hatvannyal szamnévvel

24

yotta- Y 10 kvadrillié
zetta- y4 10” trilliard
exa- E 10" trillid
peta- P 10" billiard
tera- T 10" billié
giga- G 10° milliard
mega- M 10° millid
kilo- k 10° ezer
- - 10° eqy
milli- m 107 ezred
mikro-  p 107° milliomod
nano- n 107 milliardod
piko- p 107 billiomod
femto-  f 107° billiardod
atto- a 107"° trilliomod
zepto- z 107 trilliardod
yocto- y 107 kvadrilliom



2. tétel

1 Anyagi pont kinematikajanak alapfogalmai
m vonatkoztatasi rendszer
m sebesség
m gyorsulas

 Alapveto mozgasfajtak



Az anyagi pont kinematikaja

Anyagi pont, tomegpont:
tomeggel rendelkezdb kiterjedés nélkuli idealizalt test

Ha a test méretei elhanyagolhatéan kicsinyek a mozgas soran fellepo
tavolsagokhoz kepest és a test sajat tengely koruli forgasa
elhanyagolhato, akkor a testet anyagi ponttal modellezhetjuk.

Kinematika:
» a testek mozgasanak leirasaval foglalkozik
* nem vizsgalja azt, hogy mi hozta Iétre az adott mozgast



Az anyagi pont kinematikaja

A mozgas kinematikai leirasa céljabol bevezetendd fogalmak:
= anyagi pont helye
» anyagi pont sebessége
» anyagi pont gyorsulasa

Az anyagi pont mozgasanak kinematikai leirasa:

Megadjuk az anyagi pontnak egy masik testhez viszonyitott
 helyét,
= Sebessegeét,
= gyorsulasat

az id6 fuggvenyeben.




Az anyagi pont kinematikaja

Vonatkoztatasi rendszer:
azon test vagy testek osszessége, amely(ek)hez az anyagi
pont mozgasat viszonyitjuk

:

Az anyagi pont helyzetének szamszeru jellemzeése

. 1
Koordinata-rendszer:
a vonatkoztatasi rendszerhez rogzitett azon pontok, vonalak
vagy feluletek, amelyekt6l az anyagi pont tavolsagait
szamitjuk




Koordinata-rendszerek

Az anyagi pont mozgasat akkor ismerjuk, ha a pont helyéet
barmely t idopillanatban meg tudjuk mondani, azaz ha meg
tudjuk adni a pont - pl. derékszogu- koordinatait mint az ido
fuggveényet:

X = 1y(t) y =1,(1) z=1,(1)



Anyagi pont palyaja

P’ (X4, Y1, Z4) $

/\- P(Xos Yor Zo)

r(to) helyvektor

Palya: a mozgo pont altal leirt gorbe

Az anyagi pont mozgasa kinematika szempontbdl meg van hatarozva,
ha ismerjuk I'-t mint az id6 fuggveéenyeét:

r=rit)



Anyagi pont sebessége

(pillanatnyi) sebesség:
az I helyvektor idd szerinti differencialhnanyadosa

5(6) = lim r(t+At)—r(t) _ dr(t) _ ?’(z)
At —0 At dt




Anyagi pont sebessége

. drds .. .
V= =se =ve,

ds dt

|

D

a palya érintdje iranyaba mutato (tanggncialis) egysegvektor

S = ‘\7‘ — \ - a sebesseég vektor abszolut értéefle, a sebesség nagysaga

a sebességvektor mindig a palya érintdje iranyaba mutat

a sebesseg szarmaztatott mennyiseg
S| mértékegysége: méter per masodperc, jele: m/s.



Anyagi pont koordinatai

Ha ismerjuk az anyagi pont helyzetét valamilyen t, kezdeti idopontban,
akkor egy tetszlOleges kes6bbi t idopontbeli helyzetet a sebesseég ido
szerint integralasaval kapjuk:

F(H)=F(t,) + j v(t") dt’
x(t)=x, + jvx (') dt'

V(1) =y, + v, (1) dr

Z(f) =z, + j v (1) dr’



Anyagi pont gyorsulasa

A0 T _dve) _dF g

G(t) = lim
At=0 At dt dt

(pillanatnyi) gyorsulas:
a sebességvektornak az id6 szerinti differencialhnanyadosa, azaz
a helyzetvektornak az id6 szerinti masodik derivaltja.



Anyagi pont sebessége

Ha ismerjuk az anyagi pont sebességét valamilyen f, kezdeti idopontban,
akkor egy tetszdleges késbbbi t idopontbeli sebességet a gyorsulas ido
szerint integralasaval kapjuk:

V(1) =17(t0)+jc‘i(z') dt’



Alapveto mozgasfajtak

1 Egyenes vonalu egyenletes mozgas
 Egyenes vonalu egyenletesen valtozo mozgas
 Hajitas

1 Egyenletes kormozgas

1 Egyenletesen valtozo kormozgas

1 Harmonikus rezgbmozgas



Egyenes vonalu egyenletes mozgas

~t végez az anyagi pont akkor, ha
- egyenes vonalu palyan
- allandéan ugyanabban az iranyban halad
- egyenlo idOkozok alatt — barmilyen kicsik is ezek — egyenl6 utakat

tesz megq.
&

Az ut-id6 fuggveény: S=V-1

v

O X, X(1) X

X =V, 1+ X, S=X—X, =V, -t



Egyenes vonalu egyenletesen
valtozé mozgas

~t végez az anyagi pont akkor, ha
- egyenes vonalu palyan mozog
- sebességének nagysaga egyenld idokozok alatt — barmilyen kicsik
Is ezek — mindig ugyanannyival valtozik.

1 1

Av dv ,
a= =—=allandd

At dt
v=a-t+V,

a
x:?t2 +V, -t + X,



Hajitas

a.(r)=0, a,(t)=-g
v_(t) =v,cosa , v, (1) =vysina - g1

x(f) =x, +v,cosa -1 , y(f) =y, +v,sina f-Llg. /2



Egyenletes kormozgas

~-t végez az anyagi pont akkor, ha
- korpalyan
- egyenlo idOkozok alatt — barmilyen kicsinyek is ezek — egyenld —
utakat tesz meg
- mindig ugyanabban a korulfutasi iranyban.

S=V-1

V: keruleti sebesseg



Egyenletes kormozgas

a(t)=lim AV o
At—0 At

AV

centripetalis gyorsulas:

vV

a, =—
Ccp r

a kor kozéppontja felé mutat

érintd iranyu gyorsulas:

a, =0
szogsebesség:
d Vv

Lo _v

dt



Egyenletesen valtozé kormozgas

A kormozgas egyenletesen valtozo, ha a test szogsebesseége egyenld idok
alatt mindig ugyanannyival valtozik, barmekkorak is ezek az id6kozok

szoggyorsulas: 1
. A d , .
B(t)= lim == = — = &lland6
At—>0 At dt
o=p1+0,
(p:%-t2 + o, -1+,




Harmonikus rezgomozgas

A mozgas harmonikus rezgdmozgas, ha a test kitérése az idének
harmonikus (szinuszos vagy koszinuszos) fuggvenye.

x = Asin(ot + o)

\ \/f VARV,

T: periodusidd

A
v

A: amplitudo



Harmonikus rezgomozgas

pillanatnyi fazisszog

A
( A

x = Asin(wmt + oco)!

amplltUdé korfrekvencia kezdbdfazis

2T

korfrekvencia: W= ?

frekvencia: n=

— |~



Harmonikus rezgomozgas

XA /\
| v — x = Asin(ot + o)
t

U | ’ v, = Awcos(omt +a,)
t
mU a, =—Aw’sin(ot+o,)

At=25min

.



3. tétel

A dinamika axiomai.
* A tehetetlenség torvénye.
 Newton ll. és lll. axiomai.
Az erohatasok fuggetlenségének elve



Newton |l. axiomaja,
a tehetetlenség torvénye

Van olyan vonatkoztatasi rendszer, az inerciarendszer,
melyben minden test megtartja nyugalmi allapotat vagy
egyenes vonalu egyenletes mozgasat mindaddig, amig mas
testek ennek megvaltoztatasara nem keényszeritik.

Az inerciarendszerhez kepest egyenes vonalu egyenletes mozgast vegzo
vonatkoztatasi rendszerek szintén inerciarendszerek.

tehetetlenséq:
a testeknek az |. axiomaval kimondott tulajdonsaga




Newton ll. axiomaja

Pontszer( test inerciarendszerhez viszonyitott V sebessége valtozik,
azaz a testnek gyorsulasa van

ﬂ Newton |. axiomaja

mas testek hatnak ra

Ero (er6hatas):
A testeknek egy mas testre gyakorolt olyan hatasa, amely
e test sebességenek megvaltozasban, a test
gyorsulasaban nyilvanul meg

Erdk tipusai: pl.
izomero6
nehézsegi erd
rugalmas eré
surloédasi erd




Newton ll. axiomaja

Egy pontszeru test a gyorsulasa egyenesen aranyos a testre

hatd, a gyorsulassal azonos iranyunak valasztott F erével,
és forditva aranyos a test m tomegevel:

Fzmﬂ

* Newton Il. axiomaja alapjan eldontheto, hogy egy
vonatkoztatasi rendszer inerciarendszer vagy nem.

* Egy meghatarozott vonatkoztatasi rendszer akkor tekintheto
Inerciarendszernek, ha benne egy test mozgasanak az
egyenes vonalu mozgastol valo eltéresét vissza tudjuk
vezetni mas testek hatasara.

« Gyorsulo vonatkoztatasi rendszerekben ez nem lehetseges.



Newton lll. axiomaja,
a kolcsonhatas torvénye

A test gyorsul
@ Newton |. axiomaja

B test hat ra
@ Newton II. axiémaja

FA’B =ma,

4

Mi torténik a B testtel?



Newton lll. axiomaja,
a kolcsonhatas torvénye

Ha egy (pontszeru) A testre a (pontszer() B test er6t (F, z) gyakorol, akkor
az A test is hat a B-re ugyanolyan nagysagu, de ellentétes iranyu erével:

Az erék mindig parosaval lépnek fel, de killonb6z6 testekre hatnak



Stevin tetele (IV. axioma)
Az erohatasok fuggetlenségéenek elve

Két, ugyanabban a pontban hato er6 helyettesitheto egyetlen, az ismert
paralelogramma-szerkesztéssel meghatarozott erdvel.

- =

Az er0 vektormennyisegnek tekintheto



Stevin tetele (IV. axioma)
Az erohatasok fuggetlenségéenek elve

- =

Az ugyanabban a pontban tamado er6k vektorokként adhatok ossze, es
bonthatok fel

Ha ugyanarra az anyagi pontra egyidejlleg tobb erd hat (F, F,, ...), ezek
egyuttes hatasa egyenld vektori ereddjuk (F,+ F,+ ... = F ) hatasaval.

Az anyagi pont egyensulyanak szukséges és elegendo feltétele, hogy a
pontra hato osszes erdk ereddje zérus legyen.

At=10min



4. tétel

d A dinamika alapegyenlete
1 Fontosabb erotorvények
1 A mozgasegyenlet megoldasa




A dinamika alapegyenlete

A dinamika alapegyenlete: Il. axioma + IV. axiobma

Egy pontszer( test tomegének eés (inerciarendszerre vonatkoztatott)
gyorsulasanak szorzata egyenl6 a testre hatd 0sszes er6k ereddjevel:

A mozgasok kiserleti vizsgalata A testre hato er6k ismeretében a
alapjan erétorvények felallitasa test mozgasanak meghatarozasa



Fontosabb erotorvények

A mozgasok kisérleti vizsgalata alapjan erétorvények felallitasa

r=r(t) ismert mérések alapjan

i |
 dt?

.

F=ma

a

erétorvény: a mozgasok egész osztalyara jellemz6 erbkifejezés




Fontosabb erotorvények

a.) Gravitacios ero

* a tbmegvonzas vagy gravitacio a legaltalanosabb kolcsonhatas,
mely minden testre hat

 a leggyengebb kolcsonhatas

* bolygok mozgasa alapjan lesz(rt torveny

Barmely két pontszerd, m, és m, tomegl, egymastaol r tavolsagban
lévo test kOlcsondsen vonzza egymast olyan erével, amelynek
nagysaga a testek tomegének szorzataval egyenesen és a
tavolsaguk négyzetevel forditva aranyos:

ahol a y aranyossagi tényez0 a gravitacios allando.

y = (6,67259 * 85.105)-10"" Nm2/kg?



Fontosabb erotorvények

Ha a 2. tomegponttdl az 1. tomegponthoz huzott radiuszvektort r-rel
jeloljuk, akkor az 1. tomegpontra a 2. részérdl gyakorolt gravitacios
ero

Sulyos és tehetetlen tomeaq:

m,, m,: sulyos tomeg

F=ma -ban m a tehetetlen tomeg

Mérések alapjan: m,=m,



Fontosabb erotorvények

b.) Nehézseégi ero

a Fold altal az m tomegu testre kifejtett gravitacios vonzéerd és Fold
forgasa kovetkeztében fellépd centrifugalis eré ereddje

|:gr ~ Mg

Fee~M
cf t F.

mg =k, + Fg




Fontosabb erotorvények

g nehézségi gyorsulas

er6torvény: F — mgl

g = 9,80852 m/s?.

test sulya:

az az erd, amit a test a vele kozvetlen (kontakt) kdlcsonhatasban lévd
masik testre kifejt

(a felfuggesztett test altal a fonalra kifejtett huzoerét,

vagy a szilard alatamasztasra kifejtett nyomoerat).

A szabad eseés és a hajitas leirasanal a leveg0 hatasat elhanyagoljuk!



Fontosabb erotorvények

c.) Rugalmas ero, kvazielasztikus ero
Egyenes vonalu harmonikus rezgomozgas

a, =—m°X
F. = —mo°X

y —

linearis erotorvény:

F, = —DXx

X

F=—-Dr l altalanos alak

A rugo tomeget elhanyagoltuk!



A mozgasegyenlet megoldasa

A mechanikaban el6forduld erdk altalaban az idonek, helynek és
sebességnek a fuggvenyei:

F=F(t,r,r)

Ha a mozgas soran a tehetetlen tomeg nem valtozik, akkor a
megoldando mozgasegyenlet

mi = F(t,r,r) k6zonséges masodrendi
differencialegyenlet

Problémahoz jol illeszkedd koordinata-rendszer valasztasa

Pl: Derékszogl koordinata-rendszerben
\

mx=F(tXY,2,%.2) | 3 4p skalaris

mY=Fy(t,x,y,z,>'<,y,z') > masodrendii

m7 = F, (t,X,y,Z,)'(,y,z') differencialegyenlet
/




A mozgasegyenlet megoldasa

A harom differencialegyenlet altalanos megoldasai:

X = X(t) ]
y=y() > r=r()
z=1()

A harom differencialegyenlet altalanos megoldasai egyenként ket,
osszesen hat integralasi allandot, paramétert tartalmaznak.

Az altalanos r = r(t) megoldasban szerepld integralasi allandok értékét a
kezdeti feltetelekbdl hatarozzuk meg.

Ehhez meg kell adnunk az anyagi pont t = 0 id6pontbeli helyzetét és
sebességeét:
ro = 1o(0) Xo=Xx0) Yyo=Yy(0) 2z,=20)

vagy
VO = VO(O) VxO = VX(O) VyO = Vy(o) VzO = Vz(o)



A mozgasegyenlet megoldasa

a.) Egyedul a nehézségi ero hatasa alatt allé tomegpont mozgasa

dt? =0 m-t6l figgetlen!

Ifth.. a mozgas a térnek a Foldhoz viszonyitva kis kornyezetében

jatszodik le 1

g = all



A mozgasegyenlet megoldasa

Foldhoz rogzitett, flggblegesen felfelé iranyitott z-tengelyl koordinata-
rendszerben

d*x d°y d°z
dt* dt* dt* :
Megoldasa:

X=ct+b y=c,t+h, z:—%gter(::%ter3

A b, c konstansokat a kezdéfeltételek hatarozzak meg



A mozgasegyenlet megoldasa

b.) Linearis erétorvény

d X Dy
dt
d“x ,
aw
o - P -
°*Vm
x |

a rezges korfrekvenciaja |



A mozgasegyenlet megoldasa

A harmonikus rezgés differencialegyenlete

d“x
F+(x)§x=0

Altalanos megoldasa
x = Asin(m,t + oc)l

Az A amplitudo és az o kezdo6fazis ertekét a kezdeti ertekek
hatarozzak meg

At=15min



5. tétel

1 Szabaderok és kényszererok
1 Kényszermozgasok
1 Mozgas lejton




Kényszermozgasok

Olyan mozgas, melynél a testnek el6irt, merevnek tekintheto
felUleten vagy gorbén kell maradnia, vagy mozgasat mas
geometriai feltételek korlatozzak.

Kényszer: pl. asztal, sin, fonal

—

|

A szabad mozgasoknal a mozgast geometriai feltetelek nem
korlatozzak.




Kényszermozgasok

Kényszerfeltételek matematikai megadasa:
azon fellletek vagy gorbék egyenletei, amelyeken a tomegpontnak
mozognia kell

A fellleten valo athaladast azonban nem a felllet akadalyozza meg,
hiszen az csak egy geometriai alakzat, hanem ténylegesen fellepd erdok
(az asztalban, a lejtében, a fonalban eébredd reakciderdk).

Kényszererok:

azok az er6k, melyek a test mozgasara vonatkozo kényszerfeltételeket
biztositjak

A kényszererd merbleges arra a feluletre vagy palyara, amelyen a test a
kényszermozgast vegzi.



Szabad erok es kényszererok

Szabad erok: pl.

« gravitacios ero6
* nehézsegqierd

e rugalmas ero

« kozegellenallas

szabad és kényszererbkre valo felbontas indoka:
a legtobb feladatban csak az anyagi pontra haté szabad er6k
valamint a kényszerfeltételek ismertek, a kényszerer6k nem.

A kenyszerfeltetel lehet id6tol fuggetlen vagy idotdl fuggo.



Szabad erok es kényszererok

Dinamika alapegyenlete:

ma=F, +Fk|
:

Az anyagi pontra haté F., szabaderékhoz az F, kényszererdket
hozzaadva az anyagi pont ugy mozog, mintha ezen erdk eredgje
hatasara mozgo szabad anyagi pont lenne.

A kényszer szerepe nemcsak mozgasoknal, hanem pl. a vizszintes
asztallapra helyezett test egyensulyanal is jelentkezik.



Szabad erok es kényszererok

A kenyszererd nagysaganak meghatarozasa:

« Bontsuk fel az anyagi pontra haté szabader6k eredéjét a felllettel
parhuzamos (a felllet érint6sikjaba esd) és arra (a feltlet érint6sikjara)
merdbleges osszetevikre!

« Bontsuk fel a test gyorsulasat is a fellletre merdleges és parhuzamos
komponensekre!

« A dinamika alaptorvénye alapjan a meréleges komponensre (y-tengely
mentén) a kovetkezb egyenletet kapjuk:

I:sz,n T I:k,n — man

a “Fk :FN

y —
. Fy

Sz,n




Szabad erok es kényszererok

|:sz,n T |:k,n — man

Nyugvé sikfellletnél: a, = 0
|:k,n — |:sz,n
V2

Nyugvo gorbult felulet: a, =—
R

ha v = 0, akkor Fk = F

haV # 0, akkor Fk S # F




Mozgas lejton

Inerciarendszerben nyugvo lejtén mozgo anyagi pont esetén a
matematikai kényszerfeltételt a lejté sikjanak Ax+By+Cz+D =0
egyenlete jelenti ( A, B, C, D adott allandok).

|:sz,n: n
Fon=N
Fo = G
F..=0

|:sz,n T |:k,n — rna‘n

l a kényszerfeltételek miatt a test a lejtére
merdleges iranyban nem gyorsul

G,+N=0 ‘ N =mgcosa



Mozgas lejton

A lejto sikjaval parhuzamos iranyban:

Fsz,t = Mma,

G, =ma

A lejton surlodas nélkul csuszo test gyorsulasanak nagysaga:

azgﬂnal



Idoben valtoz6 kényszer

A mozgo lejton levo anyagi pont inerciarendszerbeli palyaja nem egyezik
meg a lejtd sikja altal kijelolt egyenessel

Mivel sebesség a palya érintéjének iranyaba mutat

A gyorsulasnak van a feltletre merdleges komponense!

|:k,n a |:sz,n



Surlodasi ero

Surlédas:

azon jelenségek 0sszessege, melyek az egymassal érintkezd testeknek
az érintkezési felulet mentén vald relativ elmozdulasaval, ill. ennek
akadalyozasaval kapcsolatosak.

Specialis esetek:
» egy szilard test a masik fellletén csuszik,
e acsuszasnak a nyugalmi allapotbol valé meginditasa

tapadasi surlodasi ero:
eqgy test feluletén nyugvo masik test megcsuszasat akadalyozo erd

|:ts,max — /uO N

W, tapadasi surlodasi tenyezo



Surlodasi ero

csuszasi surlédasi ero:

« iranya ellentétes a sebesseggel,

* nagysaga els6 kozelitésben fuggetlen a sebesség és az érintkezd
fellletek nagysagatol, és egyenesen aranyos a feluletre merdleges
nyomoerd nagysagaval.

Fs — _ILlN X
Vv

L. csuszasi surlodasi tenyezo

H < Ho



Surlodasi ero




6. tétel

d Megmaradé fizikai mennyiségek
tomegpont esetén

d Az impulzus

d Az impulzusmomentum

1 Az energia fogalma ?7??




Anyagi pont impulzusa

az m tehetetlen tomegnek és sebessegnek a szorzata:

I:mv|

Newton |ll. axiomaja eredeti megfogalmazasban:

A mozgas megvaltozasa aranyos a kils6 mozgato erovel, és annak az
egyenesnek iranyaban megy vegbe, amelyen ez az er6 hat.”

Mai széhasznalattal (mozgas # impulzus):

Az anyagi pont ugy mozog, hogy az impulzus ido szerinti
differencialhanyadosa egyenlo az anyagi pontra hato
erovel

s

-




Newton Il. axiomaja

altalanosabb kifejezeés, mivel m fugghet
Id6tol (pl. rakéta mozgasa, elemei
reszecskek relativisztikus sebessegl
mozgasa)

ma=F l M nem fligghet az id&tol!



Erolokés

Ha az F er6 allandé egy rovid t ideig, akkor

az anyagi pont impulzusanak megvaltozasa t id6 alatt:

Al=1,—1,=Fr
—

erolokés

A sebesség megvaltozasat nem egyedul az erd szabja
meg, hanem az er0 és az erOhatas idejenek szorzata!



Impulzusteétel

Ha az er6 az anyagi pontra a t, kezdeti es t, vegso
idopontok kozotti intervallumban hat, akkor az impulzus

megvaltozasat az F(t) erének ezen két idépont kozotti
iIntegralasaval kapjuk:




Impulzus megmaradasanak tetele

Ha az anyagi pontra nem hat eré vagy a ra hato erok eredoje
zeérus, az anyagi pont impulzusa idében allando.

N
ZFi:O "> %:0 m——> | = allandé
=1

Mivel az impulzus vektormennyiseg, az impulzus
allandésaga valamennyi osszetevijenek allandosagat

jelenti.



Anyagi pont impulzusmomentuma

Anyagi pont origora vonatkozo impulzusmomentuma az r(t)
helyvektoranak és I (t) impulzusanak vektorialis szorzata:

N=rxl
Az impulzusmomentum nagysaga: A
N =rlsind N

/‘r |



Forgatonyomateék

Egy anyagi pontra hato eronek az origora vonatkozo

forgatonyomatéka az anyagi pont r(t) helyvektoranak és az
F(t) erének a vektorialis szorzata:

|\/|:r><F|

A forgatonyomaték nagysaga:

M =rFsin g



Forgatonyomateék




Az impulzusmomentum-tetel

Az anyagi pont impulzusmomentumanak idé szerinti derivaltja
az anyagi pontra hato eré forgatonyomatékaval egyenlo.




Az impulzusmomentum
megmaradasanak tétele

Ha az anyagi pontra hato er6 forgatonyomatéka zérus, az
anyagi pont impulzusmomentuma allando.

M=0 m—) C;_III:() I—> N =allandd



7. tétel

1 Munka és teljesitmény
1 Kulonbozo6 energiafajtak (kinetikai,
potencialis, rugalmas)




Munka

Az er6 munkat végzett az anyaqi ponton:
ha az anyagi pontra er6 hat €s ekozben az elmozdul

Ha az anyagi pontra hato F er6
e allando

e a AS elmozdulasvektorral o szoget zar be:

Az F eré munkaja:

az erd elmozdulas iranyu (eldjeles) osszetevdjének es az
elmozdulas nagysaganak szorzata:

W =F cosa - Ar = FAr|

S| mértékegysege: Joule (Nm)



Munka

Ha az anyagi pont palyaja mentén az eré nem allandé (F = F(r)),
akkor a palyat olyan elemi intervallumokra osztjuk, melyek
mindegyikében az erd jo kozelitéssel allandonak tekintheto.

W ~ i FAr,
i—1

Az F erének valamely gorbe AB szakaszan végzett munkaja
az ero ut szerinti integralja:

B
W:der
A




Munka

» Ha az F er6 munkaja W, akkor -W az F er0 ellenében
vegzett munka.

» Ha a tomegpontra tobb er6 hat, az eredd er6 munkaja
egyenld az egyes erOk munkainak algebrai 0sszegevel.

» A végzett munka altalaban fugg a palyatol.

Konzervativ erok:
Olyan erdk, melyeknek az anyagi ponton végzett munkaja
fuggetlen a kezd6 es végpontot 6sszekotd palyatol, csak a

kezds és vegpont helyétdl fugg.

vagy
Olyan erdk, melyeknek barmely zart gorbe mentén végzett munkajuk

Zerus.



Nehézségi ero munkaja

Az m tomegu test h magassaggal valo emelésenel az emeld
eronek a nehezségi ero ellenében vegzett munkaja, az un.

emelési munka:
W = mghl

A nehézségi er0 munkaja ekkor —mgh.

A nehézségi erd konzervativ ero.



Rugoero munkaja

Az egyik vegén rogzitett, egyensulyi helyzetebdl x tavolsagra
kitéritett rugoban ébredé rugalmas eré: F,=-DX .

A rugoer0 munkaja, ha a kiteres x,—rol x,-re valtozik:

W = :!Fldx = —ij dx = —[5 Dx; — %Dxf ]

: 1

A rugoerd konzervativ ero.



Kényszererok munkaja

» A kényszerer6 merdleges a feluletre.

» Ha a kényszert jelento fellilet nyugalomban van az adott
vonatkoztatasi rendszerben:
ekkor a kenyszerer0 merdleges a sebessegre, a
kenyszererd munkaja zerus. (pl. rogzitett lejton lecsuszo
anyagi pont, fonalhoz er6sitett, korpalyan mozgo test)

» Ha a kényszert jelento fellilet mozoq az adott
vonatkoztatasi rendszerben.
a test sebessege altalaban nem esik a felulet érintdjenek
iranyaba, ezert a kényszerero altalaban nem merdleges a
sebessegre, és igy munkaja nem zeérus.




Surlodasi ero munkaja

A csuszasi surlddasi erd iranya ellentétes az anyagi pont
sebessegével 1

a surlodasi er6 munkaja negativ,
csokkenti az anyagi pont kinetikus energiajat

Alland6 csuszasi surlodasi erd esetén a munka aranyos az
uttal:

W = fJ.E - dr = \l].Fh -ds = —F, y].ds =—Fs,,,

g g g

ahol s,, azr, és r, pontok kozott a g gorbe mentén megtett ut.

A csuszasi surlodasi er6 nem konzervativ, mert fugg az uttol.

Ez a kdzegellenallasra is igaz #* disszipativ erok



Teljesitmeény

A teljesitmény a munkavegzes idobeli valtozasara
("sebessegeére”) jellemzd fizikai mennyiseg.

Az anyagi pontra haté F er6 At idétartam alatti ( P )
atlagteljesitménye az er6 altal a At id6tartam alatt végzett
AW munkanak és a At id6tartamnak a hanyadosa:

()=

Pillanatnyi teljesitmény:

dW
P(t)=—
(t)=—

S| mértékegyseége: watt (J/s)



Energia

Egy meghatarozott A allapotban levo test energiaval rendelkezik akkor, ha
alkalmas korulmények kozott munkat végezhet.

A test energiajat azzal a munkaval mérjuk,
amelyet a test végez, mig az A allapotbol egy megallapodas szerint
valasztott A, allapotba jut,

vagy
azzal a munkaval, amelyet a testre hato erdk ellenében végeznunk kell,

mig a testet az A,-bdl az A allapotba juttatjuk.

h magassagban levé m tomegu testnek a sulyabdl szarmazo helyezeti
energiaja:

E .« = mgh
I
X,-lal megnyujtott rugd helyzeti energiaja: Epot = E DX,
E, = —my?
egy m tomegl és v sebességl anyagi pont mozgasi energiaja: kin 9



Munkateétel

Egy tomegpont mozgasi energiajanak megvaltozasa egyenl6
a tomegpontra hato er6k ereddjenek W munkajaval.




Mechanikai energia
megmaradasanak tetele

Ha a tomegpontra hato erOk ereddje konzervativ er0, akkor a
tomegpont kinetikai és potencialis energiajanak osszege, azaz
a teljes mechanikai energiaja allando:

E. +E_,=E=allando

P




8. tétel

1 Megmaradasi tételek pontrendszerekre

= impulzustétel

* impulzusnyomaték tetel

* a mechanikai energia megmaradasanak elve
* energiatetel

1 A pontrendszer mozgasa



Pontrendszer

Pontrendszer:
tetsz6legesen kivalasztott anyagi pontok (tomegpontok) halmaza

Pontrendszer tagjaira haté erdk

T

Belsd erok Kuls6 erék

a ~ tagjai altal egymasra a ~ tagjaira a rendszerhez nem tartozo
kifejtett er6k testek altal gyakorolt erok



Belso ero, kulso ero

F.: az i-edik anyagi pontra hato kiils6 erék eredéje

Fiji az i-edik anyagi pontra a j-edik altal kifejtett er6



Mechanikailag zart rendszer

Mechanikailag zart rendszer:
az a pontrendszer, melynek tagjaira nem hatnak kulso erok,
vagy a kulso erOk vektori ereddje zerus.

F* =ZN:Fik =0
1=1




Pontrendszer mozgasegyenlete

A pontrendszer N db anyagi pontbdl all

az m, tomegu i-edik anyagi pont mozgasegyenlete:

3N db differencialegyenlet!

Az altalanos tobbtest problémanak analitikus megoldasa csak ket test
esetén van.

Tobb kolcsonhato anyagi pont esetén csak numerikus megoldas létezik.
Jellegzetes tobbtest problema: pl. a Naprendszer bolygoinak mozgasa.



Pontrendszer impulzus tétele

anyagi pontrendszer impulzusa:
a rendszert alkoté anyagi pontok impulzusainak vektori

eredoje \

|=ZN:|i=ZmiVi

=1

Két tomegpont eseten:

F1 1 Fa F,
4—(\
my my
di di
d—tl:F1+F12 d—tzze'H:zl



Pontrendszer impulzus tétele

dl_di, di,
dt dt dt

=F +FH,+F +F, =F +F,
F120=-Fy

Anyagi pontrendszer impulzusanak ido szerinti derivaltja
a rendszerre hato kulso erok eredojével egyenlo

A belsoO erOk az egyes anyagi pontok impulzusat ugyan
megvaltoztathatjak, de rendszer eredd impulzusat nem!



Pontrendszer impulzus-
megmaradasanak tetele

£k :iFik =0 /> %:O "> | = allando
i1 t

Ha a rendszerre kuls6 erok nem hatnak, vagy a kulsé erok
eredodje zérus, a pontrendszer impulzusa idoben allando.



Tomegkozeppont

Az m,, m,, ..., mytomegda, r,, r,, ..., ry helyvektoru anyagi
pontokbdl allo rendszer tomegkozéppontja az ry
helyvektoru pont:

A rendszer teljes tomege: Z m;, =m



A tomegkozeéppont tetele

dZmIVI k:>md2 1Zmr _Fk
dt R dt> (m5 "

Egy mechanikai rendszer tomegkozéppontja ugy mozog,
mintha az egész rendszer tomege ebben a pontban lenne
egyesitve, €s a rendszer 0sszes kulso erdinek az ereddje erre

a pontra hatna.



A tomegkozéppont
megmaradasnak tetele

C

N
£k :ZFik —0m—> — =0 w—> | =allandd
i1

C

t

Zmivi =allando w—=> v, = allandd
i

Ha a rendszerre kulso er6k nem hatnak, vagy a kulso erok
eredolje zérus, a pontrendszer tomegkozeppontja egyenes
vonalu egyenletes mozgast végez vagy nyugalomban van.



Az impulzusnyomaték tétele

Pontrendszer impulzusnyomatéka: N = z N. = Z roxl.
i i

A pontrendszerre hato osszes kuls6 erd forgatonyomatéka:

ME ="M =3 x )

Pontrendszer impulzusnyomatekanak idé szerinti derivaltja
egyenlé a rendszerre hato kilsé erbk forgatonyomatékainak
eredgjével.




Az impulzusnyomatek
megmaradasanak tetele

n

I\/I(k):ZI\/Ifk):O (| — Z—T:O m—> N = all.

1=1

Ha a pontrendszerre kuls6 erOk nem hatnak (,zart rendszer”),
vagy ha a kulsd er6k forgatbnyomatekainak ereddje zérus,
akkor a rendszer impulzusnyomatéka allando.



A kinetikai energia tétele
(munkatetel)

Pontrendszer mozgasi (kinetikus) energiaja:

Pontrendszer mozgasi energiajanak megvaltozasa egyenlo a
rendszerre hatd 0sszes erOk (kulso és belsd erok)
munkajanak osszegevel.

Eyina = Eiing =W —\W )\ (P)




Pontrendszer kinetikai energiaja

A tomegkozéppontban egyesitve gondolt M = Z m.
tomegU rendszer kinetikai energiaja

==

A rendszer tomegpontjainak a tomegkozépponthoz
viszonyitott mozgasanak kinetikai energiaja



Kényszererok munkaja

Ekin2 - Ekinl =W =W +w®

U

A KkulsoO es belso kenyszererok
munkaja is beleertendd, mely sok
esetben zérus!!!

KényszererOk munkaja akkor zerus, ha a kényszerfeltételek
id6t6l fuggetlenek.



Mechanikai energia
megmaradasanak tetele

Ha a pontrendszerre csak konzervativ szabad er6k hatnak,
akkor a rendszer kinetikai €s potencialis energiajanak
0sszege, azaz a teljes mechanikai energiaja allando:

E. + E, =E =allando



Utkozés

Egyenes és tokeletesen ...

rugalmas rugalmatlan

| =allando
m,\v, + m,v, = mu, + m,u,

E = allandd maradando
alakvaltozas
1, 1 1 5, 1 .,

2 —
o MV + 2 MV, =2 MU+ m,U, U = Uy,



Tokeletesen rugalmas, egyenes

utkozeés
m, —m 2m
U =——=V, “—V,
m, + m, m, + m,
m, —m 2m
U, =—=—=V, 1 v,



Tokeletesen rugalmatlan, egyenes
utkozes

_ MV, + My,
m, +m,




Ez mar nem volt

9. tétel

] A merev test

= A merev testre haté erok osszetevése,
= eropar,

* forgatonyomatek,

= erorendszer redukalasa.



A merev test

~ olyan test, amelynek pontjai a felleép6 er6k hatasara
egymashoz kéepest csak elhanyagolhatdo mertékben
mozdulnak el, azaz a test nem szenved alakvaltozast.

A merev test helyzetét, ha test szabadon mozoghat, 9 - 3 =6
fuggetlen adat hatarozza meg.



A merev testre hato erok
osszetevése

ero tamadasvonala (hatasvonala):
az er0 tamadaspontjan atmeno és az er0 iranyaba eso
egyenes

tamadaspont -

hatasvonal




Merev test egyensulya (1.)

A merev test ket egyenlo nagysagu es ellentétes iranyu er6
hatasa alatt akkor van egyensulyban, ha az er6k
tamadasvonalai egybeesnek.

F

Egyensulyban van

Nincs egyensulyban -F F




Eltolasi tétel

A merev testre hato er0 tamadaspontja a testben a
tamadasvonal barmely mas pontjaba athelyezhet6 anélkul,
hogy az er0 hatasa megvaltoznek.




Erok osszetevése, ha a tamadasvonalak
egy sikban vannak, de nem parhuzamosak




Erok osszetevése, ha a tamadasvonalak
egy sikban vannak és parhuzamosak

‘
: N
RN
’ A
’ N
’ N
’ S
’ N
N
’ ~
N
N
N
N
N
, N

-—— = -

A merev test A,, A, pontjaiban tdamado F,, F, parhuzamos és megegyezd
iranyu erok helyettesithetOk egy az adott erGkkel parhuzamos F=F, + F,

nagysagu erovel, amelynek tamadasvonala az A,A, tavolsagot a két adott
er0 nagysagaval forditott aranyban osztja kettée.



Eropar

Két antiparalel, egyenld nagysagu és kulonb6z6 hatasvonalu
er0 erdpart kepez.

Az erOpar nem helyettesitheto egyetlen erével.



Az erok osszetevése altalanos
esetben

ndb er§6 =—pp- 1 dberd és n db erdpar



