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Ismeétlés

Elmozdulasok fliggetlenségének elve
Bolygdmozgas (Kepler torvények)

Dinamika
- Newton axiémai (I., II., III.) + Stevin tétele
- A mozgasegyenlet és megoldasa

e a linearis erd hatasa alatt mozg¢ test (harmonikus rezgémozgas),
numerikus és analitikus megoldas

e a bolygdmozgas numerikus modellezése
- Er6torvények, gravitacié torvénye (Cavendish-kisérlet)
- Slulyos és tehetetlen témeg, E6tvos Lordand munkassaga
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Megmaradasi torvények,
szimmetriak

Szimmetria Megmarado mennyiség

Térbeli eltolas Impulzus

Elforgatas Impulzusmomentum

Id6beli eltolas |Energia

A megmaradasi toérvények felismerésének eszktze az idébeli derivalt.

Alaptételek tomegpontra 1.

A tomegpont impulzusédnak bevezetése:

I =mv
Az impulzustétel:
~ dl ~
F=—=ma
t

—

Ha ﬁ=0, akkor d—]=0
dt

ami ekvivalens azzal, hogy I =dll. (idében nem valtozik)

Ha a tomegpontra hato erok eredéje zérus, akkor a tomeg-
pont impulzusa megmarad. (impulzusmegmaradas tétele)

Erolokés: Af .
At )

ahol 7 a kolcsénhatas ideje




Alaptételek tomegpontra 2.

A tébmegpont impulzusmomentumanak (régiesen impulzusnyomaték) bevezetése:
N =rX ] =rXxmy jobbkéz-szabdly: h = ]’7'1 X k

hivelyk k6zépsd

Egy F eré O pontra vonatkozd forgatényomatéka: mutatd

M=rxF
ahol az 7 vektor az O pontbdl az F er6 tdmaddaspontjaba mutatd vektor

Az impulzusmomentum-tétel:

—

Iyl
dN “
Ha M =0, akkor — =0
dt

ami ekvivalens azzal, hogyN =dall.

Ha a tomegpontra hato erok (forgatéo)nyomatéka zérus, akkor a tomeg-

pont impulzusmomentuma megmarad. (impulzusmomentum megmaradasa-
nak tétele)

Egy kis kitéro ...

A munka

Az egyenes palyan mozgdé pontszerl testre haté allandé er6 munkaja:
W= ‘F”AF‘ cosa = FA¥ = F As

A munka lehet pozitiv, negativ és nulla is! =5

—

A munka fogalmanak altalanositasa:

a mozgas i-edik szaka- AW, = Fv
szan az un. elemi munka i~ [T A

v

= Fs,iASi

r,i

n B
WY FAs, W =[F(s)ds
i=1 A

Néhany erofajta munkaja:
nehézségi erd: W =mgAh
|
rugders: W = EDA)C2

kényszerero: ha a kényszerer6é merdleges a sebességre, akkor 0




A teljesitmény

Valamely er6 teljesitménye:

P=— " ha W nem aranyos t-vel, akkor atlag teljesitmény

Az energia

Egy meghatarozott A allapotban |évl tesz vagy rendszer energiaval rendelkezik
akkor, ha alkalmas koérilmények k6z6t munkavégzésre képes. Energiajat azzal
a munkaval mérjik, amelyet a test végez, mig az A allapotbdl egy megallapo-
das szerint valasztott A, allapotba jut, vagy azzal a munkaval, amelyet a testre
hatd erdk ellenében végezniink kell, mig a testet A,-bdl az A allapotba juttatjuk.

Mivel a testnek pl. a padlén nyugvo (A,) helyzetbdl a h magassagba torténd
viteléhez mgh emelési munkat kell végezziink, igy a h magassagban levé m
tomeg( testnek sulyabdl szarmazo helyzeti (vagy potencialis) energidja:

EpOt = mgh

(Kisérlet: sz6g beverés a leejtett test munkaja révén
colop_rudugro.mpg 2:10-)

A mozgo testeknek sebességiik révén meglévé munkavégzo képességét
mozgasi vagy kinetikai energianak nevezziik, melynek mértéke az m témegd,
kezdetben nyugvo test v sebességre valod felgyorsitdsahoz szilkséges munka:

L

E., =5mv




Alaptételek tomegpontra 3.

EVEV mozgast végz6 testre hasson allando ered6 erd:

vV, =V, vV, +V | 1
W=Fs=mas=m—2—L-2—Lt=—mv) ——mv/
t 2 2 2
Mozgasi, vagy kinetikai energia: 1
Ekin :_mvz
2

A tomegpont mozgasi energiajanak megvaltozasa egyenl6é a tomegpont-
ra hato erok eredéjének munkajaval. (munkatétel, vagy kinetikai energia

tétele)
AE,, =W

Konzervativ er6: minden olyan, idoben valtozatlan er6, melynek két tetszéleges
pontot 6sszekotd gérbék mentén végzett munkaja fliggetlen a gorbétdl, csak a
kezdd- és végpont helyzeteitdl fligg.

Ha a tomegpontra hatd erdk ereddje konzervativ erd, akkor a tomegpont kineti-
kai (mozgasi) és potencialis (helyzeti) energidjanak 0sszege, azaz a témegpont
teljes mechanikai energidja allandé. (a mechanikai energia megmaradasanak
tétele)

Ekin + Epot =E

mechanikai

= allando

(Kisérlet: fonalinga helyzeti energia atalakulasa mozgasiva
http://techtv.mit.edu/videos/1491-potential-energy-to-kinetic-energy)

Pontrendszerek

Lehet

szabad pontrendszer, pl. Naprendszer

kotott pontrendszer, pl. sulyzomodell

(a témegpontok mozgasat valamiféle geometriai természet(i kényszer korlétozza)

Kils6 erdk:
a pontrendszerhez NEM tartozo testektdl szarmazo erék

Bels6 erdk:
a pontrendszer tagjai kozott ébredd erdk

Mindkét erdfajta lehet szabaderd vagy kényszerero.




Megmaradasi tételek pontrendszerre 1.

Egy pontrendszer impulzusanak id6 szerinti differencidlhdnyadosa egyenl6 a
rendszerre hatd 6sszes kiilso erdk ereddjével. (pontrendszer teljes impulzusa)

Egy mechanikai rendszer tomegkdzéppontja igy mozog, mintha a rendszer
egész tomege ebbe a pontba lenne egyesitve és a rendszer 6sszes klils6

erGinek eredé6je erre a pontra hatna. (tdmegkozéppont mozgdasanak tétele,
vagy sulyponttétel, témegkézéppont)

(Kisérletek:
1) alaktalan targyak hajitasa
http://techtv.mit.edu/videos/3052-center-of-mass-trajectory
2) tricikli meghajtas tizolto késziilékkel a rakétahajtas elve
http://techtv.mit.edu/videos/1067-fire-extinguisher-on-a-tricycle

Ha a rendszerre nem hatnak kiils6 er6k, vagy ha ezek ereddje
zérus, akkor a rendszer impulzusa allandé, azaz a tomegkozéppont
evem-t végez, vagy nyugalomban van. (zart rendszer)

Az impulzustétel szarmaztatasa

Lk és 24 @ pontrendszeren kiviilrél szarmazd kiils6 er6k
F ,és F,,  apontrendszer pontjai kdzétt hatd, N-III
’ ’ axidmajat kielégitd belsd erék
A mozgasegyenlet N
= ~ dl,
az 1. témegpontra: F, + F, =1
dr.
= ~ dl
a 2. tdmegpontra:  F,, +F, = 72
, . 2 ) . )
= = ~ ~ dl, di d&- d
a pontrendszerre: F, +F,, +F, +F,=—1+—=% =—Zli =—
’ ’ ’ ' dt dt dt‘5 dt

&
Il
E,

erblokéssel kifejezve F, At+F, At+F, At +

N-III axiémaja értelmében F,, = —131 2 Ale = —Afl ) k
’ > ’ ’ n

i=1

Egy pontrendszer impulzusanak idd szerinti differencialhanyadosa egyenld a rendszerre
haté 6sszes kiils6 er6k ereddjével.




A tomegkozéppont bevezetése

frjuk fel a pontrendszerre vonatkozé impulzustételt: a derivalas és az 6sszegzés

sorrendije felcserélhet6
aymi

dei_d(ZmiﬁiJ_d(Zmif;j_d ar _d{Zmi?jJ_

2 s~ T T g Tx a e
(\@ mFr. \
d?
Zm d (Zmr} LZ’m
ij Zm VTKP = osszesc_iTKP
J

bévitve a pontrendszer
ossztomegével -
> m,

- _ 5
Trgp =
2,
1
i

Egy test sulypontja az a pont, melyen a test sllyanak hatasvonala a test
minden helyzetében atmegy, s amely pont ezért a test sulyanak tama-
daspontjaként tekintheto. Archimedes

a tomegpontok tdomege
idében allandd

\___“_M

Ez pedig a tomegkozép-
pont mozgasanak tétele.

Megmaradasi téetelek pontrendszerre 2.

Egy pontrendszer impulzusnyomatékanak id6 szerinti differencialhdnyadosa
egyenld a rendszerre hatd kilso erdk forgatonyomatékainak ereddjével.
(pontrendszer teljes impulzusmomentuma)

Ha a pontrendszerre nem hatnak kiils6 erdék (azaz zart rendszer esetén),
vagy ha a kiilso erok forgatonyomatékainak eredodje zérus, akkor a
rendszer impulzusmomentuma allandoé.

A tengely koril forgd merev testek esetén az impulzusmomentum
N, =0w,

alakban is felirhatd, ahol ©@ a test tomegeloszlasatol fliggo tehetetlen-
ségi nyomatéka, mig o, a forgdmozgas szégsebessége.

(Kisérletek:
1) mozdony bicajkeréken, 2) forgéozsamoly
TAMOP 7:00-7:30 és 4:45-5:20)

A pontrendszer mozgasi energiajanak megvaltozasa egyenlo a
pontrendszerre hato kiilso és bels6 erok munkainak osszegével.




Az impulzusmomentum tétel
szarmaztatasa

[¢D)
ST

s I',, apontrendszeren kivilrdl szarmazé kils6 erék

k

v,_djl =

2 és 1 a pontrendszer pontjai k6zott hatd, N-III
axiomajat kielégit6 bels6 erék

A mozgasegyenleteket balrdl vektoridlisan szorozva 7 -vel:

T\

az 1. témegpontra: r]><Flk+r1><F21=_l

’ dt

- = .= dN

a 2. témegpontra: £ xF, +7xF ,=—2

’ dt
= . = . = _ = dN, dN, d<& - _dN
a pontrendszerre: 11 xF,, +HxXF,, +\xF, +hxF,=—+—>=—) N, =—
1 1,k 2 2,k 1 2,1 2 1,2 dt dt dt Z:l: f

2
ahol N = z N, a pontrendszer (teljes) impulzusmomentuma

i=1 ) =

~ _ L= . .\ = _dN

N-IIT axiémdja értelmében  Fj, =—F, =3 Z’} xFpy +(’”1 _Vz)XFz,l ~a
i=1

A bal oldalon szereplé masodik tag 0, mert az 7, — 7, vektor m,-b8l m,-be mutat, azaz parhuzamos F, ;-gyel.

Sixh, =Y, =X
i=1 ' dt

i=1

Egy pontrendszer impulzusnyomatékanak idé szerinti differencidlhanyadosa egyenld a rend-
szerre hatd kiils6é er6k forgatonyomatékainak ereddjével.

n

Hataresetek , Tokéletesen ...

Utkozések

Csoportositasa:
egyenes-ferde (attél fuggden, hogy az (itk6z6 testek sebességei a tkp-jaikat
0sszekotl6 egyenesbe esnek-e); (Kisérlet: biliard golydk ferde iitk6zése

Film: 700/62 50:49-)
centralis-nem centralis (attdl fiiggen, hogy az iitkéz6 testek érintkezési
pontja rajta van-e a testek tkp-jait 6sszekoté egyenesen ),
(Kisérlet: pattogé golyéok
Film: 700/57 47:31—)
Rugalmas Utkdzés (az impulzus és a mech. energia is megmarad):

’ ’ ' ml — m2 2m2
mvy +m,v, =myv, +m,v, v,'= v, + v,
m, +m, m, +m,
1 1 1 1 m,—m 2m
—myV’ +—mVe = —my} +—m,v; v,'=——"Lv + Ly,
2 2 2 2 m, +m, m, +m,

(Kisérlet: rugalmatlan iitk6zés lIégparnas sinen
L, _ Film: 700/68 54:59-)
Rugalmatlan Gtkozés (impulzus megmarad, mech. energia nem):

myv, +m,v
(m1 +m2)v’=mlv1 +m,v, y=—rIl>l 272
m, +m,

(Kisérlet: ballisztikus inga
http://www.youtube.com/watch?v=o0NGm4mVWMuY




m,—m 2m
_m=m 2

s mr . Rugalmas litkozés

Vi

'
Y

v,'= 2
m, +m, m, +m,

(Kisérlet: kiskocsik rugalmas iitk6zése légparnas sinen
Film: 700/65 51:52-)

1) Mozgd kocsi Utkdzik azonos témeg( allé kocsinak:

, r_
m =m,=m v, =all. :> v =0

'_
v, =0 v, =V,

2) Mozgd kocsi Utkozik kétszeres tomegl allé kocsinak:

, 1
m, =m v, =dll. Vi Z_EVI
m, =2m v, =0 :> , 2
vV, =§Vl

3) Mozgd kocsi Utkozik leszoritott kocsinak:

r_ _
Vi==v

m, =m v, =all.
'—
m, = v, =0 : v, =0

A video kisérleti adatait hasonlitsdk 6ssze a modell joslataival!

fé 1. kocsi 2. kocsi

= m;=m; m,=m ,, . ,, ,

5 elott utan elott utan

= t,=1,149s all all t,=1,151s
NS V= v';=0 v,=0 v',=

9

) 1. kocsi 2. kocsi

o m;=m; m,=2m ,, , ~ ,

RS elott utan elott utan

% t,=0,817s | t’,=2,566s all t’,=1,293s
o V= V' =- v,=0 v',=

) 1. kocsi 2. kocsi

D m;=m; m,=3m p . - .

< elott utan elott utan
>3] t,=0,929s | t’,=2,014s all t',=2,021s
]

8 V= V’1=- V2=0 V’2=

= : .

- 1. kocsi 2. kocsi

D m;=2m; m,=m ,, X ~ X

£ elott utan elott utan
g t,=1,127s | t',=3,485s all t',=0,865s
© V,= V' = v,=0 v',=

X

S 1. kocsi 2. kocsi

© m;=3m; m,=m ~ : ~ ;

% elott utan elott utan
‘_.8 t,=1,411s | t',=2,867s all t',=0,958s
> V= v, =+ v,=0 v',=

< 1 1 2 2




