A rezgések dinamikai vizsgalata, a rezgések kialakulasanak feltételei

m m

® > —€—0—

F x, F X
Mozgasegyenlet: mx=F(x,x,t)

kezdeti feltételek: x, = x(¢,)

Vo =X =W(ty) = X(1)

Ha F=F(x) , akkor az erdtér konzervativ.

Helyzeti energia: U(x)=- J‘ F(€)dg

F(x)=-U'(x) =—C§j

A mechanikai energia megmarad:

Rezgés kialakulasahoz sziikséges:
* x, egyensulyi helyzet megléte,
azaz olyan x, pont(ok) létezése, melyre
F(x,)=0.
* x, egyensulyi helyzet stabilitasa, vagyis
az erd egyensulyi helyzet kornyezetében,
az egyensulyi helyet felé¢ mutat.

A potencialis energidval megfogalmazva:

* Rezgés akkor jon létre, ha U(x)-nek
(lokalis) minimuma van

K+U=;mv2+U(x)=E

Ez a t = t—kor is igaz, igy a teljes energiat a kezdeti feltételek meghatarozzak:

E=K,+U, :%mvg +U(x,)

Harmonikus rezgés dinamikus leirasa

Mozgasegyenlet:

mx=—-Dx

Y /D
— | X+ox=0, 0=,—
m

a harmonikus rezgés
differencidlegyenlete

> |x(t) = Asin(ot +a)|

(b)

Az A ¢és a allandokat a kezdeti
feltételek hatarozzak meg.




F(x)

A molekulakat osszetarto erok és
potencialis energiajuk

* Az egyensulyi helyzet kortili kis
kitérésekre az erd egyenessel,
a potencialis energia parabolaval
kozelithetd.

» Ezért kis kitérésekre a rezgés jo
kozelitéssel harmonikus rezgés

* Nagyobb kitérésekre anharmonikus
rezges alakul ki.

(b) X2 Xeq

Rezgések létrejottének dinamikai szemléltetése

Eré + F [mN] A mozgas tartomanya
100 dU | A fordul6 pontoknal K =0
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Helyzeti (potencialis) energia

60 \U [J] ) n_harm-rez-1.avi [0:05]
\ U(x)=— j F(E)dE n_harm-rez-2.avi [0:05]
E=Kq+U, 40 - n_harm-rez-3.avi [0:05]
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g XIUOXO + — Jl ; — Pohl-féle késziilék

nehezékkel ellatva [2:10]




Anharmonikus rezgések szemléltetése forgasi rezgésekkel

U(op)= ;D(p2 +mg R(cosp—1)

M =-U'(9p) =—D @+ mgR sine

Mozgasegyenlet: Op=—Do+mgR sing
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A surlodas hatasara csillapodo rezgés alakul ki.

. Ux)

—Xm *1 O X 4x m
x, és x, két egymast kovetd fordulopont. => v,=x,=0 ¢s v,=x,=0
1 1
Munkatétel: Eva2 —Emvf = z w => 0=W,+W, => W,=-W,
A strlodasi erd munkéja mindig negativ: W, <0

U(x,)-U(x)<0
A rugalmas eré munkdja kifejezheté U(x)-l: => W, =U(x,)-U(x,)

U(x,) <U(x)
A maximalis kitérés csokken az id6vel, csillapodas 1ép fel. <= | x2| < | x1| <)£|
Szemléltetés
Csill-rez_kicskocsi_rovid.avi [0:49] CsillRez-Pohl rovid.avi [1:10]
A sebességgel aranyos csillapito eré
A tdmegpontra hat6 erdk: F =-Dx, Fy, =—kx
%{_J %{_J
rugalmas ero surlodasi erd
Mozgasegyenlet:
" : D k
mi=F+F;,= —Dx—hkt => [i+2Bt+ox=0, ahol o,=.]— é B=—o
m 2m
- . . X
Az egyenlet megoldasainak tipusai A A csillapodasra jellemzé:
, ) , , A \
* B<wm, esetén csillapodo rezgés \ 1 | |
\ T=— csillapodasi ido
x(t) = Ae ™™ sin(wt + ), \ p
424 N
ahol o=, o) -p’ Ale \ §
Az 4 és o allandokat a kezdeti 0 f\ 7 \;‘_;;_—5_-________ —
feltételek hatdrozzak meg. [T
Atirhaté a kovetkezd alakba is: |/ i
—A/2 > | | _
x(t)=c,e ™ cosmt + ¢, e sinwt 0 i 2t 31 It 5ot

* B>w, esetén aperiodikus mozgis  x(t)=c, " +c, e, A, =—BEB - <0

* B=w, esetén aperiodikus hatéreset  x(t)=c,e ™™ +c,te™.




A csillapodo rezgés tulajdonsagai és jellemz6é mennyiségei
*A csillapodas mértekét a B X4
csillapitasi alland6 ¢és a © = A
1/B csillapodasi id6 jellemzi.

x(t) = Ae™™ sin(wt + o)

A

*A maximalis kitérések ¢és a
burkold érintési helyer 7/2
1d6kozonként kovetik egymast.

*Az egyensulyi helyzeten 772
idonként halad at.

*Az egyensulyi helyzetbdl a
maximumig azonban 7/4-nél
rovidebb, a maximumtél a
egyensulyi helyzetig 7/4-nél
hosszabb id6 telik el.

* A szomszédos azonos oldali maximalis kitérések hanyadosa alland6. Ez a K hanyados a
csillapodasi hanyados:

X X o . X, X X
- = —— . K="2="4= =12

X3 Xs X0k Xy X Xoks2

+ Logaritmikus dekrementum:

X x(t,) Ae™? sin(ot, + o)
K="t=—"—1_= L =" m=p A=BT
xy x(t+T)  Ae™"* D sin[o(t, +T)+a]

Kényszerrezgés, rezonancia

* A rezg0 rendszerre rugalmas erdn €s a sebességgel aranyos surl6dasi erén kiviil még
egy kiils6 zavaro, periodikus erd is hat:

F =-Dx, Fo=—kx, F, =F,sinot.
—_— %r—’ « .
rugalmas erd surlodasi erd gerjesztd erd
Mozgasegyenlet:
mi=F+F;+F;= —Dx—ki+Fysinot ©=> |i+2B%+0;x=a,sinot, ahol
Kisérleti szemléltetés | D ko F,
E Q)O =.]—, B = es ao = —
*Tomeg-rugod rendszer ; m 2m
*Pohl-féle késziilék e TT—
, Kény-rez_Pohl rovid.avi [2:15]
*Ingak E—

Az egyenlet megold4sa: Kény-rez_ingak rovid.avi [0:57]

x(#) = Asin(®f —8) +x, (¢) |—> * A csillapodo rezgés differencialegyenletének megoldasa,
‘ bizonyos id6 utan elhanyagolhato (tranziens jelenségek).

> « Allandosult rezgés, kényszerrezgés

* frekvencidja megegyezik a gerjesztés frekvenciajaval!
* Az amplitado6 és a faziskésés fligg a gerjesztés

e ey

a 2Bw
A = 0 t 8 =
\/((of) —0’)’ +4p’w’ = o0, —©




A megoldas meghatarozasa forgo vektorokkal
Ha x(t) = Asin(wt —9), akkor

X(t)=Aw-cos(wt—8)= Aw-sin(ot—5+m7/2)
¥(t) = —Aw®’ -sin(owt —8) = Ao’ -sin(wt — &+ m)

Az X +2Bx +o,x =a,sinot  egyenlet azt fejezi ki, hogy a bal oldalan allo

harmonikus rezgések osszege a jobb oldalon lathatd harmonikus rezgés.

A rezgések 0sszeadasat szemléltetd forgd vektorok

a kovetkezok: ted = 2BwA
Ao, — A’
A
aO > - tg 8 — 22B0) :
S ‘ ®; —®
®° A

Pitagorasz-tétel:

o, A4 ’
! Yo al = (Ao} — A0*)? + (2PoA)*
A= %
\/((Dé _0)2)2 +4B2w2
Rezonanciagorbe g .
y o |Josagl tenyezo
4 O -7 ,, , , )
Ha Q=0/o, és Q0= 2B mennyiségeket bevezetjiik, akkor egyszerii szamolassal:
A= Fy/D , 1 o
J(1-9° + /0y 2070 1—a
T
Q =
=)
Er|
w 2
0 x : ;
0 0.5 1.0 1.5 2.0
Q= olo,

Q = olo,
* A rezonanciagOrbének QO nagyobb értékeire éles maximuma van az ® = o, helyen!

* Ez a rezonancia jelensége, ekkor maximalis a kialakult kényszerrezgés amplitudoja.

* Rezonancia akkor Iép fel, ha gerjesztés frekvencidja megegyezik a rezgo rendszer
sajatfrekvencigjaval (o = o).




Rezonancia katasztrofa

Az eldz6 kisérletek és a szamolds is azt mutatja, hogy rezonancia esetén még az igen kicsi
gerjesztés is igen nagy amplitadoja rezgésekre kényszeritheti a rendszert.

Ezt a jelenséget épiiletek, hidak és jarmiivek (stb) tervezésénél figyelembe kell venni!

Ilyen kiilsd gerjesztd hatasként Iéphetnek fel példaul

+ asz¢l kovetkeztében periodikusan levalo orvények,
» fOldrengés soran a talaj rezgései, stb.

Tacoma-hid [3:54]

A kényszerrezgések fontosabb alkalmazasai
* igen kicsi hatasok kimutatasa (pl. Eotvos-effektus),
+ rezgések frekvencidjanak meghatarozasa (pl. nyelves frekvenciamérd),
» sajatrezgések kimutatasa €s sajatfrekvencidk meghatarozasa,
» rezgések regisztralasa,

foldrengések regisztralasa (szeizmograf), (stb).

Csatolt rezgések

Kisérlet kiskocsikkal (m, # m,) [0:37] Hogyan magyarazhatjuk a bonyolult mozgast?
D, k D, Mozgasegyenletek
m m
1 - my X, = =Dy x, — k(x — x;)
L X1 LY
— . g )
OI1 I 0'2 ' - my X, = =D, x, —k(x, — X))

Kisérlet kettds-ingaval [0:41] Ekkor a jelenség tanulmanyozasa egyszeriibb, mivel

» akét csatolt rezgd rendszer teljesen azonos,

A— i )
» acsatolas gyengébb.
a mozgasegyenletek egyszertisodnek
m1:m2:m D1:D2:D
WAV A kisérlet értelmezése
N N * Az ingak mozgésa lebegés!

____________________________________________ * Ez azt mutatja, hogy egyszerre végeznek két kiillonbozo, de
Szemléltetés kozeh frekyveﬂnmaju harmonikus rezgést, hiszen a lebegés két
i ilyen rezgés Osszege.

Azonos fazisi sajatrezges . A kezdeti feltételek megfeleld megvélasztasaval elérhetjiik,

e — hogy a két rezgés koziil csak az egyik mutatkozzon meg.




A mozgasegyenletek megoldasa azonos oszcillatorok esetén
mx, =-Dx, —k(x,—x,) m(X,+x,)=—-Dx,—Dx,

mx, =—=Dx, —k(x, —x,) m(X,—X,)==Dx, +Dx, —k(x;, —x,)+k(x, —x,)

- D . |D
x1+x2:_;('xl+x2) <> G +oi¢,=0, ahol ¢ =x+x, ¢ o= "

)'c'l—)'éz:—D;zk(xl—xz) <> q2+m§q2=0, ahol g¢,=x-x, ¢ o,= D-’;2k
|
L q,(t) = 4, sin(o +a.,) g, és g, az u.n. x =(q, + %)/2
4, (t) = 4, sin(o,t +a.,) normal koordinatak X, =(q,—¢,)/2

x,(t) = ilsin((;)lt +o,)+ Iizsin((ozt +a,),
x,(t) = 1;‘ sin(of+a,)— ézsin(mzt +a,),

+ Tehat, a tomegpontok mozgésa két harmonikus rezgés osszege.
* Ha a csatolas gyenge ( k « D ), akkor a két frekvencia kozeli, igy lebegés jon 1étre.

* Hogyan érhetjiik el, hogy a mozgasban csak az egyik rezgés jelenjen meg?

* A g,-hez vagy q,-hoz tartoz6 rezgés eltlinéséhez nyilvan 4, =0 vagy 4, =0 sziikséges.
* 4, =0 esetén csak az o, korfrekvenciaji rezgés van jelen.
0)=x,(0)-x,(0)=0 x,(0)=x,(0
q.z( ) .1( ) .2( ) <> 1(0)=x,(0)
4,(0) = %,(0) - %,(0) =0 1(0) =v,(0)

4,=0 <=>

x,(6)=(4,/2)-sin(wt+a,) Azaz mindkét tomegpont o, korfrekvencidju — vagyis
) azonos frekvenciaji — harmonikus rezgést végez és a
X, (0) = (4,/2) sin(oyf +a,) rezgések fazisa megegyezik!

* 4, =0 esetén viszont csak az o, korfrekvenciaju rezgés jelenik meg!

q,(0)=x,(0)+x,(0)=0 <> x,(0) =-x,(0)
¢,(0)=x,(0)+x,(0)=0 v (0) =-v,(0)

4=0 <=>

x(1)=(4,/2)-sin(w,t +a,)  Azaz mindkét tomegpont o, kérfrekvenciaji — vagyis
$,(8) = —(4, /2)-sin(wyt + 1) ?j;)gngsi lfrgz\;::celﬁ]; t;‘[:Sa!rmomkus rezgeést végez €s a
Sajatrezgések

a rezgl rendszer azon rezgései, mikor a rendszer minden tagja azonos frekvencidju

harmonikus rezgést végez azonos vagy ellentétes fazisban.

A sajatrezgések frekvenciait sajatfrekvenciaknak nevezik.

» Megmutathatd, hogy altalaban egy /* szabadagi foku rendszernek f* darab sajatrezgése van.
A rendszer altalanos mozgésa a sajatrezgéseinek az 9sszege (szuperpozicioja).




« Nem azonos oszcillatorok esetén a mozgasegyenletet nehezebb megoldani, azonban ekkor is
megmutathatd, hogy a tomegpontok mozgasa két harmonikus rezgés 0sszege

x,(t)=c, -4 sin(of+a,)+c, A, sin(®,t+a,)
X,(t)=c,, - A sin(of+0,)+c,, - 4, sin(w,f + o)

* A sajatfrekvenciak €s a hozzajuk tartozo sajatrezgések mozgashoz vald hozzajarulasat leird
Cy1> C1p» Gy €8 €y, egylitthatok meghatarozasa nehezebb.

+ A sajatrezgések kisérleti szemléltetése kiskocsikkal (Pasco, m = 0,5 kg):

_39em Meért adatok:

/D =43,73N/m  D,=42,12N/m
WMMMN-«/WNWVWW*WVWWW”V I. =0,52 kg m, = 0,72 kg

V-scope :P sco sin 116,5 cm | k 25.9 N/m

Szamolt sajatkorfrekvencidk: ,=12,68 Hz (T, =0,76s), ®,=19,74Hz (7,=0,505)
Az egyiitthatok viszonya: ¢, =13333-¢,, c,, =—0,5417 - ¢,,

Azonos fazisu sajatrezgés (1) Ellentétes fazisu sajatrezgés (2)
x,(0)=13333-x,(0), v,(0)=13333-v,(0)
x,(0)=t8cm,

x,(0)=x6cm,

x,(0)=-0,5417 - x,(0), v,(0)=-0,5417-v,(0)
x,(0)==%3,25cm,

v,(0)=7(0)=0 x,(0)=F6cm,

v,(0)=v,(0)=0

Belathatd, hogy a rezgd rendszer mechanikai energidja a sajatrezgések energidinak osszege.

harmonikus rezgés energidja: E= 1 mv?: + 1 Dx* = 1 m (x2 + o> xZ)
2

N s 1 1 1
A vizsgalt rendszer energiaja F = > v+ P Vi + ED] X7+ EDZ x5 + Ek(xl -x,)

m =m,=m 1 1 1
b esetén E =m [xl2 +5c22]+ ED [xf +x22]+5k(x1 -x,)’

Az energiat megadé képletbeli mennyiségeket ¢, = X, + X, x, =(q,+9,)/2
kifejezhetjiik a normalkoordinatakkal: g, =X, — X, < x, =(q,—4,)/2

) 2 ) 2 2, 2
W= q:lq2+q2 +4 Cli%ﬂlz _ 4 erqz

.2 L. ) ) .. ) ) )
)'C]2+5622=q1 +2q‘1‘-%+% +Q1 2‘141‘%""12 _49 ;%

1 q-z q-z 1 q2 q2 1 2 1 m|: D 2:| I m [.2 D+2k 2:|
E=—m*2—224+_pH L2, |g = —— = + - +
2 2 2 2 2 > 22 I 2 2 m | =

E:; Y [% +C01Q1 ]+ 2 [q2 +(o§q22 ]

S
Altalanosabban [ szabadsagi foku rendszer esetén: E= Z




Tovabbi példak és alkalmazasok csatolt rezgésekre

»  Wilberforce-inga

* Paraméteres inga

* Rezgések csillapitasa (hajok: Frahm-féle tank, felhdkarcoldk)




