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l. Bevezetés

Az emberiséget régota foglalkoztatja a jelek — Ilehetdleg minél gyorsabb és
torzitasmentes — tovabbitdsa. Hulldmok terjedésével kapcsolatban — a kiilonféle
szempontoknak jobban megfeleld — szamos sebességet szokas definidlni [1-3]. Mi itt csak
azokat emlitjiik meg, amelyek a dolgozatban kifejtett t¢émaval kapcsolatba hozhatok:

e afazissebesség, egy szinuszos hullam azonos fazisu feliileteinek sebessége;

e acsoportsebesség, amellyel a hullamcsomag (impulzus) terjed;

e a frontsebesség, ami egy 10késszerlien keltett zavar (mint amilyen egy jel hirtelen be-

kapcsolésa is) terjedési sebessége.
Sommerfeld ¢s Brillouin ramutattak [1], hogy bizonyos térrészben a csoportsebesség
szuperluminalis lehet, azaz nagyobb, mint ¢, a fény vakuumbeli sebessége. Garrett és
McCumber részletes szamitasokkal megmutattidk [4], hogy egy Gauss-impulzus diszperzidval
rendelkez6 kozegben szuperluminalis csoportsebességgel haladhat, s mégis az eredeti Gauss
alakhoz képest csak csekély mértekli alakvaltozast szenved el. A jelenséget Chu és Wang
pikoszekundumos lézer impulzusokra kisérletileg igazolta [5].

Ezen szerzék mind hangsulyozzak, hogy a szuperlumindlis csoportsebesség nem all
ellentétben a relativisztikus (einsteini) oksaggal, s6t megmutattak, hogy éppen az oksag elve
koveteli meg, hogy diszperziv kdzegben a csoportsebesség a spektrum valamely részén
szuperluminalis legyen [6]. Szamos fizikai jelenségnél felléphet szuperluminalis jelterjedés.
Ilyen példaul a kvantummechanikai alaguteffektus, és a hozza hasonld elektromégneses
hullamok terjedésével kapcsolatos klasszikus elektrodinamikai jelenségek. A jelenségek rész-
letesebb targyaldsat, torténeti és irodalmi attekintését az érdekl6dd olvaso az dsszefoglald
jellegti [7, 8] hivatkozasokban taldlja meg. A jelenségek koziil mi csak néhdnyat sorolunk fel.

Szuperluminalis csoportsebességeket figyeltek meg példaul mikrohulldmt impulzusok



terjedésénél [7, 8], optikai impulzus dielektrikum tiikrokon valé athaladdsanal [7, 8] és a
geometriai optika altal tiltott tartomanyokban terjedd fény esetén [7] (példaul elhajlas esetén).
Az alaguteffektus klasszikusan tiltott jelenség. Az itt felsorolt jelenségek mindegyike
kapcsolatba hozhatd az evanenszcens hullamokkal, igy szamos szerzé hajlamos az
evanenszcens hullimoknak tulajdonitani a szuperluminalis jelterjedést. Azonban kimutattak,
hogy az elhajlds a geometriai optika altal megengedett térrészben is létrehozhat
szuperluminalis terjedést [9] (ilyen példaul a fokuszallas).

A szakirodalomban szdmos helyen lehet olvasni, hogy ha a csoportsebesség nagyobb,
mint ¢ vagy negativ, akkor nem tulajdonithaté neki fizikai jelentés (példaul [10]). A fent
emlitett kisérleti és elméleti tanulmanyok vilagossa tették, hogy a szuperluminalis csoport-
sebességek semmiképpen sem ,,fizikatlanok™, azaz pontos jelentésiik lehet. Sommerfeld és
Brillouin utdn még szamos szerzd kijelentette, hogy nem a csoportsebesség, hanem sokkal
inkabb a frontsebesség az, amely az einsteini kauzalitds miatt nem lehet c-nél nagyobb.
Sajnos, egy lokésszerti tulajdonsdg bevezetése, amely a kisérletileg is megfigyelhetd
frontként szolgalna, nehéz, ¢és ezt még nem végezték el a mikrohulldmt és az optikai
rendszerekben. Ez egyeseket arra késztetett, hogy megkérddjelezzek a frontsebesség jabb
kisérletekhez valo szlikségességét.

Szakdolgozatomban bemutatok egy egyszer linearis erdsitot, amely latszélag az oksag
elvével (a kauzalitassal) nem egyez6 impulzusterjedést mutat, s amely vildgosan illusztralja a
jelatvitel és a kauzalitds kérdéseit. Ennek az elektronikus rendszernek szdmos elénye van a
mikrohulldmu és az optikai rendszerekkel szemben:

o Az er6sitd egyszerl elvii és olcsd elektronikai komponensekbdl allithatdé Ossze, igy
hallgat6i laboratériumban is tanulmanyozhatd. A gyakorlati elényein tal még lehetové
valik az oksag elvének latszolag ellentmondé impulzusterjedés eredetének vilagosabb

tanulmanyozasa, példaul az alaguteffektus és az anyagi kozeg komplikacioi nélkiil.



o Az erdsitében lejatszodo jelenségek iddskaldjat hosszinak lehet valasztani, ami lehetévé
teszi az impulzusterjedés megfigyelését valds id6ben, illetve ami még ennél is fontosabb,
lehetové teszi a jelek 10késszerli megvaltozdsaival (az w.n. ,.frontokkal”) végzendd
kisérleteket.

o Az er6sit0 karakterisztikajaban, alacsony frekvencidknal, a térbeli terjedés miatt 1étrejovo
késések elhanyagolhatoak, igy a relativisztikus oksag elve, amely az idédimenzidé mellett
tartalmaz legalabb egy térdimenziodt is, redukélhaté egy egyszeriibb problémara, amely

csak 1d6dimenziot tartalmaz.

A dolgozatban kifejtett téma alapgondolatdit az irodalomjegyzék [11] cikkébdl
meritettiik, de néhany dologban eltértiink téle ¢és a témat részletesebben fejtettiik ki.
Megvaltoztattuk a rezonanciafrekvenciat, 50 Hz-r6l 32 Hz-re, €s az erdsitést is csokkentettiik
a csoportkésés lényeges valtozadsa nélkiill. Tovabba a méréseket Osszehasonlitottuk az
elmélettel, valamint a csoportkésés bevezetésénél hasznalt kozelitést is Osszevetettiik a
numerikus eredményekkel. A dolgozat egyik f6 célja az volt, hogy hallgatéi laboratoriumi
gyakorlatot dolgozzunk ki az idéfliggetlen linedris rendszerek vizsgalatara és a jelterjedés és

a kauzalitas tanulmanyozasara.



ll. Az idéfuggetlen linearis rendszerekrol

Ebben a fejezetben az iddfiiggetlen és linedris rendszerekrdl szolé azon ismereteket
foglaljuk 0ssze, amelyeket a dolgozatban felhasznalunk. Az egyszeriiség kedvéért csak olyan
rendszereket vizsgalunk, melyeknek mind a bemente, mind a kimenete egydimenzids, azaz
mindkettd egyszerli skalar fiiggvénnyel adhaté meg. A bevezetett fogalmak konnyen
altalanosithatok tobb dimenzids bemenetek és kimenetek esetére [12].

Egy rendszer linearis, ha érvényes ra a szuperpozicio elve. Ez azt jelenti, hogy ha
valamely u;(¢f) és ux(f) gerjesztésekhez rendre y;(f) és yi(f) feleletek tartoznak, akkor
u(t) = cyu (t) + coux(t) gerjesztésre a felelet y(¢) = c;y,(t) + c2y2(t), ahol c¢; és c; tetszdleges
allandok. Idofliggetlen a rendszer, ha a gerjesztés €s a felelet kapcsolata nem fiigg attol az
1doponttol, amikor a gerjesztés hatni kezd. Ha tehat az u(¢) gerjesztéshez az y(r) felelet
tartozik, akkor az u(z-t) gerjesztéshez y(z-t) a felelet. Az idéfiiggetlen rendszert gyakran
invariansnak is nevezik.

Linearis ¢és invaridns rendszereket tobbnyire valamilyen linedris konstans egyiitthatds
differencidlegyenlet(rendszer) ir le [12, 13]. Ilyenek példaul az idében valtozatlan paraméterii

lineéris elektromos héaloézatok. A dolgozatban mi is egy ilyen aramkort tanulmanyozunk.

Rendszerjellemzé fiiggvények

Linearis, idofiiggetlen rendszerek leirasanal fontos szerepet jatszanak az ugynevezett
rendszerjellemzo  fiiggvények, melyen olyan fiiggvényt értiink, aminek az ismeretében

tetsz6leges bemenetre megadhatd a vélasz (nyugalomban 1évé rendszer esetén'). Nem

' Ha a rendszer nincs nyugalomban (azaz az x, kezddallapota nem zérus), akkor a rendszerjellemzd
fliggvényekbdl kiszamithatd valaszhoz bizonyos — stabil rendszerek esetén idében exponencialisan csillapodd
(tranziens) — folyamatok hozzaadddnak. Ezek azonban csak az x, kezddallapottol és a rendszer jellemzGitol

fiiggnek, a gerjesztéstdl nem.



lényegtelen tovabbi szempont, hogy a rendszerjellemzd fiiggvény méréssel ellendrizhetd

legyen.

Az atmeneti fiiggvény és a sulyfiiggvény
Az id6tartoméanyban két fontos rendszerjellemzo fiiggvénynek van jelentdsége:

o Az atmeneti fiiggvényen a nyugalomban (egyensulyban) 1év6 rendszernek az egységugras

fiiggvény bemenetre adott valaszat értjlik, ahol az egységugras fiiggvényt az

o 0, har<O .
(1) = I, kiilonben (1)

egyenlet definiélja.
o A sulyfiiggvényen a Dirac-féle deltafliggvény (impulzusfiiggvény, 6(¢)) bemenetre adott
feleletet értjiik. A sulyfiiggvényt ezért sokszor impulzusvalasznak is szoktak nevezni.

Az atmeneti fliggvény kozvetleniil konnyebben meghatarozhato €s talan szemléletesebb is, a
stlyfiiggvény azonban szamitastechnikailag elénydsebb 2. Stabil rendszerek sulyfiiggvénye a
végtelenben eltiinik [13], mig az atmeneti fliggvényre ez nem feltétleniil igaz. Az altalunk
tanulmanyozott rendszernek is éppen ilyen az dtmeneti fiiggvénye. Az ilyen végtelenben nem
eltlind atmeneti fliggvény a konvolucios integralok és Fourier-transzformaltak kiszamitasanal
nehezebben kezelhetd. Példaul a Fourier-transzformaltjanak FFT-vel vald pontosabb
kiszamitasanal ablak fliggvényt kell hasznalni.

A tovabbiakban az atmeneti fiiggvényt k(7), a sulyfiiggvényt w(z) jeloli. Tudjuk, hogy a

sulyfliiggvény ismeretében tetszéleges u(¢) bemenetre az

y(t) = [wit—vyu(r)de 2)

> A (3) egyenletbdl latszik, hogy a felelet meghatarozasahoz nem magara az atmeneti fiiggvényre, hanem a
derivaltjara van sziikségiink. Mérésb6l meghatarozott atmeneti fiiggvény esetén ez még egy tovabbi numerikus

derivalast igényel. Mig a (2) egyenlet szerint a stlyfliggvénynél ez a kellemetlenség nem Iép fel.
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képlet szolgaltatja a valaszt [12, 13]. Ebbdl kiolvashato a stlyfliggvény szemléletes jelentése:
w(t-1) megadja, hogy a vélasz ¢ pillanatbeli értékéhez az u(7) gerjesztés milyen sullyal jarul
hozza. A gyakorlatban 3(¢) csak kozelithetd, egy normalt rovid impulzussal. A sulyfliggvény
annal pontosabban irja le a véges hosszisagli impulzushoz tartoz6 feleletet, minél rovidebb a
gerjesztd impulzus.

A k(¢) &tmeneti fliggvény ismeretében tetszoleges u(f) gerjesztéshez tartozo y(r) felelet a

Duhamel-tétellel [13] hatarozhaté meg:

¥ = [ k(=) u(vyde, (3)

ahol a k'(¢) a k(¢) disztribucios (altalanositott) derivaltjat jeloli. A (2) és a (3) egyenletekbol
lathato, hogy a sulyfiiggvény €s az atmeneti fiiggvény kozott aw(¢) = k'(¢) kapcesolat all fenn,

W)=ioK(o) (4)
frekvenciatartomanybeli fontos 6sszefiiggés adodik, ahol W(w) €és K(w) rendre a w(r) €s k()

figgvények Fourier-transzformaltjai, ahol a Fourier-transzformaciot a

W(w) = F{w(0)} = [ w(t) e"dt (5)

—00

formula definialja [13]. A tovabbiakban az F szimbo6lum a Fourier-transzformaciot jeldli.

Az atviteli fliggvény
Tovabbi fontos rendszerjellemzd fiiggvény az (5) egyenlettel definidlt W(w) fiiggvény,
melyet atviteli fiiggvénynek hivunk. Mivel a Fourier-transzformacio a konvolucios integralt
kozonséges szorzatba viszi at, a (2) egyenlet a frekvenciatartomanyban az
V(o) = W(o) U(o) (6)

Osszefiiggéshez vezet, ahol Y(w) és U(w) rendre az y(¢) és u(t) Fourier-transzformaltjai. Ebbol



inverz Fourier-transzformacioval a kovetkezd fontos 6sszefiiggést kapjuk:
- 17 o
() = F " {W(@)-Ulo)} = [ (@) Uw)-¢""dr, (7)

azaz W(m) is rendszerjellemz6 fliggvény, hiszen ismeretében a valasz kiszamithat6. A (6)
vagy a vele ekvivalens (7) egyenletbdl kdnnyen megmutathatod, hogy ha u(¢) =u, cosw,t,

akkor a hozza tartozo valasz:

() = A(y) -, cos(®t + 9(,)), ®)

ahol A(w) és p(w) az atviteli fliggvény amplituddja és fazisa, azaz
W(w) = A(w)-e . 9)
A (8) egyenletrdl leolvashat6 az atviteli fliggvény szemléletes jelentése: megmutatja, hogy a

rendszer hogyan valtoztatja meg a bemenetére kapcsolt harmonikus jel amplitudojat és

mennyivel tolja el a fazisat.

A fazis- és csoportkésés

Jelterjedés vizsgalatanal fontos szerepet jatszik a fazis- és a csoportsebesség. Mivel az
altalunk vizsgalt rendszernél csak az iddvaltozd [ép fel, a sebességek helyett az
1dédimenzidja fazis- és csoportkésést hasznaljuk. Mint ahogy mar az eldbb emlitettiik, a
rendszer 1doéfliggetlenségébdl és linearitdsabol megmutathatd, hogy ha a bemenetre szinuszos
rezgést kapcsolunk, akkor a kimeneten is a bemenettel egyezd frekvencidji szinuszos rezgés
1ép fel. A kimenet és a bemenet kozotti faziskiilonbségbdl szdrmaztathaté a faziskésés, a
kovetkezOképpen: Legyen u(f) = upcosmwot a bemend jeliink. A rendszer felelete erre a
gerjesztésre a (8) egyenlet szerint

Y(#) = A(wo) uo cos(wot + ¢(wo)) = A(0) 1o cos(wo(t — fp)),

ahol ¢, az wo korfrekvencidhoz tartozo faziskésés. Lathato ebbdl, hogy a £, faziskésés egy

adott o korfrekvencian a kdvetkezOképpen szamithato ki:



o)

t,(0)= (10)

Hasonldan a faziskéséshez, amely a fazis terjedési idejét adja, definidlhaté a csoport-
késés is, amelyen egy impulzus (hulldmcsoport vagy hullamcsomag) terjedési idejét értjiik.
linearis rendszeren, azaz legyen a gerjesztés

u,(t)=s(t)cosw,t (11)
alaku, ahol s(7) a jel iddbeli burkoldja és o= 2nvy. Az elméleti szamitdsoknal célszerli az
u,(f) valos jel helyett a szokasos komplex irdsmodot hasznalni, azaz

u(t) =s(t)-e" "
bemenettel szdmolni. Nyilvan u(f) = Re[u(t)]. A rendszer linearitdsa miatt hasonlé Ossze-
fiiggés all fenn a kimentekre is: y(f) = Re[y(¢)], ahol az y.(¢) az u(t), az y(¢) pedig az u(t)
bementekhez tartozd vélaszok. Az atviteli fliggvény amplitido- és faziskarakterisztikdjanak

(melyeket a (9) egyenlet definial) adott alakjat beirva a (7) egyenletbe, kapjuk:

[ A+ o) S@ e M. (12)

e

17 (orsto
0 :%:[OA((D)U(Q)) e/l gy = -
Az utols6 atalakitasnal bevezettik a p=o—-w, kozponti korfrekvencidhoz viszonyitott
korfrekvenciat és kihasznaltuk a Fourier-transzformalt eltolasi tulajdonsagabol kovetkezd
U(w)=F{u(t)} = S(o —wm,) Osszefiiggést, aholS(w) =F{s(¢)}. Ez a 1épés a numerikus
szamitasok miatt is célszerli, mert igy a vivofrekvenciabol szdrmazo 1dofliggés levalaszthato,

valamint a valasz burkoldjat és az wot linearis fazishoz viszonyitott (relativ) fazisat

konnyebben meg tudjuk hatarozni. Ugyanis a (12) egyenletet az

y(t)=q(t)e™"

alakba irva, a vélasz burkolgjat B(¢) = ‘q(t) , fazisat pedig @(r) = argq(t) szolgaltatja. Az ()
komplex valasznak megfeleld valos valasz nyilvan

10



v, ()= B(t)cos[ m ¢ +D()]. (13)

Ha a bemend jel keskenysavu a rendszer amplitiddkarakterisztikdjahoz képest, akkor a

o(®) oo kortli linedris kozelitésével, azaz ¢(w) =0, +0¢'(®,) (0 —wo,) felhasznalasaval a
valasz kozelitéleg:

i-(mO»H(pO) ©

§(0) = S [ A+ o) S ¢ lay,

Kihasznalva, hogy az A(w) lassan valtozik, a jelet alkotd spektralis tartomdnyon az
integralasnal dllandonak tekinthetd, tovabba bevezetve a

d
1,(@) = p'(@) =" (14)

definicioval egy idddimenzidju, csoportkésésnek nevezett mennyiséget, kapjuk, hogy
y(t) = A(oy) e u(t —1,) .
Az y(f) komplex valasznak megfeleld valos valasz pedig
Y. ()= A(w,)-s(t—1,)cos[® +@,], (15)
amelybdl lathatd, hogy a jel — a levezetésnél hasznalt feltételek teljesiilése esetén — a
kimeneten ¢, 1d6vel késobb jelenik meg és — mivel ‘ y(t)‘ ~ A(w,)-s(t—t,) — az alakja

megegyezik, az A(my) szorzotol eltekintve, a bemend jel alakjaval.

11



lll. A rendszer leirasa

A dolgozat hatralévd részében vizsgalt linedris idéfliggetlen rendszer elvi kapcsolési
rajza az 1. abran lathat6. Ez a rendszer elektronikai szempontbdl egy saverdsitd, amely egy
rezglkorrel (soros RLC korrel) az invertalé bemenetre visszacsatolt miiveleti erdsitobdl all. A
szamolasoknal az erdsitd minden elektronikai komponensét idedlisnak, értékeiket 1d6tol
fliggetlenek tételeztiik fel. A gyakorlati megvalositasnal a tekercs induktivitdsa L = 154,71 H,
az ellenallasok értékei R;=8,24kQ és R,=29,9 kQ, illetve a kondenzator kapacitdsa
C=158,8nF volt. Az L induktivitds értékét azért valasztottuk ilyen nagynak, hogy a
rezonanciafrekvencia alacsony legyen, és igy a vizsgalt frekvenciatartomany egyszerii
miszerekkel is vizsgalhato legyen. Természetesen egy ilyen nagy induktivitdis mar nem
valosithatd meg egy tekercs segitségével. Gyakorlati megvalositdsa példaul egy giratorral

lehetséges [14]. Az altalunk alkalmazott megvalositasat az A Filiggelék tartalmazza.

’ L ’
C —— 7
G v )
R, R,
O O (o] O
(@) - (b) -

1. abra: A linedris saverdsito elvi kapcsolasi rajza (a) é€s helyettesitési képe (b). A bementre kapcsolt
fesziiltséget u, a kimeneten fellépo fesziiltséget y jeloli.

12



A rendszer atviteli fiiggvényének kiszamitasa

A soros RLC rezgdkort helyettesithetjik egy Z impedancidaval (1. &bra). Az aramkor
miuikodésének részletes leirdsa a szakirodalomban megtalalhatd [14], ezért csak vazlatosan
ismertetjiik. Ha az aramkor bemenetére U szinuszos fesziiltséget kapcsolunk, akkor a
miuveleti erdsitd igyekszik a nem-invertdldé és az invertaldé bemenetein jelentkezd fesziilt-
ségeket kiegyenliteni, ezért jO kozelitéssel az invertdld bemeneten is az U szinuszos
fesziiltség jelenik meg. A rendszer idofiiggetlensége ¢€s linearitasa miatt a kimeneten
szinuszos fesziltség jelentkezik, jelolje ezt Y. Az U ¢és az Y fesziiltségek kozott a

fesziiltségosztasnak megteleld

U= r R
R +Z7
kapcsolat all fenn, amelybdl
Z(®)
Y(o)=|1+ R U)=Wo)U(»)
2

kapcsolat adodik. Az atviteli fiiggvény harmonikus gerjesztésekre vonatkozo jelentése szerint

((6) egyenlet) a zarojelben 1€vo kifejezés éppen az atviteli fiiggvény. A komplex impedancia
_ -1
Z(w) = [(R1 +iLa)) 1 +iCa)] értékét beirva kapjuk az atviteli fiiggvényt a frekvencia

fliggvényében:

1 1
W(w)=1+—-: - .
R, (R +iLo) +iCo

A késébbi szamolasok miatt célszerli bevezetni a P = R, /(2 L) csillapodasi tényez6t, a
rezgdkor o, =1 / JLC sajatkorfrekvenciajat és a T =R, C idéallandét. Igy az atviteli
fliggvény a

2B+iw
o’ +i2Bw

1
Wo)=1+—- —

T o (16)

N
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alakban all eld. Az induktivitds, a kapacitas ¢s az ellenallasok konkrét értékeit felhasznéalva

B=26.63 Hz, ®s=201.75 Hz (vs= 0y/2n =32.11 Hz) és T=4.75 ms.

A rendszer atviteli fliggvényének mérése szinuszos gerjesztéssel

Az atviteli fiiggvényt kétféleképpen mértik meg. Az elsé moddszernél a bemenetre
szinuszos gerjesztést kapcsoltunk és mértiik a rendszer szinuszos valaszat. A kimend ¢€s a
bemend jelek amplitidoinak hanyadosa a rendszer amplitidokarakterisztikajat (az atviteli
fliggvény A(w) amplitudojat), fazisallandojuk kiillonbsége pedig a faziskarakterisztikdjat (az
atviteli fiiggvény o(w) fazisat) adja meg. Az amplitidokat és a fazisallandokat a mért
gorbékre szinusz fliggvény illesztésével hataroztuk meg. A gerjesztést €s a hozza tartozo

valaszt egy 16 bites AD konverterrel mértiik (A Fliggelék).

0.6 -
5
4 0.3
kel
o 3 g 0.0+
= g
[ ©-03]
e 2 2031 b Then 1 s
© N 5000
T TSSesagan b ,".
1 e VPP VPV -0.6 -
0 : : : : . -0.9 . w2 . . .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
(a) frekvencia [Hz] (b) frekvencia [Hz]

2. abra: Az atviteli fiiggvény amplitudoja (a) és fazisa (b) a frekvencia fliggvényében. A mért
értékeket a korok, a szamolt értékeket a folytonos gorbe szemlélteti. A mérésnél harmonikus
gerjesztést hasznaltunk.

A harmonikus gerjesztést egy HAMEG HM 8030-5 jelgeneratorral allitottuk eld. A mérés
soran a frekvenciat a 0—24 Hz és a 38—100 Hz intervallumban 2 Hz-es, 24-28 Hz és a 34-38
Hz intervallumban 1 Hz-es, a 29-34 Hz intervallumban pedig fél Hz-es lépéskdzzel
valtoztattuk, tehat a rezonancia kornyezetében slirlibben mértiink.

Az amplitado- és a faziskarakterisztika a frekvencia fiiggvényében az 2. abran lathato. A

(16) egyenletbdl szamitott értékeket a folytonos gorbével, a mért értékeket pedig kis korokkel
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abrazoltuk. Lathato, hogy a mérés €s szdmolas kozott jo az egyezés.

A rendszer atviteli fliggvényének mérése impulzus gerjesztéssel

A méasodik mddszernél a bemenetre impulzusgerjesztést (kozelitd Dirac-delta fiiggvényt)
kapcsoltunk és mértiik a rendszer valaszat (a kozelitd impulzusvalaszt). A kimeneten mért
valasz Fourier-transzformaltja a rendszer (kozelitd) atviteli fiiggvénye. A Fourier-transz-
formaltat FFT-vel hataroztuk meg. Az atviteli fliggvény abszolutértéke a rendszer amplitudo-
karakterisztikajat, argumentuma pedig a faziskarakterisztikajat adja.

Egyetlen erdsitd altal 1étrehozott fazis- és csoportkésés tulsagosan kicsi ahhoz, hogy a
jelterjedést szemlélteté abrakon szemmel jol érzékelhetd legyen. Ezért a hatds novelése
érdekében tovabbi harom erdsitét kapcsoltunk sorba az eredeti erdsitonkkel. Egy ilyen két-,
harom- és négyelemili erdsitdlanccal a fazis- és a csoportkésést, a két-, harom- illetve
négyszeresére tudjuk ndvelni, s ebbdl kifolydlag az grafikonokon sokkal kdénnyebben
¢észlelhetd a bemenethez viszonyitott késés vagy sietés.

Egy A4y amplitaddju és At hossziusagi négyszogimpulzust alkalmaztunk gerjesztésként,
ami tulajdonképpen az A4,At6(¢) fiiggvény kozelitésének tekinthetd. Erre a fiiggvényre adott

valaszt (kozelitéleg A, Afw(t)-t) mértik a rendszer kimenetén. Azaz a mért gorbéket

elosztva ApAt-vel, éppen az impulzusvalaszt (a sulyfliggvényt) kapjuk, feltéve, hogy a
gerjesztd impulzus jo kozelitése a Dirac-deltanak. Egy, kettd és harom erdsitobol allo
rendszer esetén az Ap= 8.458 V, négy sorba kapcsolt erésitonél pedig 4o=4.943 V, és mind a

négy esetben a Ar = 244.141 ps volt.
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3. dabra: Az A, amplitido6ja Az =244.141 us hosszusagu négyszdgimpulzusra (kozelitdleg AoAt -5(¢)
gerjesztésre) adott mért valasz (kis korok), az egy (a), kettd (b), harom (c) és négy (d) sorba kapcsolt
er6sitobol allo rendszer esetén. A folytonos vonal pedig az (a-d) eseteknek megfelelé szamu sorba
kotott erdsitokbaol allo teljes rendszer sulyfiiggvényének AoAr —szeresét (ApAt -w(t) —t) mutatja.

A mérés eredménye és az elméleti impulzusvalasz 6sszehasonlitdsa a 3. abran lathat6
egy, kettd, harom és négy sorba kapcsolt erdsitd esetén. Késobb latni fogjuk, hogy az elméleti
impulzusvalaszokban fellép egy Dirac-delta (1asd a (17) egyenlet), ezt az abrazolasnal egy At
hosszlisagu és 1/At amplitaddju (tehat normalt) négyszogimpulzussal helyettesitettiik. A 3.
abran a fligglleges tengelyeket ugy skalaztuk, hogy a rezgés részletei jol lathatoak legyenek
¢s ezért a sulyfiiggvényben 1év0 Dirac-deltanak megfeleld “tiiske” csak az utolsd, (c) esetben
jelenik meg teljes egészében, a tobbinél pedig nem fér ki. A jol lathatosag kedvéért, a mért
impulzusvalaszt jelold koroket ritkabban tiintettiik fel, mint valdjaban azt mértiik.

Az elméleti impulzusvalaszokat a kovetkezoképpen kaphatjuk meg. Jeloljik az n sorba

kapcsolt azonos erdsitobdl allé rendszer sulyfiiggvényét wy(f)-vel. Mivel sorba kapcsolas
estén az atviteli fiiggvények Osszeszorzodnak, ezért w, (¢) = F*I{W" ((o)} , ahol W(®) egy
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erdsito atviteli fiiggvénye. A (16) egyenlet szerint W(w) = 1 + H(w)/T alakt, ahol

2B+io
S0’ +i2Bo’

H(w)=m

: ; H(w))" S HY (o) . : .
Mivel W' (w)=|1+ T =1+ E K T ¢s az inverz Fourier-transzformacié
k=1

linearis, ezért az n sorba kapcsolt azonos erdsitokbol allé rendszer sulyfiiggvénye

w0=50+3[ 110, ()

n
ahol (kj a binomialis egyiitthatok és a h, (t)=F"' {Hk (c))}. A k=1, 2, 3, 4 értékekre a

h(¢) figgvényeket a C Filiggelékben szamitottuk ki.

Az atmeneti fliggvény amplitado- és faziskarakterisztikdja a 4. dbran lathato a frekvencia
fliggvényében. A folytonos gorbék a (16) egyenletbdl szamolt elméleti, a kis korok pedig a
mért impulzusvalaszbol FFT-vel kapott kisérleti értékeket szemléltetik. Mint kordbban mar
emlitettiik, a (teljes) rendszert alkoto sorba kotott erdsitok szamanak megfelelden, négy esetet
vizsgéltunk meg. Mind a négy estben a szdmitott és a mért értékek, hasonléan a harmonikus
gerjesztéshez, jO egyezést mutatnak. Az elvi rezonancia gérbéknek a maximuma 31.904 Hz-
nél van, és itt az erdsités (amplitido) egy erdsitdre 5,069, n erdsitdbdl alld rendszer esetén
pedig ennek az n-edik hatvanya.

A masodik (egylovéses) modszer sokkal konnyebben kivitelezhetd, mint az elsé
modszer, mert itt az atviteli fiiggvény egy méréssel meghatdrozhatd, mig a harmonikus

gerjesztés modszerénél minden frekvencidn kiilon mérést kellett végezni.
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4. abra: Sorba kotott (azonos) erdsitokbol allé rendszer atviteli fiiggvényének amplituddja (a) és

"o

fazisa (b) a frekvencia fliggvényében. A sorba kotott erdsit
harom ill. négy. A mért értékeket a korok, a szamolt értékeket a folytonos gorbe szemlélteti. A

mérésnél impulzusgerjesztést hasznaltunk.
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Ketté vagy ennél tobb erdsitd estén, a nagy erdsités miatt, a rezonancia kdrnyékén nem
célszerli a harmonikus gerjesztés modszerét hasznalni, mert a bemenet amplitadojat kicsinek
(négy fokozat esetén példaul mV-os nagysagrendiinek) kell valasztani ahhoz, hogy a vélasz a

miiveleti erésité miikodési tartomanyaba essen.

A rendszer fazis- és csoportkésése
Az atviteli fiiggvény ismeretében a fazis- €s a csoportkésés kiszamithato (lasd (10) és
(14) egyenleteket). A fazis- és a csoportkésés explicit alakja az itt kifejtett téma

szempontjabol nem talsagosan 1ényeges, ezért

kiszamitasukat a B Fiiggelékben ismertetjiik.

Az 5. dbran, egy erdsito fazis- illetve csoport-

késését rajzoltuk fel. Tobb erdsitobol allo

rendszer esetén a fazis- és csoportkésések

40 60 80 100
frekvencia [Hz]

értékei a megfeleld fokozatok szamaval

szorzddnak. Jol lathatd, hogy mindkét keésés g sp.a. Egy erbsité fhzis- & csoportkésése a

frekvencia fiiggvényében. A fliggbleges tengelyt
pozitiv €és negativ eértékékeket is felvesz. A gy skalaztuk, hogy a szamunkra lényeges negativ

értékek jol lathatéak legyenek. A fliggvények
0 ms id6t egy vizszintes vonal jeloli. Ezen teljes menetét a beszart abra mutatja.

vizszintes vonal alatt, azaz a negativ értékeknél, siet a jeliink, mig a vonal felett, azaz a
pozitiv értékekre, a jel késik. Példaul, 15 Hz-en a kimeno jel 4 ms-mal (négy erdsitd esetén
4-4 ms = 16 ms-mal) elobb jelenik meg, mint a bemenet. A faziskésés 30,971 Hz frekven-
cianal zérus, mig a csoportkésés 23,559 Hz-nél és 41,303 Hz-nél nulla és a ketté kozott

pozitiv, masutt pedig negativ.

IV. Jelterjedés
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Az eddigiek soran lattuk, hogy rendszeriink csoportkésleltetése negativ értékeket is
felvesz. Ez a tény azt sugallja, hogy megfeleld vivofrekvencidju impulzust kapcsolva a
bementre, a valasz burkol6janak maximuma megelézheti a gerjesztés burkoldjanak maximu-
mat, és ha a csoportkésés szarmaztatdsanal hasznalt feltételek teljesiilnek, akkor a jel az
erdsitéstdl eltekintve torzitdsmentesen, a bemenetet megelézve halad 4t a rendszeren. A
kovetkezokben ezt a kérdéskort vizsgaljuk meg elméleti és kisérleti szempontbdl is.

s

u(t) = s(t)cos(2mv,t),

—4In2| —
ahol s(t)=A4,e (T) a jel burkoloja és 7 a jel iddbeli hossza (a burkold Gauss-gorbe

félértékszelessége). A (12) egyenletben szerepld S(w), ennek megfeleléen esetiinkben:

o’

Tc - n
S(w)=F{s(t)} = 4,1 g € 16In2

A kisérleteknél az id6 nullpontjat gy valasztottuk, hogy a Gauss-gorbe csucsa, azaz a
bemenet maximuma, 7=0-nal legyen. Igy konnyli megallapitani a kimend jelnek a
bemenethez viszonyitott késését illetve sietését. A bemend jelet egy 14 bites kartyaval (DA
konverterrel) allitottuk el6. Az A, amplitadét egy fesziiltségosztoval szabalyoztuk, annak
érdekében, hogy a valasz fesziiltsége a miiveleti erdsitd és a jelet regisztrald6 AD konverter
miikodési tartomanyaba (azaz [-10 V, 10 V] intervallumba) essen. A mérés soran 4096
pontban mintavételeztiink és a mintavételezési idokoz 244.141 ps volt. A vizsgalt rendszer, a
hasznaltunk, ha a vivéfrekvenciahoz tartoz6 csoportkésés negativ, és két erdsitt, amikor a
csoportkésés pozitiv. Ugyanis az utobbi estnél — a rezonancia kérnyékén — sokkal nagyobb az
erdsités €s a csoportkésés értéke is, igy mar két fokozat hatasa is konnyen szemléltethetd az

abrakon.
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Mérési eredmények és a szamitasok 6sszehasonlitasa

A soron kovetkezd abrak a mérési eredményeknek az elméleti értékekkel vald
Osszehasonlitasat szemléltetik. A valasz szdmolt értékeit a (12) egyenletbdl nyertiik
numerikus integraladssal. A numerikus szamolasokndl nem —oc—t8l + oo —ig integraltunk,
hanem egy alkalmasan valasztott frekvenciaablakban.

Eloszor vizsgaljunk olyan bemeneteket, melyeknek vivofrekvencidjan a csoportkésés
negativ. A 6. abran a vy =0 Hz vivéfrekvenciaju és 1 = 60 ms hosszisagu gerjesztés €s a ra
adott valasz lathatd. A kimend jel maximuma idében 15,231 ms-mal el6bb jelentkezik, mint a

bemend jelé. Ez jo egyezést mutat a 0 Hz vivdfrekvencidhoz tartozé csoportkésés -15,095 ms

értékével.
8- 81
6 ®

,I “
burkold /4 W
4 o/ \
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' 4 [ N
4 g v
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6. abra: Egy 60 ms félértékszélességii Gauss-
gorbe alakt gerjesztésre (pontozott vonal) adott
valasz az id6 fiiggvényében (folytonos vonal). A

7. abra: Egy 6 Hz frekvencidju, 60 ms félérték-
szélességli Gauss-gorbével burkolt gerjesztésre
(pontozott vonal) adott valasz az id6 fiiggvényé-

kis korok az elméletbdl szamolt valaszt jeldlik. ben (folytonos vonal). A kis korok a szamolt

valaszt jelolik. A valasz szamolt burkolojat a
szaggatott vonal mutatja.

A 7. ébrén egy 6 Hz frekvencidju, 60 ms hosszii Gauss-gorbével burkolt gerjesztést és a
hozza tartoz6 valaszt abrazoltuk. Az el6zd esethez hasonldan a kimenet itt is siet, méghozza
13,735 ms-mal a bemenethez képest. Ehhez a frekvencidhoz tartozé csoportkésés -15,452 ms.
lathat6. A kimend jel burkol6janak maximuma idében 15,488 ms-mal el6bb jelentkezik, mint

a bemend jelé, ami jo egyezést mutat a 12 Hz vivéfrekvencidhoz tartozo —16,044 ms
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csoportkéséssel. A 9. dbran a 18 Hz frekvencidji, 120 ms hosszi Gauss-gorbével burkolt

bemenetet és a hozza tartozo feleletet abrazoltuk. A 12 Hz-es esethez hasonloan a kimenet itt

is siet 6,640 ms-mal a bemenethez képest. Ehhez a frekvenciahoz -14,227 ms csoportkésés

tartozik.
9 o . .
6 RN 1 4:""“‘_ .
3 _ ": . 0]
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8. abra: Egy 12 Hz frekvenciaji, 120 ms fél-
értékszélességli Gauss-gorbével burkolt gerjesz-
tésre (pontozott vonal) adott valasz az ido
fliggvényében (folytonos vonal). A kis kordk a
szamolt valaszt jelolik. A valasz szamolt
burkolojat a szaggatott vonal mutatja.

cre

9. abra: Egy 18 Hz frekvenciaju, 120 ms fél-
értékszélességli Gauss-gorbével burkolt gerjesz-
tésre (pontozott vonal) adott valasz az id6
fiiggvényében (folytonos vonal). A kis korok a
szamolt valaszt jelolik. A valasz szamolt
burkolojat a szaggatott vonal mutatja.

lathatd. A kimend jel burkoldjdnak maximuma idében 7,371 ms-mal elébb jelentkezik, mint a

bemend jelé. Ez jo egyezést mutat a 60 Hz vivéfrekvencidhoz tartozo csoportkésés -7,714 ms

értekével. A 11. abran egy 75 Hz frekvenciaju, 60 ms hosszi Gauss-gdérbével burkolt

gerjesztést €s a hozza tartozo valaszt abrazoltuk. Az eldbbi esethez hasonldan a kimenet itt is

siet 5,104 ms-mal a bemenethez képest. Ehhez a frekvencidhoz —4,842 ms. csoportkésés

tartozik.

22




feszlltség [V]

"20 0
id6 [ms]

-40

80 -60

9+ . .
szamolt valasz
= |
I3 0
8 1 '-
'9 T T T T T T T
-75 -50 -25 0 25 50 75
id6 [ms]

10. abra: Egy 60 Hz frekvenciaji, 60 ms hosszu-
sagu impulzusra (pontozott vonal) adott valasz az
id6 fiiggvényében (folytonos vonal). A kis korok
a szamolt valaszt jelolik. A valasz szamolt
burkolojat a szaggatott vonal mutatja.

Most tekintsiink olyan gerjesztéseket,

11. abra: Egy 75 Hz frekvenciaju, 60 ms hosszu
impulzusra (pontozott vonal) adott valasz az id6
fliggvényében (folytonos vonal). A kis korok a
szamolt valaszt jelolik. A valasz szamolt
burkolojat a szaggatott vonal mutatja.

melyeknek a kozponti frekvencidjan pozitiv a csoportkésés. Amint azt mar emlitettiik, a

csoportkésés pozitiv értékei nagyok, ezért a szemléltetéshez elegendd két erdsitdt sorba kotni.

A 12. 4dbran egy 32 Hz vivdfrekvencidji €s 40 ms hosszlisagu gerjesztés €s a rd adott valasz

lathatd. A kimend jel burkoldjadnak maximuma idében 26,474 ms-mal késébb jelentkezik,

mint a bemend jelé. A 13. dbran a 32 Hz frekvencidju, 120 ms hosszi Gauss-gdrbével burkolt

gerjesztést €s a hozza tartozo valaszt abrazoltuk. Az eldbbi esethez hasonloan a kimenet itt is

késik 43,771 ms-mal
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12. abra: Egy 32 Hz frekvenciaju, 40 ms hosszu  13. abra: Egy 32 Hz frekvenciaju, 120 ms

gerjesztésre (pontozott vonal) adott valasz az id6
fliggvényében (folytonos vonal). A kis korok a
szamolt valaszt jelolik. A valasz szamolt
burkolojat a szaggatott vonal mutatja.
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hosszli bemenetre (pontozott vonal) adott felelet
az id6 fluiggvényében (folytonos vonal). A kis
korok a szamolt valaszt jelolik. A valasz szamolt
burkolojat a szaggatott vonal mutatja.




a bemenethez képest. Mindkét esetben, a 32 Hz vivéfrekvencidhoz tartozd csoportkésés
58,771 ms. A jel késése és a csoportkésés kozott jelentds az eltérés. Az eltérés okdra a
késObbiekben — csoportkésés szarmaztatdsanal hasznalt kozelités és a numerikus szamolas

Osszehasonlitasanal — tériink ki.

A valodi késés és a csoportkésés 6sszehasonlitasa

A fejezetben eddig a (16) egyenlet alapjan szamitott jeleket hasonlitottuk 6ssze mérési
eredményeinkkel. Elég jo egyezést lattunk a kettd kozott. A jel sietése vagy késése — a
varakozasnak megfelelden — a csoportkésés eldjelével 6sszhangban volt. Azaz azokon a
vivofrekvencidkon, ahol a csoportkésés negativ volt, a jel sietett, €s ahol pozitiv volt, ott
késett. Bar a jel valodi késése €s a csoportkésés értéke kozott kisebb—nagyobb eltérések
mutatkoztak. A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy mikor irja le pontosabban a jel késését a
csoportkésés. Ezért a csoportkésés szarmaztatasanal kapott kozelitd (15) egyenletbdl adodo
¢s a pontos (13) egyenletbdl numerikus szamoléassal nyert eredményeket vetjiik 0ssze. A
valodi késés és a csoportkésés jobb Osszehasonlithatdsaga kedvéért a két valasz (a kozelito és
a pontos) burkolojat is berajzoljuk majd az abrakra.

Héarom vivofrekvenciat és minden frekvencian két kiilonb6zé hossziusagii bemenetet
(azaz hat esetet) vizsgaltunk. Egy adott vivofrekvencian az elsd impulzus hosszat és
amplitudojat a mar mért esetekkel azonosnak valasztottuk, hogy a meglévé mérési
eredmények a kozelitéssel 6sszehasonlithatdak legyenek. A masodik impulzus amplitiddja az
elsdvel megegyezd volt, viszont a hosszat nagyobbnak valasztottuk, hogy a savszélessége
keskenyebb legyen ¢és igy a kozelités feltételei jobban teljestiljenek.

A 14. és 15. abran egy 12 Hz frekvencidju, az abrak sorrendjének megfeleléen 120 ms és

200 ms hossziisagi Gauss-impulzusokra adott — a numerikus szamolasbol adodé — valasz’ és

3 A tovéabbiakban a numerikus szamolasbol adodé vélaszt pontos valasznak, a csoportkésés szarmaztatasanal
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ennek analitikus kozelitésének 0Osszehasonlitasa lathatd ((a) rész). A kozelitd valasz
burkolojat (A(w,) s(¢ -t ) -t) szaggatott vonal, a pontos vélasz burkolojat (‘ y(t) ‘ -t ) pedig a
pontozott vonal jeloli. Ezek segitségével jol Osszehasonlithatd a kétféle valaszhoz tartozo
késés illetve sietés. Az abrak (b) része a pontos valasz fazisanak a wy ¢ linearis fazistol vald
eltérését (d(¢) —t) mutatja (lasd a (13) egyenletet). A beszart dbrak a bemenet €s a kimenet
(amplitado) spektrumat szemléltetik A nyilak a spektrum maximumaira mutatnak. Az atviteli
fliggvény jelentése szerint, a kimenet spektrumat, a bemenet spektrumanak és az atviteli
figgvény amplitiddjanak szorzata adja meg. Mivel esetlinkben az atviteli fliggvény
amplitiddja a jelet alkotd spektralis tartomanyon monoton novekedd, a kimenet spektruma
kissé megvaltozik, maximuma pozitiv irdnyba tolodik el. Az eltolddas a kisebb savszélesség
esetén kisebb. A kozelité és a pontos jel grafikonjait jobban megnézve (az abrak (a) részén)
¢észrevehetd, hogy a két rezgés frekvenciaja kissé eltér egymastol, méghozza a pontos jel
frekvencidja a nagyobb. Ez a kismértékli frekvenciavaltozas éppen a kimenet spektrumanak
maximum eltolodasaval magyardzhatdo meg szemléletesen.

A frekvenciavaltozas analitikus leirdsdhoz a ®(r) faziseltérést kell megvizsgalnunk. A
pontos vélasz wg ¢ + ®(7) fazisa egy adott 7, idépont kis kdrnyezetében wy(to) ¢ +'¥(#o) linearis
kifejezéssel kozelithetd, és mivel a B(f) burkold a rezgéshez képest lassan valtozik, a ¢,
idOpont kis kornyezetében az y.(f) pontos valasz egy B(t) amplitudoju, vy(to) = op(t0)/(21)

frekvencidju és ‘P'(1p) kezd6fazisti harmonikus rezgéssel kozelithetd. Az igy értelmezett vy (7)

kapott analitikus kozelitést kozelitd valasznak fogjuk nevezni.
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14. abra (a): Egy 12 Hz frekvencidju, 120 ms
hosszi Gauss-impulzusra adott pontos (folytonos
vonal) és kozelitd (kis korok) valasz. (b): A pon-
tos jel ®(r) faziseltérése és kobos polinom-
kozelitése. A beszart abran a bemend és a
kimendé jel amplittdé spektrumat latjuk a
frekvencia fiiggvényében. A nyilak a maximum-
ra mutatnak

15. abra (a): Egy 12 Hz frekvenciaju, 200 ms
hosszi Gauss-impulzusra adott pontos (folytonos
vonal) és kozelito (kis korok) valasz. (b): A pon-
tos jel ®(r) faziseltérése és kobos polinom-
kozelitése. A beszart abran a bemend és a
kimené jel amplitidd spektrumat latjuk a
frekvencia fliggvényében. A nyilak a maximum-
ra mutatnak

frekvenciat a tovabbiakban a jel pillanatnyi frekvencidjanak nevezziik. Konnyen meg-

mutathatd, hogy ,(f) nek az wy kozponti korfrekvenciatol vald eltérését €ppen a D(¢)

faziseltérés meredeksége adja meg, amelybdl a vy(¢) = vo+®'(¢)/(2n) egyenletet kapjuk a

pillanatnyi frekvenciara. Mindkét esetben a @(r) faziseltérés jol kozelithetd egy kobos

polinommal (®(¢)~ A, + A, t+ A, t> + A;¢’), amit az abrakon a szimboélumok szemlél-

tetnek. A polinom egyiitthatéit az 1. tdblazat tartalmazza. A kobos kozelitésbdl szamitva a

derivaltat, a frekvenciavaltozas a ¢ =0 idopontban 0,979 Hz és 0,319 Hz, a 1= 120 ms és

T =200 ms impulzushosszakra. Ezen értékek jo dsszhangban vannak a kimeneti spektrumok



maximumainak 0,936 Hz —es, illetve 0,312 Hz —es eltolodasaval.

Most vizsgaljuk meg, hogy mi torténik akkor, ha a vy vivéfrekvencia a rezonancia gorbe
masik oldalara esik, ahol a rendszer atviteli fliggvényének amplitidoja monoton csdokkend. A
16. és 17. dbrakon 60 Hz frekvenciaji — az abrak sorrendjében — 60 ms illetve 120 ms hosszi
gerjesztd impulzusra adott pontos és kozelitd valaszok lathatok (a). Az abra (b) része itt is a
pontos valasz ®(¢) faziseltérését és a d(7) kobos polinom kozelitését mutatja. A beszurt abrak
most is a bemenet ¢és a kimenet spektrumat abrazoljak. Mivel a jelet alkotd spektralis
tartomanyon a rendszer atviteli fliggvényének amplitidoja monoton csdkkend, a kimenet
spektruménak maximuma negativ irdnyba tolddik el. 60 ms hosszt impulzusra ez az eltolodas
-2,374 Hz-nek, mig 120 ms hosszasagnal -0,516 Hz-nek adoédott. A kobos kozelitésbol
szamitott frekvenciavaltozas a =0 id6épontban — az 1. tiblazat alapjan — -2,818 Hz,
T =60 ms-ndl, illetve -0,526 Hz, t =120 ms-nal. Az abrdk (a) részén jol lathatd, hogy a
kozelités a keskenyebb spektralis sdvszélesség esetén (azaz a hosszabb impulzusra) jobb,

.ami varhat6 is, hiszen ekkor sokkal jobban teljesiilnek a kozelités levezetésénél hasznalt

feltevések.

vo[Hz] 12 60 32

7 [ms] 120 200 60 120 40 250
Ay [rad] 1,2795 1,2019 3,5696 -2,5888 -0,3512 -0,3657
A, [rad/s] 6,1510 2,0030 -17,6980 -3,3050 -0,0950 -0,0410
A, [rad/s?] -0,0050 -1,8374-10* 0,0050 0,0030 -0,0030 -2,5969-10™
A5 [rad/s®] -5,8448:10° | -2,2363-10° | -5,7759-10" | 1,5496:10° | 2,1154-10° | -7,294810”

1. tablazat: A faziseltérés kobds polinom kozelitésének egyiitthatoi a kiilonféle paraméterekre.
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16. abra (a): Egy 60 Hz frekvenciaji, 60 ms
hosszi Gauss-impulzusra adott pontos (folytonos
vonal) és kozelito (kis korok) valasz. (b): A pon-
tos jel ®(r) faziseltérése és kobos polinom-
kozelitése. A beszart abran a bemend és a
kimené jel amplitidé spektrumat latjuk a
frekvencia fliggvényében. A nyilak a maximum-
ra mutatnak

17. abra (a): Egy 60 Hz frekvenciaja, 120 ms
hosszu Gauss-impulzusra adott pontos (folytonos
vonal) és kozelité (kis korok) valasz. (b): A pon-
tos jel ®(r) faziseltérése és kobos polinom-
kozelitése. A beszirt abran a bemend ¢és a
kimen6 jel amplittdé spektrumat latjuk a
frekvencia fiiggvényében. A nyilak a maximum-
ra mutatnak

Ezek utdn nézziik meg, hogy milyen eredményre vezet a kozelités, ha a vivofrekvencia a

rezonancia kozelébe esik. Nyilvan itt varhatdé a legrosszabb egyezés, hiszen ezen a

tartomdnyon valtozik a rendszer atviteli fiiggvényének az amplitidoja a leggyorsabban.

Mivel ezen a tartomanyon az erdsités €és a csoportkésés is nagy, csak két erdsitobol allo

rendszert vizsgaltunk. A 18. és 19. dbran egy 32 Hz frekvencidjl, — az abrak sorrendjében —

40 ms és 250 ms félértékszélességli Gauss-gorbével burkolt bemenetre adott kozelitd és

pontos valaszok rajzolodnak ki az i1d6 fiiggvényében. A folytonos vonal most is a nem

kozelitett, azaz a pontos feleletet, mig a kis korok a kozelitett vélaszt jelolik. Nagyon nagy
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eltérést tapasztalunk a két valasz kozott, hiszen a rezonanciatartomanyban vagyunk, ahol az

atviteli fiiggvény amplitudoja gyorsan valtozik a bemenetet alkotd spektralis tartomanyon.

Ezért a 18.b dbra beszart grafikonjan, a kimend jel spektruma inkabb hasonlit a rendszer

atviteli fliggvényének amplitudojara (lasd a 4.a abra masodik sorat), mint a bemenet

spektrumara. Ennek kovetkeztében, maga a valasz (18.a &bran), inkdbb a rendszer

sulyfliiggvényére (3.b dbra) emlékeztet. A beszurt abrakon lathato Av értéke -0,087 Hz, illetve

250 ms hossza

gerjesztés esetén Av =-0,019 Hz. A faziseltérés kobos polinom kozelitésének egyiitthatoibol

szamolt frekvenciavaltozasok rendre, -0,015 Hz és -0,006 Hz. Itt nem tapasztalunk jo
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18. abra (a): Egy 32 Hz frekvenciaji, 40 ms
hosszu Gauss-impulzusra adott pontos (folytonos
vonal) és kozelito (kis korok) valasz. (b): A pon-
tos jel ®(r) faziseltérése és kobos polinom-
kozelitése. A beszirt abran a bemend ¢és a
kimend jel amplitiddé spektrumat latjuk a
frekvencia fliggvényében. A nyilak a maximum-
ra mutatnak
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19. abra (a): Egy 32 Hz frekvenciaja, 250 ms
hosszu Gauss-impulzusra adott pontos (folytonos
vonal) és kozelité (kis korok) valasz. (b): A pon-
tos jel ®(r) faziseltérése és kobos polinom-
kozelitése. A beszirt abran a bemend ¢és a
kimen6 jel amplittdé spektrumat latjuk a
frekvencia fiiggvényében. A nyilak a maximum-
ra mutatnak.



egyezést a kimeneti spektrumok maximumainak eltoloddsaval, mert a kobds polinom nem
illeszkedik pontosan a ®(¢) faziseltérésre.

Az el6zé harom vivofrekvencidkra végzett szamitasok tehat azt mutatjak, hogy ha a
csoportkésés értelmezésénél felhasznalt feltevések jol teljesiilnek, akkor a kozelités és a
pontos numerikus szdmolas koézott igen jO az egyezés. Azt is lattuk, hogy a numerikus
szamitasok viszont kitlind egyezésben allnak a mérési eredményekkel.. Kovetkezésképpen a
csoportkésés — a kivant feltételek teljesiilése esetén —, még negativ értékek (azaz sietés)
esetén 1is, fizikai jelentéssel bir, tehat egyaltalan nem ,,fizikdtlan” mennyiség. A jel az
erdsitéstol eltekintve alakhiien (azaz torzitdsmentesen), és a bementhez képest éppen a

csoportkésés altal megadott id6 mulva Iép fel a kimeneten.

V. Arendszer kauzalitasa

Eddigi vizsgéalataink azt mutattdk, hogy jelterjedésnél a rezonancian kiviilre esé vivo-
frekvencidji keskeny sdvszélességli impulzus — az erdsitéstdl eltekintve — torzulas nélkiil, a
bementet megeldzve jelentkezik. Ez a tény latszolag ellentmond a kauzalitdsnak. Kauzalis
rendszernek az olyan rendszereket nevezik, melyekre a kimend jelet egy adott ¢ idépontban
csak a bemenet ¢ iddpontnal nem késébbi értékei hatdrozzdk meg, azaz a jelent csak a
multban és az adott pillanatban torténd valtozasok befolyasoljak. Mivel az altalunk vizsgalt
rendszernél a valasz siet a bemenethez képest, érdemes a kauzalitds szempontjabdl is meg-
vizsgélni a rendszeriinket. Egy linedris idéfliggetlen rendszer kauzalitasat a sulyfiiggvénye
hatarozza meg [13].

Ha egy rendszer kauzaélis, akkor a sulyfiiggvénye nullanal kisebb értékekre, nullat vesz

fel, és ez forditva is igaz, ha egy rendszer sulyfiiggvénye nullat vesz fel, nullanal kisebb
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értékekre, akkor a rendszer kauzalis. Tehat, ha # < 0-ra w(z) = 0, akkor a rendszer kauzalis
¢s forditva [13]. Ha 1t —t >0, azaz t>¢, akkor w(f—1) kiilonbdzhet zérustol, tehat a (2)
konvolucids integralban a t integraldsi valtozonak csak a 7-nél kisebb értékei szamitanak,

hiszen ezenttl mar w(z — 1) = 0. A (2) egyenlet a kdvetkezé modon alakul:
‘
W) = [wie—vyu(ds,
ami éppen azt jelenti, hogy az y(¢) valasz kialakitdsaban a gerjesztésnek csak a muiltban és a
jelenben felvett értékei szamitanak.

Az altalunk vizsgalt rendszer sulyfiiggvényét a (21) egyenlet mutatja, mely két tagbol
all. Az elsO tag egy Dirac-delta fiiggvény, mely ¢ <0 értékekre, definicidja szerint, nullat
vesz fel. A masodik tagban szerepld Ay(?) fliggvény, a (24) egyenletbdl lathatoan, tartalmazza
a O(r) egységugras fiiggvény tényezdt, amely — az (1) egyenlet értelmében — szintén nullat
vesz fel nullanal kisebb ¢ értékekre, ezaltal h(f)-re is teljesiil a kauzalitds feltétele. A
sulyfiiggvény mindkét tagja eleget tesz a kauzalitds feltételeinek. Ezzel matematikailag
belattuk, hogy tetszdleges szdmu sorba kapcsolt azonos erdsitdbdl allé rendszeriink: kauzalis
rendszer.

A kauzalitds viselkedést két kisérletsorozattal szemléltetjiik. A kisérletekhez négy
hosszusagu Gauss-impulzus gerjesztést kapcsoltunk a bemenetre, melynek a masodik felét (a
»hatat”) 1> 0 értékekre levagtuk. A masodik sorozatban a gerjesztés szintén Gauss-gorbe
alaku, de itt a gorbe elejét (a ,,frontjat”) vagtuk le bizonyos fesziiltségszint alatt. Mivel itt a jel
frontjanak terjedését vizsgaljuk, igen fontos a mérésnél fellépd zaj csokkentése. Ezért ezeknél
a kisérleteknél a mért kimenetet 15 mérés atlagabol nyertiik.

Az elsO kisérlet eredményét a 20. abran kovethetjilk nyomon. A rendszer vélasza erre a

gerjesztésre ¢ = 0-ig ugyanaz, mint a korabban mar targyalt teljes Gauss-gorbe alaku jelre
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20.abra. (a): A ,,hatan” csonkitott (=0 utan levagott) Gauss-gorbe gerjesztésre adott (mért) valasz
az 1d6 fliggvényében (folytonos vonal). A kis kordk a csonkitatlan gerjesztések megfeleld (mért)
valaszt jelolik (lasd 6.abran is). A gerjesztés szakadasa miatt a kimenet berezeg, melynek a kozel
fliggbleges vonalak felelnek meg. A beszurt abran a r=0 kis kornyezetét rajzoltuk meg. A
szimbolumok a mérési pontokat (azaz a mintavételeket) jelolik: az iires négyzetek a csonkitott
bemenet valaszat, az tires korok tovabbra is a csonkitatlan bementre adott valaszt, és a teli korok
pedig a bemenetet. (b): Csokkentett amplitiddju bementre adott valasz. Itt az ugras miatt bekdvetkezo
oszcillacio is teljesen lathato..

adott valasz (lasd 6.abra), majd ahogy hirtelen levagjuk a jelet, a kimenet is hasonl6 médon
»levagodik™ és erds oszcillacioba kezd. Hogy a berezgés a jelet regisztrald AD konverter
miikodési tartomanyaba (azaz [-10 V, 10 V] intervallumba) essen, a kimenetet csokkentett
amplitudoju bemenet esetére is megmértiik, ez lathatd az abra (b) részén. A beszurt kis abran
a kritikus (z=0) hely és kozvetlen kornyezete lathatd kinagyitva. Itt minden egyes mérési
pontot feltiintettiink. A teli korok a bemenet pontjait, az iires négyzetek a kimend jel pontjait,
mig az iires korok a csonkolatlan Gauss-gorbére adott valaszt jelolik. Tehat a bemenet adott
iddben torténd megvaltozésa, a kimenetnél is ugyanabban az adott idében jelentkezik és nem
elébb, azaz teljesiil a kauzalitas. A kisérletliink azt mutatja, hogy a kimenet maximuma nincs
oksagi viszonyban a bemenet maximumaval, hanem azt csak a megjelenéséig jelentkezd
gerjesztés hatarozza meg.

A maésodik kisérletsorozat eredménye a 21. 4dbran lathatd. A gerjesztések, mint mar
korabban is emlitettiik, 60 ms hosszisaghi Gauss-gorbe alakuak, melyeknek az elejét

bizonyos
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21. abra: Az elején Au szint alatt levagott 60 ms hosszil Gauss-gorbe alakt gerjesztésekre (folytonos
vonal) adott valaszok (pontozott vonal) az id6 fiiggvényében. A beszlrt kis abrak a levagasi id6
koérnyezetét mutatjak. A bementen fellépé Au nagysagh ugras helyét nyil mutatja.

fesziiltségszinteknél kisebb értékeknél levagtuk. A 21.(a) abran egy 2,22 mV fesziiltségnél*

levagott bemenetre (folytonos vonal) adott kimenet (szaggatott vonal) lathatd. Szinte hihetet-

* Az ugrés a jelet eldallito DA konverter kimenetén minddssze 10 kvantumugras volt, amit a fesziiltségosztoval

0,1815 -szeresére tovabb csokkentettiink.
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len, hogy ilyen paranyi kis valtozas a bemeneten, észreveheté mértékili valtozast eredményez
a kimeneten. A beszart kis abran e kritikus hely kdrnyezete jol vizsgalhato. A 21.(b) dbran
gerjesztéslinket 6,65 mV-nal vagtuk le, itt mar szembetiind a kimend jel véltozasa a
csonkitatlan kimenethez képest (lasd 6.4bra). A 21.(c—f) abrdk sorrendben 13,3 mV,
43,21 mV, 130,74 mV és 226 mV fesziiltségnél levagott bemenetet és a rd adott valaszokat
mutatjak.. Lényeges - amint azt a beszurt abrak is mutatjdk —, hogy a kimenet mindaddig
nulla, amig a bemenet is nulla. A bemeneten fellépd valtozas csak a megjelenésekor hat a

kimenetre, azaz a jelent itt is a mult és a jelen hatarozza meg.

Osszefoglalas

A dolgozatban egy linearis €s idofliggetlen rendszert, — egy egyszerli linearis erdsitot —
vizsgéltunk a jelterjedés €s a kauzalitds szempontjabol. Meghataroztuk a rendszer jellem-
zésére alkalmas atviteli fiiggvényt (lasd (16) egyenlet), amit kétféleképpen meg is mértiink.
Az els0 moddszernél a bemenetre szinuszos gerjesztést, mig a masodik modszernél,
impulzusgerjesztést (kozelitd Dirac-delta fiiggvényt) kapcsoltunk €s mértiik a rendszer
szinuszos illetve kozelité impulzusvalaszat. Abrazolva az atviteli figgvény amplitadéjat és
fazisat az 1d6 fiiggvényében (lasd a 2.¢s 4. abran), a szamitott és a mért értékek, mindkét
esetben, jO egyezést mutattak.

Az atviteli fiiggvény ismeretében meghataroztuk a fazis- és csoportkésést. A
csoportkésleltetés szempontjabol rendszeriink igen érdekes, mert negativ értékeket is felvesz,
ami azt jelenti, hogy megfeleld feltételek teljesiilése esetén, a jel az erdsitéstdl eltekintve
torzitasmentesen, a bemenetet megelozve halad at a rendszeren. Ezen kérdéskor elméleti és

e re

valasztottunk a rendszer gerjesztéséhez. El6szor olyan bemeneteket vizsgaltunk, melyeknek
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vivéfrekvencidjan a csoportkésés negativ, masodszor pedig olyat, ahol pozitiv. A szdmolt és
mért valaszok kozott, mind a nyolc esetben, jO egyezést tapasztaltunk, valamint a jel sietése
vagy késése — a varakozasnak megfelelden — a csoportkésés eldjelével 6sszhangban volt, azaz
ahol a csoportkésés negativ volt, ott a jel sietett, és ahol pozitiv volt, ott késett a bemenethez
képest.

Mindezek utan azt vizsgaltuk meg, hogy mikor irja le pontosabban a jel késését a
csoportkésés. Osszevetettiik a csoportkésés szarmaztatasanal kapott kozelitd (15) egyenletbdl
adodo ¢és a pontos (13) egyenletb6l numerikus szdmoldssal nyert eredményeket. Harom
vivéfrekvenciat és minden frekvencian két kiilonb6z6 hossziusagli bemenetet (azaz hat esetet)
vizsgaltunk. Ha a csoportkésés értelmezésénél felhasznalt feltevések jol teljesiilnek, akkor a
kozelités és a pontos numerikus szdmolds kozott igen jO egyezést lattunk, valamint a
numerikus szamitasok kitlind egyezésben alltak a mérési eredményekkel. Kovetkezésképpen
megallapithatjuk, hogy a csoportkésés — a kivant feltételek teljesiilése esetén —, még negativ
értékek (azaz sietés) esetén is, fizikai jelentéssel bir, tehat egyaltalan nem ,.fizikéatlan™
mennyiség.

Eddigi vizsgalataink azt mutattak, hogy jelterjedésnél a rezonancian kiviilre esd vivo-
frekvencidji keskeny savszélességli impulzus — az erdsitéstdl eltekintve — torzulas nélkiil, a
bementet megeldzve jelentkezik. Ez a tény latszolag ellentmond a kauzalitdsnak. Ennek
jartunk utdna a kovetkezdkben. A rendszer kauzalitasat a sulyfliggvényének vizsgalataval
igazoltuk. A rendszer kauzdlis viselkedését két kisérletsorozattal szemléltettiik. Az elsd
sorozatban egy Gauss-gorbe alaku gerjesztést kapcsoltunk rendszeriinkre, melynek a masodik
felét (a ,,hatat”) #> 0 értékekre levagtuk. A masodik sorozatban a gerjesztés szintén Gauss-
gbrbe alaku, de itt a gorbe elejét (a ,.frontjat”) vagtuk le bizonyos fesziiltségszint alatt. A
bemenet adott idében torténd megvaltozasa, a kimenetnél is ugyanabban az adott idében

jelentkezett és nem eldbb, azaz teljesiilt a kauzalitas. Kisérletiink megmutatta, hogy a kimenet
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maximuma nincs oksagi viszonyban a bemenet maximumaval, hanem azt csak a

megjelenéséig jelentkezd gerjesztés hatarozza meg.

Fuggelék

A. Az erésité megépitésével és a méréssel kapcsolatos megjegyzéesek

Az 1. &bran taldlhaté erdsitd elvi kapcsolasi ¥ _
TLO74 - T o
rajza, a gyakorlatban a 22.34bran lathato R
7
modon  nézett ki, a  kovetkez6 _I
. Rg
paraméterekkel: T
1
R,=299kQ, R;=10kQ, R4=119,7kQ, R;
T
Rs=299kQ, Re=10kQ,  R,;=33kQ, R, L] + .
C=158,8nF, C;=104nF.
R, T ¢
A pontozott vonallal bekeretezett rész
tartalmazza a nagy értékli L induktivitds I:] R,
O L el

akorlati megvalodsitasat e irator [14
&Y 8 &y 8 [14] 22. abra: Az er6sité gyakorlati megvalositasa. A

pontozott vonallal bekeretezett rész ekvivalens az
(1. abran talalhat6) L induktivitas és az R; ellen-
allas sorba kapcsolasaval.

segitségével. A bekeretezett rész ekvivalens
egy L induktivitds és az R, ellendllas sorba

kapcsolasaval, azaz az impedancidja [14] alapjan: Z = R, +i L o alaku, ahol

Ry R R, . R, Rs R,
 =————=824kQ és L=——7""—"C, =15471H.
R, R, R

Mint azt mar emlitettiik, hogy a jel késése vagy sietése nagyobb legyen, négy egymassal
azonos erdsitét készitettiink el. A négy azonos erdsitét a 23. dbran lathaté sorrendben és

modon 6sszekotve, fémdobozban, egymastol is learnyékolva helyeztiink el. A dobozban, a
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harmadik ¢és negyedik erdsité sorba volt kapcsolva. A blokkok segitségével meg tudtuk
valdsitani az aktudlis mérésekhez sziikséges — megfelelé szaml — sorba kapcsolt erdsitékbol

4ll6 rendszert.

szinuszos DA AD
- jelgenerator konverter konverter
1
1
1
1
1
1
1
1
* J u y u y u y u y
1 A
I
1
1
! O] o [ O]
1
! b
+ - - g Ocmenet kimenet 2—

23. abra: A mérési elrendezés vazlata. Az atviteli fliiggvény harmonikus gerjesztéssel torténd
mérésénél egy erdsitdbol allt a rendszer, és a gerjesztést egy szinuszos jelgenerator szolgaltatta. Az
atviteli fiiggvény impulzusgerjesztéssel valdé mérésénél és a jelterjedés vizsgalatandl a bemenetet a
DA konverter allitotta el6 és a kimenetet az AD konverter mérte. Az utdbbi esetekben az erdsitdket
sorba kotottiik.

Az erdsitok bemenetét és kimenetét, valamint a jelgenerator és a konverterek be- és
kimeneteit koaxialis kabellel kotottiik dssze. A visszacsatolas kikiiszobolésének érdekében az
er6sitok mindegyike kiilon stabilizdld IC-rél kapta a tapfesziiltséget. A jelterjedés
vizsgélatandl a jelet kibocsatdé DA konverter ¢és a kimenetet detektaldé AD konverter

egymashoz voltak szinkronizélva. Azaz a jel kiaddsakor indult a mintavételezés.

37



B. A fazis és a csoportkésés kiszamitasa

Mint azt mar megmutattuk, az erdsito atviteli fliggvénye a

W(o) =1 1 2B+iw
=]+ —
® T o -0’ +i2Bfo

egyenlettel ~ szamithatd  ki. Ha  bevezetitk a Q=o0/o,, 0=0,/(2pB),
K =1/(To,)dimenziomentes valtozokat, akkor az atviteli fiiggvény a kovetkez6 alaku:

1+ Qi Q)

Ww)=1+K Q(I—Q2)+iQ.

Ezt az Ae™ alakban felirva, egyszerii szamolassal adodik, hogy

=\/[K+Q(1—Qz)]2 + 1+ K]’ .

EE 0*(1-Q*)+Q?
Q1+ Q0K) Q
p(QQ) = arctgm — arctgm , (18)
ebbdl a faziskésés:
1 o(Q
t,(Q)= —m—s% (19)
A (18) egyenletet derivalva,
L (4K 0+K+0Q°) 0(1+Q?)
CQ*(1+K Q) +[Q(1—§22)+1<]2 o +0*(1-0%)"’
kapjuk a csoportkésést:
t,(Q)= —mij—g (20)

A (19) egyenletbdl latszik, hogy € = 0-ndl a faziskésés 0/0 tipusu, ¢, értékét a L Hospital-

szaballyal kapjuk

{_ s (p@)}_(p'm)_ 1K@ -1
('OS

¢,(0) = lim o o, = o DT

Q—0
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A (20) egyenlettel 6sszehasonlitva, ha o tart nullahoz, akkor a fazis- és a csoportkésés azonos

hatarértékhez tartanak, amely az 5. abran is jol 1athato.

C. Impulzusvalasz kiszamitasa a kiilbnb6z6 fokozatok esetén

A fentiek soran lattuk, hogy egy fokozat atviteli fiiggvénye a W(w) =1+ H(w)/T alakba
irhat6, ahol

2B+io
0 -0 +i2fo’

H(w)=

Tovabba megmutattuk, hogy n azonos erdsitd sorba kapcsoldsa esetén a teljes rendszer

H(o H* (o
atviteli fiiggvénye W" (o) = (1+%) =1+ Z( j (k ), ¢s ennek az inverz Fourier-
transzformaltja adja a teljes rendszer sulyfiiggvényét:

w=50+3 (1] 20, e

n
ahol (k] a binomialis egyiitthatok és a &, (1) =F"' {H" (0))} .

Végrehajtva a p=iwm helyettesitést, 1athatd, hogy a H(w)= H[p(w)] fliggvény a p

2B+p
+2Bp+0)

valtozd raciondlis tortfliggvénye: H(p) = 5, amelybdl mar konnyen felirhatjuk

a H"(p) fiiggvényt parcialis tortekre bontva. A felbontashoz elészor a nevezdben 1évo
polinom gydkeit kell meghatarozni. Nyilvan a H*(p)nevezdjének gydkei azonosak a
p>+2Bp+o’ polinom p; és p, gydkeivel, és mindkét gyok k multiplicitasa. A gyokok
egyszerll szamolassal adodnak:

p,=—Btio, ahol o, =0’ -p*.
Mivel a komplex szamok teste feletti irreducibilis polinomok legfeljebb els6 fokuak, a H* (p)

fliggvény parcialis tortekre bontédsa a kovetkez6 alaku:
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H )—ﬁ{ G, G } @2)
Pl o-p)" -]

(k) r r . r k r r1re ’ rre ,
ahol a C;’ komplex allandok. Kihasznalva, hogy H" (p) szamlaloja ¢és nevezdje egyarant

valos egylitthatos polinom, megmutathatd, hogy a két komplex allandd adott m esetén a j =1

(k)

és 2 értékekre egymas konjugaltjai, azaz C!)) =[C!¥)]*, ahol a * a komplex konjugalst

jeloli. Igy az (22) egyenlet, tovabbd p=iw helyettesités, valamint a p,="Btio,

gyokok értékei alapjan F'{ H* (o)} kiszamitasahoz az

F‘{ a+ib N a—ib }
[[3+i(03—03,,)]m [B+i(co+oor)]m

1
alaku kifejezéseket kell meghataroznunk. Ez pedig az F{G)(t) e® ’} = B+ Osszefliggés és
io

a Fourier-transzformalt o szerinti n-edik derivaltjara vonatkozé F"(w)=F { (i)' f (t)}

altalanos szabdly ismeretében viszonylag egyszertien kiszamithatd ( F(w) = F{ f (t)} és O(1)
az egységugras fliggvény). Mindebbdl az

n!

F{@(t) t" eiB’} = W

Osszefiiggés kovetkezik, amelybdl a Fourier-transzformalt linearitdsabol és a frekvencia

eltolasra vonatkozo tulajdonsdgabol mar egyszeri szamoléssal kapjuk:

» a+ib a—ib t"e P e e
F : T s =0 — —[(a+ib)e" +(a-ib)e
Bri(w-0)]" [Bri(e+o,)] n!
- ®(t);—n'e_ﬁ’ 2Re[(a+ib)e™] (23)

n

= @(t)—'e_ﬁ’2(a cos®,t —bsinw 1)
n!

Az (22) és a (23 egyenletek alapjan mar konnyen meghatarozhatjuk a /7 (¢) fliggvényt:
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c oy
m + m
B+i(co—co,,)] [B+i(co+co,,)]

:2®(t)e*‘3fzf(m_l)!

h()=F ' {H*(0)] = k Fl{
=l [ (24)

(Re[Cf,’;) Jeoso £ —Im[CM] sinm,,t)

A (21) ¢és a (24) egyenletekbdl tehat adodik a keresett sulyfiiggvény. A konnyebb

attekinthetdség kedvéeért megismételtiik a (21) egyenletet:

w, (£)=8(1)+ Z (Zj h"T(,f) . (25)

k=1

A tovabbiakban kozoljik az altalunk vizsgalt n =1, 2, 3 és 4 értékekre a sulyfiiggvény
explicit kiszdmitdsdhoz sziikséges C'Y) allandokat (m=1,...,k). Ezek tulajdonképpen az
elemi tortekre valdo bontasnal hasznalt barmelyik eljarassal meghatdrozhatok. Esetiinkben

talan a differencidlason alapul6 eljaras tiinik a legalkalmasabbnak. Az allanddkat a

C® — lim d* (p_pj)ka(P)
M oo dptT" (k —m)!

képletbél szamithatjuk ki, (j=1,2 és m=1,...,k), amely H*(p) konkrét formajat

hasznélva, a szimunkra érdekes C\% 4llandéra a

1 d" (p+2p)
ch — (p+ B) (26)

" (k=m)dp*™ \p-p,

P=n
Osszefiiggést adja. A (26) egyenletb6l meghataroztuk a n=1, 2, 3 és 4 értékekre a keresett

allandokat. A szamolasok konnyebb leirdsa miatt érdemes bevezetni kovetkezo allandokat:
X=£, A=1+X2, B=1-X7,
(’Or
C=1+6X"+5X", D=1-6X>+Xx*
Egy fokozat, azaz egy erdsitd esetén (k= 1):

c = {1-ix}
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A (23) egyenletnek megfeleléen
h(1)=F'{H(o)} =0(r)e™ {cosa)rt + Xsin(ort} .

Két fokozat, azaz két sorba kapcsolt erdsito esetén (k = 2):

iA B-i2X |
cy TS és  CY == illetve
_Bt
e . 4 .
h, (1) =0(¢) > {Bcosco,t+2Xsm0),t}t+— sin®, f |.
®

r

Hérom fokozat, azaz harom sorba kapcsolt erdsitd esetén (k = 3):

3idX X+i | 1-3X*-iX(3- X?) ,
CY=- 160’ CY =-34 l6. és CY = 2 , valamint
Pr34x 3At
h3(t):®(t)e { > sin(o,t——(Xcosoort—sin(o,t)+
8 | o, o,
+t2[(1—3X2)c0s03,,t+X(2+B)sinoart]}.
Négy fokozat, azaz négy sorba kapcsolt erdsitd esetén (k = 4):
@ iC @ C+i4A4AX @) 2X+iB @ D-i4BX
=TT 5 3 2 == 7, Gy =-4 , Gy =
2o, 32w, 8w, 16

h,(t)=0(t)e™ [3Csinc0,t - 3co,t{Cc0so>rt —4XAsincort} -

B0,’
—6(w,1)° A{2Xcosco,t —~ Bsincort} +
+ (cort)3{Dcosmrt +4XBsin(o,t}].
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Szatmari Sandornak a Kisérleti Fizikai Tanszék vezetdjének és Dr. Gingl Zoltannak, hogy a
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