Valo6szintiségelméleti és matematikai statisztikai alapfogalmak Osszefoglalasa
(Kemény Sandor - Dedk Andras: Mérések tervezése és eredményeik értékelése, kivonat)

Véletlen jelenség: okok rendszere hozza létre - nem ismerhetjiik mind, ezért sztochasztikus.

Véletlen hiba: figyelembe nem vett, egyenként kis hatasi valtozok ingadozasainak Osszessége, a
hiba atlagértéke a mérési szam novelésével nullahoz tart.

Sokasag és minta: pl. sorosiivegek millidi... De ez véges sokasag - végtelen sokasag pl. egy
tomegmeérés eredménye.
Meérés: a sokasag egy elemének kivalasztésa, véges szdmmal ismételve az lesz a minta, a mérés
mintavétel.

Valoészintiségi valtoz6: értéke nem &allandé, bizonyos valészintiséggel esik adott hatarok kozé.
(lehet diszkrét - folytonos)

Relativ gyakorisdg és valdszinidség

Vett minta — sokasag eloszlasa.
végtelen sokasag: relativ gyakorisdg megfelelGje a valészintség
(relativ gyakorisag: el6fordulésok szama osztva az Gsszes érték el6fordulasanak szamaéaval)
végtelen sok mérésnél a minta azonos a sokasaggal. Ekkor a relativ gyakorisag — valészintiség.
A val6szintség a relativ gyakorisag hatarértéke oo minta esetén.

Folytonos valdszintségi vdltozd siriség- és eloszldsfiggvénye
Osztalyba sorolds: Ax az ossztaly szélessége, x; az osztily kdzepe, az osztalyindex

Téglalapok teriilete ~ intervallumba es6 elemek szdmaval n;
Teriiletek Gsszege ~ minta elemszamaval (V)
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1. 4bra. A gyakorisagi hisztogram



Relativ gyakorisigi hisztogram: a téglalapok teriilete osztva az dsszteriilettel T
A teriilet Gsszege 1!
Els6 esetben a magassdg ~ z%, masodik esetben ~ (anix).

Ha N — oo (noveljiik a minta elemszamét), és az osztalyok szélességét csokkentjitk (Azx — 0)
a valdszintiség stridségfiiggvényt kapjuk meg:

f[:j*
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X, X +8x ¥
2. abra. ValOszintség siriségfiiggvény

rel. gyak.
= 1
N—o00, Az—0 Ax f(:E) ( )

Ertelmezése:

To+Ax

P(xg <z <zo+ Azx) = / f(z)dz = f(zo)Ax (2)
o

Kumulativ relativ gyakorisag: a val6szintségi valtozé x; vagy anndl kisebb értéket vesz fel.

Kumulclt relativ gyckorisdg | Fix)
bx

3. abra.

. kum.rel. gyak.



F(x) az eloszlasfiiggvény!

Fai) = [ " fe)de (1)

Ertelmezése:

F(x), f(x) ismerete a sokasig ismeretét jelenti!

A wvdrhaté érték (E(x) is haszndlatos)

+00
Mia = [ af@)de =y (7)
A sokasig varhato értéke megegyezik a valodi értékkel - ha nincs rendszeres hiba.
+00
M(g(z)] = o(x) f(x)dx (8)
Mlc-z] =c-Mlz]; Mlc] =¢ (9)

Minél inkabb igaz, hogy a relativ gyakorisig egyenld a valoszintiséggel, annal jobban megkdzeliti
T a varhato értéket.

1 N
x:Nz;xi (11)
1=

A medidn: az az érték, amelynél nagyobbat a valoszintiségi valtoz6 ugyanolyan valészintiséggel
vesz fel, mint kisebbet:

1
F (Me) - 5 (12)
Tapasztalati median: sorba rendezve a kdzépss érték, paratlan elemszam esetében a két kozépsé

atlagal
Tekintsiik példanak okéért a kovetkezd szamsorozatot, amelyek akir mérési sorozatot is repre-
zentalhatnak:
51, 49, 50, 52, 48, 51, 250, 49, 52,

ahol a hetedik érték szemmel lathatélag erésen kilég a tobbi pont koziil, amelyet nyugodtan te-
kinthetiink mérési hibanak is. A kiilonb6z6 modon képzett kizépértékek a kovetkezs eredményeket
adjak:



aritmetikai:

geometriai:
harmonikus: n
H=_———-—=255,10
1 )
it a
négyzetes:
D 4

A median eljaras a ,valodi” értékhez kozelebb es§ 5l-et fogja szolgaltatni.
A mddusz: a valoszintiségi valtozok legnagyobb valdszintiségi értéke, a siirtiségfiiggvény maxi-

mumbhelye (lehet t6bb is, de ez ritka). A tapasztalati médusz a legnagyobb gyakorisagi osztaly
osztalyindexe. Egycsucsos, szimmetrikus eloszlis esetén a médusz és a medidn egybeesik a varhato

értékkel, egyébként nem feltétleniil.
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4. abra.



A wvariancia (szdrdsnégyzet)
+oo

Vartal = [ o= M2 fde = [ @ P ste)de = Mlte - )

—0o0 —0o0
Azaz a varhato értéktsl vald eltérés négyzetének varhato értéke.

Jelélés még D?[x] és o2.

Varlz] = M[a®] = pi%; p= Mla]

Szamitastechnikailag jobb kifejezés!

Varle- 2] = Var|z]

Var(zi + z2+ ...+ zx) = Var[zi] + Var[ks] + ... + Var[z]

A szérasnégyzet:

=1

(13)

(17)

DOF (degrees of freedom): ha tudom a pontos értéket N, ha a méréseinkbdl szarmazik inkabb

N-1!

Normdlis (Gauss) eloszlds: sok, egyméastol fiiggetlen, egyenként kis hatasu tényezd hatasa ado-

dik 6ssze.

Striiség- és eloszlasfiiggvénye:

Fa) = —— exp [—("’“"*‘)]

oV 2 202

fix) F(x)

Qs4--———
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5. abra.

Vérhato értéke és varianciija:

M(z]) = pu; Var[z] = o?

Szokasos jelolés még:

N(p, 0®); pl. N(0,1)

(18)

(19)



Ha F(x) értékeit tablazatban akarjuk megadni, 3D-s kellene, mivel F(x) u és o2 értékeit is tar-
talmazza! Transzformacié kellene!

A normalizalt (standardizdlt) normdlis eloszlds (u-eloszlds)

Legyen u egy valbszintiségi valtozo:

u=— (22)

Ekkor
M[u]_M[”@;“]_M[ﬂ_“_o (23)
Var[u] = Var [gj ; M} = % Var[z] =1 (24)

A siirtiségfiiggvény

\Vor 2
@ 1 1lz—p 2
PxSa:Fa:/ ex —[ ] dx 26
(= a) = Fla) _M%pIQU (20)
Ez a vonalkazott teriilet a 6. abran! u definiciojabol és mivel de = odu
Uq 1 u?
Pz <a) = exp | ——| du= F(u,) (27)
oo V2T 2
ahol
a—p
a = 2
ua="" (28)

Tehat annak a valoszintisége, hogy * < a egyenls u < u, = (a — p)/o. Lasd 6. &bra b., része!
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6. abra.

1., példa

Mi annak a valészintsége, hogy x normélis eloszlasii valészintiségi valtozé ebbe az intervallumba
esik: (u—o, p+0)?

Plu—o<zSpu+o)=F(pu+o)—F(u—o) (29)
Ezt a 7. abra szemlélteti. Ekkor igaz, hogy

+o—
Uperso = o H =g (30)
o
és
o
e = BT H _ 4 (31)
g

A téablazatboél latjuk, hogy F(1)=0,84134. Mivel f(x) szimmetrikus fiiggvény F(oco) = 1 és
F(—a)=1-F(a). Igy F(~1) =1— F(1) = 0, 15866, ezzel

Pu—o <z < p+0)=0,68268 (32)

Vagyis a valoszintiség 68%. Hasonlo szamitassal adodik:



Fix) b

Flp c8)eP{xd ped)

7. abra
Intervallum +o +20 +30
P 0,68268 | 0,9545 | 0,9973
1. tablazat.



2., példa

Egy x jelti, N(u,0?) normalis eloszlast valoszintiségi valtozé értékei milyen szimmetrikus in-
tervallumban vannak 95%-os, illetve 99%-o0s valdszintiséggel? u also és fels értékének segitségével!

Tudjuk, hogy « jelenti, hogy ezen kiviil van, azaz jobb- és baloldalt a/2 ennek a valoszintsege, lasd
8. dbral

Fiuwl

o/2{ _
E1-u1!2{ |
[1-a)2

afel 7

qm] |




A tablazatbol latjuk:

o 0,05 0,01
I—a 095 |099
1—a/2 0,975 | 0,995
u 1,96 | 2,58

2. tdblazat.

Visszatérve az eredeti x valtozora:

Lalso = K — 0 Uq/2; Tfelso = K + 0 Uq/2

« 0,05 0,01
Talso | 4 — 1,960 | u— 2,580
Tfelso | 4+ 1,960 | p+ 2,580

3. tadblazat.

3., pelda

(33)

Analitikai mérlegen tomegmeérés esete. Tudjuk, a tomeg p = 5,00000 g, a variancia négyzetgyo-

ke 0 = 1074 g és a meérés normalis eloszlasa.

a., Egy mérés eredménye 99%-os biztonséggal (valoszintiséggel) milyen szimmetrikus intervallumba

esik?
P =g <uSuyp|=1—a=0,99

_r—p  x—5,00000
e T

P [,u—ua/go <z = M+Ua/20] =0,99
A téblazatbol latjuk, hogy o = 0,01-hez u, 5 = 2,58 tartozik, ezzel

P(5,00000 — 2,58 -10~* < 2 < 5,00000 + 2,58 - 10~%) = 0,99

(34)

(35)

(36)

(37)

A meérés eredménye 99%-os valoszintséggel a (4,99974; 5,00026) tartomanyba esik, a 4. jegy

mér bizonytalan!

b., Tébb mérési eredimény atlaganak hibaja mekkora intervallumba esik 99%-os biztonsaggal?

Pl—ugp <uSuyp|=1—a=0,99
Itt

T—p
Y

Co/vn
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(38)

(39)



a hiba pedig (T — p).

P ~tgp 0/v/n <T—p < ugp o/y/n] =0,99 (40)
P[-2,58-107"/y/n <z —p <2,58-107%/y/n] = 0,99 (41)
n | hibaintervallum fele | csokkenés mértéke
2 1,82-107% 0,707
3 1,49-107* 0,578
4 1,29-107* 0,500
5 1,15-1074 0,446
6 1,05-107% 0,408
7 0,97-107* 0,378
4. tablazat.

Lathato, hogy 4 méréssel a hiba a felére, 7 méréssel majdnem a harmadara csékkenthetd!

c., Hany mérés utan csokken a kozéperték hibaja 95%-os biztonsaggal £10~% ala?

P[—ua/2<u§ua/2] =1l-« (42)
T—p
= 43
=Tk (43)
P[—UQ/QO'/\/E<T—,U,§UQ/20/\/_} =l-a (44)
Tehat a kovetelmény: |7 — p| < 1074, azaz uo//n < 1074, Mivel

ua

=107 =L <1 n> [ugp)] (45)

NG

A tablazatbol u, o = 1,96, ezért n > 1,96% = 3,86 vagyis n—4 elég.

Centrdlis hatdreloszldsi tétel: barmilyen eloszlasi sokasdgbol vett mintdk szdmtani kdzépértékei
- elég nagy minta esetén (min. 30-50) - kozelit6leg normalis eloszlast kovetnek az eredeti eloszlas
varhato értéke koriil. Ezért van sok normalis eloszlast valtozo!

A X2 eloszlds:

Vegyiink egy N (u,0?) normalis eloszlast sokasagbol v elemt mintat: xq, s, ..., 2, z,. Ezekbél

Ti— [
i = 4
w = = (46)

normalizalt normélis eloszlastu [N(0,1)] valészintiségi valtozok képezhetSk. A x? eloszlasu valo-
szintiségi valtozot igy kapjuk:

v
X2:u%+u§+...+u?+...+u322u? (47)
i=1
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A négyzetosszeg szabadsagifok-szaman a lineéris rendszer szabadséagifok-szamat értjik. A line-
aris rendszer szabadsagi fokat megkapjuk, ha a valtozok szaméabol levonjuk a koztiik 1évs linearis
osszefiiggések szamat. Mivel itt a tagok egymastol fliiggetlenek, az 6sszeadandok szama (v) meg-
egyezik a szabadsagi fokok szamaval.

Az eloszlas stirtiségfiiggvénye csak a v paramétert tartalmazza: f,(x?)

9. abra.

Vérhato értéke és varianciija:

M[x? =v; Var[x* =2v (48)
A t-eloszlds (Student-eloszlds)
u és x? egymastol fiiggetlen valoszintiségi valtozoé. Az els N(0,1) eloszlast, a masodik x?
eloszlast v szabadsagi fokkal. Legyen t egy 4j valészintiségi valtozo:

u
t =

. (49)
v
Ehhez az ugynevezett Student-eloszlas tartozik. Ennek egyetlen paramétere v, a szabadséagi fok.
Ha v — oo a t-eloszlas tart a normalis eloszlashoz. A gyakorlatban v > 30 esetben ez igaz...

A kozépértékre vonatkozo

T—H
t =
S 0
is t-eloszléstu n-1 szabadséagi fokkal, ahol s a szords. A t-eloszlas szimmetrikus:
F [tajs] =1—F [t1_q0] (51)

Nem tul elegans jeloléssel: ¢, /5 helyett —t /o
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(1)}

10. abra.

1h

11. abra.
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