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Az ember kapcsolata a kiilvilaggal

m létfenntartds, komfort
m megismerés (tudomény, oktatds)
m gazdasagossag ...
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Miiszerek, gépek

m A bemen jeleket at kell alakitani, hogy kezelhet6k legyenek
m Vissza kell alakitani 6ket, hogy hassanak a kiilvildgra
m Hatékony feldolgozds = hatékony gép
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Elektronikus feldolgozas

Fizikai Elektromos

mennyiségek jelek

m Feldolgozas: elektromos jelek segitségével
m A fizikai jeleket kdnnyt elektromos jelekké alakitani
m Tetszdleges matematikai mtivelet megvaldsithato
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Digitélis feldolgozas

Elektromos  Digitalis

jelek jelek

m Fizikai mennyiségek = szamok
m Rugalmas, hatékony feldolgozas
m Az eszk6z mkodését a szoftver hatarozza meg (konnyen cserélhetd)

FMM lev - 1. 6ra Bevezetés 9/49



Példa: digitdlis termosztat
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A mérés szerepe a természettudomanyban

m A tudoményos megismerés célja

m avalésagra vonatkozd 4j ismeretek szerzése
m Osszefliggések keresése
m ismeretek alkalmazasa

m Kutatds: tudoményos problémak megolddsdnak a folyamata
Probléma — hipotézis — elmélet
m probléma — 1j tudés irdnti sziikséglet (ij empirikus tények)
m hipotézis — kordbbi ismeretek / empirikus tudas
m Hipotézisek + elméletek: elméleti rendszerek
egymadssal versenyeznek
dontés:
m elméleti ismeretek (ellentmonddsok, egyszertiség ...)

m empirikus ismeretek (~— mérések)
m divat
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Empirikus megismerés

m Empirikus megismerés:
m megfigyelés (nem avatkozik be)
m kisérlet (mesterséges, beavatkozik)
m Részei:
m Mérés
m Leirds (rogzités, rendszerezés)
m Modellkisérletek
m fenomenologikus elméletek, empirikus térvények

m Mérés:
m konkrét paraméterek megéllapitdsa
m elméletek ellenbrzése, elméletek kozotti dontés

A mérés befolyasolja a mért értéket.
A mérés pontossaga korlatozott.
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Méréselmélet (metrologia)

Mikor és hogy végezhet el egy mérés

Mikor lesz megbizhat6 egy mérés

|

|

® A mérés pontossaganak becslése

m A mérési adatok feldolgozasa, kiértékelése
|

Mérési modszerek megaddsa, fejlesztése

m Technikai problémék kezelése

Zajok kezelése

Optimalizélés (pl. pontossag / koltség)

Helyes-e a modell / alkalmazott t6rvény (Pl. Newton térvények)
Van-e pontos érték (vagy csak valdszintiségi valtozd, pl. kockadobds)
Ok-okozati kérdések
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A mérés

A mérés definicidja:
m A mértjellemzdk leképezése egy szimb6lumhalmazra

m Egy (fizikai / kémiai) mennyiség nagysaganak jellemzése a valasztott
mértékegységben kifejezett szammértékkel
mennyiség = szammérték - mértékegység

m Egy ismeretlen mennyiséget egy ismert, dllandénak gondolt
mennyiséggel hasonlitjuk 6ssze.
Ez az dlland6 (etalon) rendelkezésre kell alljon.

Egységrendszerek
m i. e. 4 évezred: Egyiptom, Mezopotdmia: hossz, tomeg, id6
m Gorogok: tudoményos alapok
m Tradiciondlis egységek: emberi test a mérték (pl. hossz)
m Metrikus rendszer: Francia forradalom (1791.)

m SI: 1960 (az MKS rendszeren alapul)
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ST alapegységek

m Tomeg: A kilogramm a Franciaorszdgban 6rzétt 90% platina, 10%
iridium 6tvozet tomegével definialt egység.
Az etalon mdsolata tébb orszdgban is megtaldlhat6.
Ha az etalon témege barmilyen okbd6l megvaltozik, akkor a vildgon
minden test témege szdmszertien megvaltozik.

m Id6: A masodperc definici6ja szerint az az id, ami a cézium atom
pontosan definialt koriilmények k6zotti oszcillacids periédusidejének
9192631770 szerese.

m Hosszisag: A méter definicio szerint az hossztisadg, melyet a fény
vakuumban 1/299792458 masodperc alatt tesz meg.
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ST alapegységek

m Aram: Az amper az az dlland6 dram, mely ha két egyenes, vidkuumban
levd, végtelen hosszi, egymdastél parhuzamosan 1 méterre levd
elhanyagolhat6 korkeresztmetszet(i vezetdn at folyik, akkor a fellépd
erdé méterenként 2-10 N.

m Homérséklet: A kelvin gy definidlt, hogy a viz harmaspontjanal a
hémérséklet értéke 273,16 K. A harmaspontnadl a viz harom kiilonb6z6
halmazallapota egyenstlyban jelenik meg.

m Fényintenzitds: Egy candela fényintenzitds esetén az 540 - 10'? Hz
frekvenciaji monokromatikus fény egy adott irdnyban egységnyi
szteradidn térszogbe sugarzott teljesitménye 1/683 W.

m Anyagmennyiség:. Egy mdl anyag definicié szerint annyi azonos elemi
részt tartalmaz, mint ahdny atom taldlhat6 0,012kg szén 12-es
izotépban.
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SI kiegészito egységek

m Sikszog: A radidn a kor két sugara altal bezart szog, melyek a kérbol
éppen egy sugarnyi ivet jelolnek ki.

m Térszog: A szteradidn annak a kipnak a térszoge, melynek a cstcsat a
gomb kozéppontjadba helyezve a gomb feliiletébdl éppen a sugar
négyzetével egyenl? tertiletet jelol ki a gomb felszinén.
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SI prefixumok

Jele Szorzo Jele Szorzo
Y 10* d 107!
7Z 10% c 1072
E 108 m 1073
P 10 p 107
T 1012 n 107°
G 10° p 10712
M 108 f 10715
k 103 a 10718
h 102 z 1072

dk 10! y 10724
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A méroberendezés felépitése

Meérend6 P Jel- Feldolgozas
o Erzékeld 1y Re
mennyiség kondicionalés Kijelzés

m Erzékeld: fizikai mennyiség — masfajta fizikai mennyiség, amelyet a
muszer tobbi része fel tud dolgozni
Pl. h6mérséklet — elmozdulds; hémérséklet — fesziiltség.

m Jelkondiciondlds: pl. erdsités, zajsziirés, tovabbi atalakitdsok

m Feldolgozas: egyszerti szamolasok, bonyolult szdmolasok,
adattérolés...

m Kijelzés: pl. mutato, digitdlis kijelz6, szamitégépek (grafikonok...)
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A muszerek legfontosabb jellemz6i

m Pontossag: az a maximalis érték, amivel a kijelzett érték eltérhet a
valodi értéktél. (PL. 1 mm, 1%)

m Felbontas: az a legkisebb valtozds a mérendé mennyiségben, melyet a
miuszer még kovetni képes. (Pl. 1K)

m Nullponthiba az a hiba, mely a mért értéktél fiiggetlentil mindig
ugyanakkora. Azonos azzal az értékkel, amit a mtiszer mutat 0 valédi
értéknél.

»

Meért érték

Valodi érték
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A muszerek legfontosabb jellemz6i

m Skélahiba: a valds és a mért érték hanyadosa nem 1.
A hiba ardnyos a mért értékkel.

m Linearitdashiba: a mért érték nem linedris fliggvénye a valds értéknek.

A A
i~ <
O QO
= =
RJ) O
5 5
> >
> >
Valddi érték Valodi érték
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A muszerek legfontosabb jellemz6i

m Hiszterézis. A hiba fiigg att6l, hogy a mért érték né vagy csokken.
Oka pl. a surlédas

>

Meért érték

Valadi érték

m Reprodukdlhatésdg. A muszer hibdi idében véltozhatnak.
m Reagdlasiid6

m Savszélesség
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Determinisztikus és véletlenszerti mérési hibak

m A méréseket mindig hiba terheli = a mért érték eltér a valédi értéktol

m Determinisztikus hibak
m pl. nullponthiba, skdlahiba; hémérséklet hatdsa a mérésre ...
m el6re meghatdrozott = kompenzélhat6
(kompenzalni kell)
m Véletlenszerii hiba
m minden egyes mérésnél mas és mas értékl
m nem megj6ésolhaté = nem kompenzélhaté
m okai: a rendszerben fellép6 véletlen jelenségek
m kezelés: statisztikai modszerek
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Véletlen hibak kezelése

m Véletlen hiba = minden egyes mérés mas és més értéket ad
m val6sziniiségi valtozo6: olyan mennyiség, amelynek szdmértéke
valamilyen véletlen esemény kimenetelétdl fiigg.
m Diszkrét val6sziniiségi valtozé
pl. kockadobds
Megszamlalhatéan sok lehetséges érték, minden egyes értékhez egy
val6szintséget lehet hozzdrendelni.
m Folytonos val6szintiségi valtozé
pl. emberek magassaga

7717

Jellemzéje: stirtiségfiiggvény

»
y
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Val6szinuségi valtozok jellemzdi

m Varhaté érték (A valédi értékkel azonositjuk.)

Y
<x>:E(X):z$Téo;N
k o0
E(x) =) xipi ; E) = fxf(x) dx
i=1 J

m Szoras (Mennyire térnek el az egyes eredmények az atlagtol)

D?(x) = E((x— E(x))?)

]C o0
D?(®) =) (x—E®)*p; ; D*(x) = f (x—E(x)* f(x) dx
i=1 %

FMM lev - 1. 6ra A mérési eredmény megadasa

25/49



A véarhato érték és szords tulajdonsagai

m Minden esetben:
E(a-x) =a-E(x)

E(xy+x2+---)=E(x7) +E(x) +---

m Ha az egyes értékek fliggetlenek egymastol:

D?(x; + X2 +-+-) = D?(x1) + D?(x) + - - -
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A mérési eredmény megaddsa

m A mérés sordn kapott értékek eltérnek a fizikai mennyiség val6di
értékétol
m Determinisztikus hiba — korrigdlni kell, statisztikai médszerrel nem
kezelhetd
m Statisztikus hiba

B A mérési eredmény megadasa:

Xy =x+Ax

m Valédi érték: (x) (= varhato érték)

m Mérért adat: x

m Hiba nagysdga: Ax
Konfidencia-intervallum: a valédi érték ezen intervallumon beliil van
valamekkora valészintiséggel.
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Mérési eredmény megaddsa, ha o ismert

m Ha a sz6rds meg van adva:

X)y=x+ Ao

Altalanos esetben Csebisev-egyenlétlenség = A

P(|¢x) —X| < A0) >1—%

m p annak a val6szintisége, hogy a val6di érték a megadott
intervallumban van

a =1 — p: szignifikanciaszint

m Példa: p=0,95, a =0,05
B 1
p= 1—ﬁ
e = V20 ~ 4,47
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Normalis eloszlas (Gauss-eloszlas)

m A mérési hiba a legtébb esetben normélis eloszlasa

1 _ (-p?
e 202

2no?

34.1% | 34.1%
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Normalis eloszlasua hiba
m Normadlis eloszlas esetén

p=P(|(x)-x| <o) =P(|(x)a——x| </1) =

+A

f L _édx 2F(0) -1
= —e — —_
A\/Zn

ahol F a normélis eloszlds eloszlédsfiiggvénye

m A értéke:

A=F! (—p“)
2

m Pl p=0,95 = 1=1,96
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o ismert, N mérési adat

m Egy mérési adatndl az atlag (k6zépérték) jobb becslése a valédi
értéknek

_ 1%
XN = — Xi
N3

m A mérési adatok alapjan szdmolt kozépérték is ingadozik

D* (%) =

Zx,) NZZDZ(x,)—NzZDZ(x) —Dz(x)

1
D(xy)=—D(x)
() VN
m A mérési eredmény megadésa:

(x) = xN+ —

\/_
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o ismeretlen, N mérési adat

m Sziikségiink van a szérds becslésére a mérési adatok alapjan
= Korrigalt empirikus sz6ras

ON_1 = L%(x-—x_)2= LZ x~—l2x~
N1\ N1 =N N-1&=|" NET

~
—_

m Ha x normadlis eloszlasy, akkor az
(X) — XN
*
On_1

mennyiség t-eloszlasi v = N — 1 szabadsdagi fokkal
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o ismeretlen, N mérési adat

m A helyett #y_;-et haszndlva:

_ . (X) —xn
p= P(|(x) —xN| < tN_laN_l) =P |*—| <iInN-1|=
On-1
+iIN-1
= PeN-100 dx=2F; n-1(fn-1) — 1
—IN-1

ahol F; y—1 az N — 1 szabadségi foku t-eloszlas eloszlasfiiggvénye
1 p+1
IN-1=Fna |

® A mérési eredmény megadésa:

IN-10 Ny

VN
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A, ty-1 meghatarozdasa

m Statisztikai programcsomag megfelel6 fliggvényével

m Tablazat

m A
P 0,9 0,95 0,99 0,995 0,999
a 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001
A 1,64521 1,96039 2,57624 2,80739 3,29076

B IN

p 0,9 0,95 0,99 0,995 0,999

N o 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001
2 in-1 6,31370 12,70615 63,65672 127,32133 636,61920
3 In—1 2.91996 4.30264 9.92477 14.08897 31.59903
5 In—1 2.13183 2.77638 4.60409 5.59755 8.61026
10 in—1 1.83307 2.26215 3.24979 3.68960 4.78089
100 fy-1 1.66036 1.98416 2.62640 2.87130 3.39150

FMM lev - 1. 6ra
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1. példa

Tomegmérés mérési adata:
m=1,21kg

A szdbras ismert, értéke:
0 =0,017kg

Adjuk meg az a = 0,01 szignifikanciaszinthez tartoz6 eredményt!

a=0,01 > A1=2,57624

Am=A-0 =2,57624-0,017kg = 0,043796kg ~ 0,044 kg

A mérés eredménye:
m=1,210kg+0,044kg
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2. példa

Az el6z6 feladatban megadott feltételek mellett hdny mérési adatot kell
gyljteniink ahhoz, hogy a mérés hibaja 0,01 kg al4 csokkenjen?

Am<0,01kg

Ao

T\] < 0,0]. kg
0,043796
( 0,01

N=20

2
) =~ 19,18
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3. példa

Egy mérést tobbszor elvégezve, egy ellendllas értékére a kdvetkezbket

kapjuk: 7,20Q; 7,190Q; 7,19Q; 7,22 Q; 7,23 Q.

Adjuk meg az a = 0,05 szignifikanciaszinthez tartoz6 eredményt!

Ry =7,206Q
oy_1=0,018166Q
a=0,05N=5 = ty_; =2,77638

IN_10%
Ax= NZL L 0,022556
VN

R=7,206Q2+0,023Q

FMM lev - 1. 6ra A mérési eredmény megadasa
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A mérési hiba terjedése

A

-~

//————§Ei-——“”////
Ay

<

X

Ax X

m Egy y mennyiség a mérési hibaval terhelt x mennyiségtdl fligg.

FMM lev - 1. 6ra A mérési hiba terjedése
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A mérési hiba terjedése tobbvaltozos fiiggvények esetén
m Avizsgilt g mennyiség tobb mért mennyiségtol fiigg.

qg=4qxy, )

m Minden egyes mennyiség hibdja noveli a végeredmény hib4jat
a szorasnégyzetek adédnak 6ssze =

(Ag)* = (Mg + (Agy)* +

2

2
(Ag)? = ‘a—”’ S(Ax)% + 99 C(AP? +
0% | x=%,y=y 0Y | x=%,y=7
6 2
q= -(Ax)2+ _6] -(Ay)2+---
X=X, y=y X=X,y=y
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Példa

m=3,21kg+0,05kg

v=7,31m/s+0,11m/s

1
EmongEr'/w2
Emozg:?

1 _, 1 2
Emozg=§‘mu2=5'3,21-7,31 J ~ 85,7649]
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Példa

0E 1* oF _
om 2 ov
2

AE=

S| @mP s || (Av)?

7,314
AE= \/T -0,05% + (3,21-7,31)%-0,112] = 2,906377]

E=85,76]£2,91]
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Fliggvény illesztése
m A mérés sordn két (vagy tébb) egymadstol fliggé fizikai mennyiséget
mériink meg:
y=fxab,:-)

ahol a, b, ... ismeretlen paraméterek.
m Paraméterek meghatdrozdsa: fliggvény illesztése.

A
EN fix,a,b,..)
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Legkisebb négyzetek modszere
m Cél: illesztés hibdjanak minimalizalasa.
N, 2
S@ab,-) =) |yi—f(xiab,--)|” = min

i=1
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Legkisebb négyzetek modszere

m Szélséérték-keresési probléma
Egyenes esetén (y=a- x+ b):

N
Sab =) [yi- (a~x,~+b)]2 = min
i1

N

0S(a, b) — E:Iz[yi—-(a-lﬁ+'k0]("xﬂ =0
oa i=1
aS(a h X

=ZZ[J’i_(a‘xi+b)](—1):
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Egyenes illesztése

m aés b meghatdrozdsa:

b=yn—a-xn

B XN X yi—XN-IN
T~ 1yN —2
N L X~ XN
m Azillesztés j6sdgat megadé mennyiség a korrelaciés egyiitthaté ( R).

m 0: nincs linedris 6sszefliggés a mennyiségek kozott
m 1: tokéletesen illeszkedik az egyenes

[(Z¥, xi—%) - i = TW)]
PN ET R TIEED SN BT L
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Origon 4tmeno egyenes illesztése

mb=0=>y=a-xb

N
S@=> [yi- (a'xi)]2 = min

i=1

0S N
(“) Zz [yi— (@ x)] (—x) =0

m Az a paraméter értéke:

_ sz 1% )i
NI X
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Nemlinearis illesztés

m Alegkisebb négyzetek médszere nemlinedris esetben is miikodik
Véltoz6 nagysagrendek = célszerti egy sulyfiiggvény alkalmazasa

N
Sab,--) =Y wiyi—fx,ab,--))* = min
i=1

Pl.:

- [yi- fxi, a,b,--))° = min

i

S(a, b,--) =

[\/Jz

Il
—

i

m Linearizalds: fliggvény atalakitdsa, hogy egyenest kelljen illeszteni

FMM lev - 1. 6ra A legkisebb négyzetek modszere 47/49



Linearizalas

m Illesztend? fiiggvény:
y=a-2 A

Vi és x; mérve
a: ismeretlen

m Keresett fliggvény:
Y=A-X+B

Ahol Y; és X; meghatédrozhaté a
meért adatokbél.
Keresstik A és B értékét.

FMM lev - 1. 6ra A legkisebb négyzetek médszere 48/49



Linearizalas

Vy=va-x y=a-x*
Y=\y; X=x; A=vVa Y=y; X=x*
A A x
> ~
x> x2>
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