A mérési eredmény megadasa

A mérés soran kapott értékek eltérnek a mérendo ” fizikai
mennyiség valodi értékéto “l. Alapveto “en Kkétféle mérési hibat
kulonboztetink meg: a determinisztikus és a véletlenszeru ” hibat.

A determinisztikus hiba nagysaga elvileg meghatarozhato, ezért

ezt a hibafajtdt sok esetben korrigalhatjuk. Egészen mas a

helyzet a statisztikus hiba esetén, amikor a hiba véletlenszeru
tehat nagysagat, de meg elo “jelét sem tudjuk megjésolni. Mivel a
determinisztikus hiba kompenzalhaté, ezért a kovetkezo "kben a
statisztikus hiba kezelésével foglalkozunk.

A mérési eredmény a meérési adatok és a hiba nagysaganak
ismeretében adhaté meg, a hiba ismerete nélkil a mérési adat
onmagaban elégtelen informéaciét ad. Statisztikus hiba esetén a
meérés hibajahoz csak valoszinu “ségi értelmezést adhatunk, tehat
azt mondjuk, hogy a valédi érték - amit az <x> varhatéértékkel
azonositunk - nagy val6észinu “séggel esik az uUgynevezett
megbizhatosagi (konfidencia) intervallumba:

x+Ax (1)

Itt x a meért adat, Ax pedig a statisztikus hiba. Megjegyezzik,
hogy Ax értéke természetesen flugg attdl, hogy mekkora
valészinu “séggel tartalmazza a valodi értéket a fenti intervallum.

A kovetkezo "kben megmutatjuk, hogyan adhatjuk meg a mérési
erdeményt a legfontosabb esetekben.

A véletlenszeru “ ingadozasok mértékét a szorassal jellemezzik
€s igy a mérési eredmeény statisztikus hibajanak megadasahoz is
a szorast hasznaljuk fel. A mérési eredmények megadasakor két
alapveto ” esetet kulonboztetink meg.

1. A 0 szoOras értéke ismert

Ez az eset gyakran elo “fordul, amikor a méro “miszer okozza a
statisztikus hibat, és a mu “szer gyartéja a szorast az adatlapban
megadja. A meérési eredmény megadasa ekkor a kovetkezo ” alaku:

(x> = X+AO (2)

s

Itt x a mért adat, A pedig az elo “irt valészinu  “ségto”l figgo ~ szam.
A értékét altalanos esetben a Csebisev-egyenlo “tlenségbo "1 adjuk
meg, mely szerint annak a valészinusége, hogy <x>-x <| | Ao, nagyobb
mint 1-1/ A2 Tehat annak a valészinu “sége, hogy az <x> varhat6
erték a meért érték koruli Ao sugaru intervallumban helyezkedik

el nagyobb, mint 1-1/ A%

P(|<x> -x|<Ao) = 1—% 3)

Altaldban természetesen a p valészinu “ség, vagy az a=1-p
szignifikanciaszint ertékét adjuk meg elo  “re és ebbo”l szamitjuk
ki A-t. Példaul:
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Ha tudjuk, hogy a statisztikus ingadozas normalis eloszlasu ,
akkor A értékét a kovetkezo “ Osszefliggés adja meg:
- -1/ P+l 5
A=F ( = | (5)
ahol F 1 a [0,1] paraméteru ” normalis eloszlas
eloszlasfliiggvényének inverze. Egyszeru “en juthatunk ehhez az

Osszefluiggéshez, ha észrevesszik, hogy

p = P(|<x>-%|<Ao) = p(%?_%x) -
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Tudjuk, hogy az <x> varhatéertéket jobban kozeliti a tobb

meért adatbol kiszamitott X N kozepértek, mely a kovetkezo
formulaval adhaté meg:

”

1
_ TVZ (7)

Természetesen az N mért adatbdl szamitott kozépértek is egy
véletlenszeru “en ingadoz6 mennyiség, melynek varhatdé érteke
szintén <x>, szorasa viszont az eredeti szoras VN-ed része. Ebbo "
kovetkezo “en a mérési eredmény megadasa tébb mért adat esetén a
kovetkezo ~ alaku:

<x> = XiN-_O-)\'— (8)

/N

Lathato tehat, hogy azonos szignifikanciaszint mellett t6bb
meérési adat kozépértékének kiszamitasaval csotkkentheto a méres
statisztikai hibaja.

2. A szoéras értéke ismeretlen
Ha a szoéras értékét nem ismerjuk, akkor az eddigiek szerint
nem is adhatnank meg a mérési eredményt, mivel nem tudjuk megadni

a statisztikus hibat. Ebben az esetben a szoéras szerepét a
korrigalt empirikus szoras veszi at, melyet az x ; meért adatokbdl
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szamitunk ki a kodvetkezo ” formulaval:

ol - J X R - J =) [xi—%vz xi) ®)

Ha az x fizikai mennyiség normalis eloszlasu, akkor az

<X> =X,
g (10)
Oy
mennyiség t-eloszlasu v=N-1 szbadsagi fokkal. Ekkor A helyett t .
,-et hasznalva kapjuk, hogy:
— x <X>-X
p = P(|<x>-X[<ty 05,) = P - <tN_1J =
' O -
e o (11)
= f Pi oy (x)dx = 2F. vy (Ey,) -1
~Ey-n
ahol p (s X) és F \1 (X)) az N-1 szabadsagi foku t-eloszlas
valészinu “ségi su “ru’ség- illetve eloszlasfiggvénye.
Innen kapjuk t ., értékét:
by-y = Ft_,lN—l(—p;l) (12)
A mérési eredmény megadasa tehat:
VN

Vegyuk észre, hogy a korrigalt empirikus  szoras
definicigjabdl kovetkezo “en nem adhatjuk meg a meérési eredményt
egyetlen mért adat esetén, mert nullaval kellene osztanunk. Ez
a tény is j6l mutatja, hogy ha a szoéras ismeretlen, egyetlen mért
adattal nem adhaté meg a mérés eredménye.

A kovetkezo "kben 0Osszefoglaljuk a mérési eredmény megadasat
az elo”zoekben targyalt esetekre.



Ha a szoras ismert, és egy meért adatunk van:

<x> = X+AO (14)
Ha a szoras ismert, és N mért adatunk van:
— AC
(x> = X4 —— 15
o (15)
Ha a szoras ismeretlen és N >2 mért adatunk van:
VN
Megjegyzées: a kiszamolt hibat két vagy harom
értékes jegyre kell kerekiteni, és a
kozépérteket is ugyanannyi
tizedesjegy pontossaggal kell
feltiintetni.

A kovetkezo ” tablazatok segitséget adnak

A és t ., értékeinek

meghatarozasahoz normalis eloszlasu, véletlenszeru ” mérési hiba
esetére.

. Téablazat : A értekei a p valészinu “ség illetve a=1-p
szignifikanciaszint figgvényében normalis eloszlas esetére

p 0.9 0.95 0.99 0.995 0.999

a 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001

A 1.64521 1.96039 2.57624 2.80739 3.29076




II. Tablazat t ., €rtéke i a p valészinu “ség illetve a=1-p
szignifikanciaszint és az N mérési adatok szama, illetve v=N-1
szabadsagi fok fluggvényében t-eloszlas esetére
N Y p=0.9 p=0.95 p=0.99 p=0.995 p=0.999
0=0.1 0=0.05 0=0.01 0=0.005 0=0.001
2 1 |6.31370 |12.70615 63.65672 127.32133 636.61920
3 2 ||2.91996 |(4.30264 9.92477 14.08897 31.59903
4 3 ||2.35334 |3.18244 5.84088 7.45326 12.92393
5 4 |2.13183 [2.77638 4.60409 5.59755 8.61026
6 5 |2.01501 |[2.57052 4.03211 4.77329 6.86876
7 6 |(1.94311 |2.44685 3.70741 4.31679 5.95875
8 7 (1.89453 |2.36459 3.49946 4.02927 5.40786
9 8 |[|1.85952 |2.30595 3.35537 3.83250 5.04129
10 9 |11.83307 |[2.26215 3.24979 3.68960 4.78089
20 19 |(1.72913 |2.09302 2.86087 3.17372 3.88339
30 29 |[1.69910 |[2.04518 2.75634 3.03797 3.65935
40 39 ||1.68487 [2.02268 2.70784 2.97554 3.55810
50 || 49 |1.67653 |2.00957 2.67990 2.93970 3.50043
100 || 99 |1.66036 |1.98416 2.62640 2.87130 3.39150
150 || 149 |1.65507 |1.97597 2.60919 2.84940 3.35701
200 || 199 (|1.65254 [1.97195 2.60070 2.83867 3.34002




Példak

1. Tomegmeérés meérési adata:
m=1.21kg
A szoéras ismert, értéke
0=0.017kg
Adjuk meg az a=0.01 szignifikanciaszinthez tartozO meérési
eredmeényt!

p=1- a=0.99 => A=2.57624
Am=A* 0=2.57624*0.017kg=0.043796kg [0.044kg

m=1.2100kg+0.044kg (17)

2. Az elo“zo feladatban megadott feltételek mellett hany mérési
adatot kell gyu “jtenink ahhoz, hogy a meérés hibaja 0.01kg
ala csokkenjen?

AmM<0.01kg => Ao/ VN<0.01kg => N>(0.043796/0.01) 2

N > 20 (18)

3. Egy mérést tobbszor elvégezve kaptuk:
R=7.20 Q, R,=7.19 Q, R,=7.19 Q, R,=7.22 Q, R;=7.23 Q.
Adjuk meg az 0=0.05 szignifikanciaszinthez tartoz6 meérési
eredményt!
Kozépérték: 7.206 Q
Korrigalt empirikus szoras: 0.018166 Q
0=0.05, N=5 ( v=4) => t ,=2.77638

Hiba: t ,*0 v,/ VN O 0.022556 Q

R=7.206Q0+0.023Q (19)




A mérési eredmény megadasa kozvetett mérés esetén
A mérési hiba terjedése

Ha egy fizikai mennyiség fligg mas fizikai mennyiségekto
azaz q=q(x,y,...), akkor x.,y,... mérésével q mérési eredmenye is
megadhaté. Ha az x,y,... mennyiségeket Kkicsi hibaval meértik,
akkor jO kozelitéssel igaz, hogy

Ag = 9g 'AX+@ Ay+. ..
aX}i,... 8}/;,;,,,,
és
g=q9(x,¥,...)

ahol a felilvonas a kozépérteket jeldli.
Mivel a szorasnégyzetekre teljesil, hogy

| 54l° |
> _(0g 2.10q 2
L, .,
igy a mérési hibara adodik, hogy
Aq - J‘aq‘z R LN
: |_67|7r,y,... |_67|7r,'y,...
Ez a képlet alkalmas arra, hogy az x)y,.. fizikai

mennyiségek kozépértékének és hibainak ismeretében meghatarozzuk

a szarmaztatott q mennyiség kozépértékét és hibajat.

Egyvaltozos fliggvény esetén a szaarmaztatott mennyiség
hibajat megado formula a kévetkezo “képpen egyszeru “sodik:

Aqg = !gf—i! Ax

X

Példa :

m=3.21kg+0.05kg
v=7.31m/sx0.11m/s

E=1/2mv 2
E=?

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)



7 = %Hﬁz =%3.21-7.312 J % 85.7649 J (25)
9E _ v* 9E _ 26
om 2 v m (26)
AE = J‘g Am?+mv*Av? =

(27)

_ | 7.31¢ 2 2 2 7 =

= 2 0.05%+(3.21+7.31)%0.11%J =

= 2.906377J
Az E kinetikus energia mérési eredménye tehat:

E=85.76J+2.91J (28)




A legkisebb négyzetek modszere

A mérések elvégzése soran gyakran elo “fordul, hogy két vagy
tobb egymastol figgo ~ fizikai mennyiséget mérink meg. Tegyuk fel
példaul, hogy megmértik az y és x mennyiségeket, amelyek kozott
a kovetkezo ” fuggvénykapcsolat van:

y=f(x, a, b,...) , (29)

ahol a,b,... ismeretlen paraméterek. Hogyan hatarozhatok meg ezek
a paraméterek? Mivel az y . €s X; mérések soran kapott értékek
meérési  hibaval terheltek, ezért nem tudunk olyan a,b,...
paramétereket valasztani, hogy a kapott fliggvény tokéletesen
illeszkedjen a mérési pontokra. Talalnunk kell tehat egy
feltételt, aminek teljesllése esetén kapott paraméterekkel a
legjobbnak itéljtk meg a gbrbe meérési pontokra valo
illeszkedését. A  paraméterek  meghatarozasara az  egyik
legegyszeru “bb és leggyakrabban alkalmazott eljaras a legkisebb
négyzetek maodszere.

A legkisebb négyzetek mddszere szerint az illeszkedés akkor
a legjobb, ha

N
Sa b.) =YIly-f(x,ab.) 2=min (30)
i=1
Itt N a mérési adatparok szama, x ;. €és y, a mérések soran
kapott értékek. A paramétereket tehat ugy kell meghataroznunk,
hogy a (23) egyenletben szereplo ” négyzetdsszeg minimalis legyen.

A (23) egyenlet megoldasa altalanos esetben igen bonyolult
szélso “értéekkeresési problémahoz vezet. Sok esetre léteznek
kidolgozott elméleti és numerikus moédszerek. Ezek kozul az egyik
legegyszeru “bb és legfontosabb esetet, az egyenesillesztést
ismertetjuk. Ebben az esetben az f fuggvény alaja a kdvetkezo

y=a- x+b (31)

igy tehat olyan a és b paramétereket kell keresnink, hogy a

N
Sa, b) = E[y/_( a- x;+b)] ? (32)
i=1
négyzetdosszeg minimalis legyen. A szélso “erték helyén az S(a,b)
0sszeg a és b szerinti parcidlis differencialnanyadosa nulla
ertéket vesz fel, igy jutunk a kovetkezo ” egyenletekhez:
0S(a, b) _No.1v (A (o _ 33
—Q3a ;2 [yi-(a x;+b)] - (-x;) 0 (33)



0S(a, b) _
T’ 222'[)//_(3')(/““[3)] (-1 =0 (34)
Ebbd a két egyenletbo “1 mar kifejezheto " a és b értéke:
1 N
N Xi"Yi= Xy Yn
a=_"'71 - (35)
1 2 2
Ty
b=y,-a- X, (36)
ahol a felllvonas a kozépértéket jeldli. Az illeszkedés mino “ségét
szokas az ugynevezett korrelaciés egyuitthatéval vagy annak
négyzetével jellemezni, melynek definiciéja a kovetkezo ”
N Z
Y (xx) vy
Rz _ 1i=1
N N
Y (x-x) %) vy *
1i=1 1i=1
R értéke 0 és 1 kozott taladlhato. Tokéletes illeszkedés esetén
ertéke 1, és minél kisebb a pontok szorasa, értéke annal kbzelebb
esik 1-hez.
Fontos megkllonbdztetniink azt az esetet, amikor tudjuk, hogy
az egyenesnek at kell mennie az origén - ilyen példaul az Ohm-
torvény esete. A b parameter értéke ekkor azonosan zérus, é€s elvi
hibat kovetink el, ha illesztési paraméterként kezeljuk. A
legjobb illeszkedés feltétele a kovetkezo ” alaku:
N
S a) =E[Y/_a'xi]2 (38)
i=1
Ebbd kapjuk:
N
WD =¥ 2 (y-ax) (x) =0 (39)
=1

da

tehat a értéke igy adhatd6 meg:
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N
in'y/'
_ i

a="_">- (40)
> X
=1
Az egyenes illesztését ma mar célszeru “en szamitdgépen
elérheto ” adatfeldolgozé programok segitségével végezzik el. Ekkor
is legyunk figyelemmel arra, hogy az origon atmeno “ illesztésnél

a b paraméter azonosan nulla legyen.

11



