SZIMMETRIAK ES INTEGRALHATO RENDSZEREK
Fehér Laszlo, Szeged, 2015. aprilis 1.

szimmetria — megmaradd mennyiség (Noether-tétel)
elég sok megmaradd mennyiség — egzakt megoldhatdsag

egzaktul megoldhatdé ("integralhatd") rendszerek fontossaga:

biztos tudas, gazdag matematika, kozelitések kiindulépontja

A Kepler—Coulomb-probléma mint példa
mi = —yr/r3, y=GmM vagy ~=—qQ/(4mep)
megmaradok: E =p2/2m—~/r, L=rxp, K=pxL—-0r/r, (8=m7)
Runge—Lenz vektor, K, algebrai megoldast tesz lehetdvé:
L-r=0 —sikgérbe, L-K=0, K-r=Krcosf=L?—8r
és innen: r[14+(K/B)cosh] = L?/3 kupszelet.
Ellipszis, ha E < 0, mivel ekkor K2/82 = [1+2mL?E/3%] < 1.

Kvantummechanikai valtozat (hidrogénatom) szintén megoldhatd algebrailag (Pauli 1926).
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Hidrogénatom spektruma a szimmetriabol

A kvantummechanikaban az FE, L, K, fizikai mennyiségeknek onad-

jungalt operatorok felelnek meg, jelOlje ezeket H, L, K,. Kérdés a H
Hamilton-operator (kotott allapoti) spektruma.

Konnyl szamolas adja az azonossagokat: [H, L] = [H,K,] = 0 és
[La, L] = iheplc, [La, K] = ihepKe, [Ka, Kp] = (—2mH)ihe p Le.

Ezért a H fix E < 0 energias sajatalteren M* := J(L+K/v/—2mE)

kommutald "impulzusmomentum algebrak" :
[Mg, Mf] = ihegp M2 (s = %), [MZL",Mb_] =0, melyekre fennall
2[(MT)2 4+ (M )2+ 12 =—B2/(2mE) & (MT)?= (M)
A sajataltéren (MT)2 = (M")2="#r2j(j+1), ahol j€{0,1/2,1,...}.

NPy - . - 21
Innen n:=(2j+ 1) bevezetésével adddik a spektrum: E = 527

Mivel az Mt és M~ kommutdalé algebrainak abrazolasai n:=(25+1)-dimenzidsak,
E, multiplicitdsa n?. Fix n-re L = MT 4+ M~ négyzetének sajatértékei h2¢(¢+ 1)
alakOak, ahol impulzusmomentum-6sszeadasbdél £ =0,1,...,2j=(n—1).

Ez egy "0Orokzold témakor" - lasd pl. N.J. MacKay, S. Salour: Amer. J. Phys. 83 (2015) 47-52.
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Kutatasi terilet: Integralhatd sokrészecske-rendszerek

Egyenesen vagy koron mozgd kolcsonhatd pontok, Hamilton-féle

kanonikus mozgasegyenletekkel

g; = %}?P) D; = Ha(;bp), i=1,....n (n tetszéleges),
ahol H(q,p) a Hamilton- fuggveny (energla) Jellegzetes példak:

1 " n—1 -
Hodalg,p) = 5 Sop2+ Y %941, nyiit Toda-lanc
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, Ruijsenaars—Schneider

Hgrs(q,p)= )  (coshpy) 14—
kzzzl " £k S'nhQ(Qk—Qj)



Vizsgalt kéerdések és szlkséges ismeretek

Az emlitett rendszerek és altalanositasaik megjelennek a fizika szamos teriletén
és rendkivul sok szalon kotddnek a matematika fontos fejezeteihez. Vizsgalatuk
kb. 45 éve folyik.

Mi f6leg a klasszikus mechanikai (és idénként a kvantummechanikai) megoldha-
toésag matematikai hatterét kutatjuk. Integralhatd rendszerek gyakran eldallnak
mint gazdag szimmetriakkal rendelkez6 magas dimenzids '"szabad rendszerek"
alacsony dimenzids vetiletei. Technikailag ez a hamiltoni redukciés modszer,
amely munkainkban gyakran visszatér. (LLasd fliggelék és tanszéki honlap.)

Az egyik legérdekesebb nyitott kérdés a (hiperbolikus) Ruijsenaars—Schneider-
rendszer visszavezetése szabad mozgasra.

Ez matematikai-fizika. Sokat kell hozza tanulni linearis algebrat, (analitikus)
mechanikat, a szimmetriak elméletét (kiilondsen Lie-csoportokat és algebrakat),
specialis fliggvényeket, differencial (szimplektikus és Poisson) geometriat. Eddigi
PhD hallgatéim (pl. Pusztai Gabor, Gorbe Tamas) koran kezdték a relevans
specialis ismeretek megszerzését, és ez tunik a természetes uUtnak, ha valaki
érdeklddik az (esztétikai élményt is nyljtd) integralhatd rendszerek irant.



d2X ()
dt?

Szimmetriak: X(¢) = X(t+¢) és X(¢t) —» RX(t)R~! barmely ¢ valés
szamra és R konstans unitér matrixra megoldast megoldasba visz.

Szabad mozgas: = 0, ahol X (t) n xn-es hermitikus matrix.

Megmaradé mennyiségek: E = 3tr (X?) és J = [X, X].

Tekintsiik azon szabad mozgasokat, amelyekre J=ig(vv'—1,), ahol
a v oszlopvektor minden komponense 1, 1, az egységmatrix, g =0
valds konstans.

Minden hermitikus matrix diagonalizalhatd. Ezért irhatjuk, hogy
Q)=U®)X@®)U)~1, ahol U(t) unitér, Q(t)=diag(q1(t),...,qn(t))
pedig az X (t) csokkend sorrendbe rendezett sajatértékekeibdl allé
diagonalis matrix.

Igazolhatd a kovetkezo allitas: A fenti moédon megszoritott szabad
matrixdinamika ekvivalens a sajatértékek Calogero-rendszer szerinti
dinamikajaval. A matrixmozgas FE kinetikus energiaja pontosan a
Calogero-féle Hamilton fuggvényt adja p; = g;-tal.




