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Motivacié: Hogyan nyerjiink a TOTO-n?

Hogyan nyerjiink a TOTO-n?

biztos telitalalat <= minden lehetséges kimenetelre fogadunk
Hany szelvényt toltsiink ki, ha megelégsziink pl. p = 0,95
valésziniiségi nyeréssel?

Modell

n mérkézés, eredményiik egymastdl fiiggetlen

Prob(palyavalaszté nyer) = p;
Prob(vendég nyer) = p,
Prob(ddntetlen) = p3

A gy6ztes szelvény egy n hosszisagi 1,2, x sorozat, melyben
minden tipp egymastdl fliggetleniil p1, po, p3 valésziniiség.



Motivacié: Hogyan nyerjiink a TOTO-n?

Cél: viszonylag kevés sorozat kivalasztasa agy, hogy annak a
valésziniisége, hogy a végeredmény ezek kézott legyen ~ 1.

Nagy szamok (gyenge) torvénye:

m.m. sorozat ~ n-py db 1-t, ~ n-pr db 2-t és ~ n- p3 db X-t
tartalmaz: tipikus sorozat

Ha n elég nagy, elég a tipikus sorozatokat megtenni:

tipikus sorozatok szdma = elég ennyi szelvényt venni

Kérdés: Hany tipikus sorozat van?
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Egy rogzitett tipikus sorozat megvaldsulasanak valésziniisége:

n-p1 n-p2 n-p3

P17 Py " P3

Mivel a tipikus sorozatok osszvaldsziniisége ~ 1, ezért a tipikus
sorozatok szama:

~ 1 _ 2n-H
n-p1 n-p2 np3 — ’
P17 Py " P3

ahol
H = —p1 log, p1 — p2 log, p2 — p3 logs p3.
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X = {x1,x2,...} véges, vagy megszamlalhatéan végtelen
& valoszintiségi valtozé X-en, Prob(¢ = x;) = p(x;), j = 1,2,...

H() = — Z p(x;)log p(xj) Shannon-entrépia
J

(konvencié: 0log0 = 0)
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A= {31, ag, ..., a|A|} : ABC (TOTO—nél 1,2,X)

x = (x1,Xx2,...,Xp): n hossz(sagl szimbélumsorozat (tipp)

N(a|x): a szimbélum ennyiszer szerepel x sorozatban
N(alx)

Px(a) = p a relativ gyakorisaga x sorozatban

Py: tipus (val. eloszlas A-n)
P,: tipusok halmaza. Ha P € P, akkor

T(P)={xe A" : Px =P} P tipusosztalya sorozatok
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Tétel
Ha P € P,, akkor

1

man(P) < ‘T(P)’ < 2nH(P).
n

Megjegyzés

Ha a T(P)-beli tipikus sorozatokat meg akarjuk jeldIni kiilonbozs,
azonos hosszisagi 0 — 1 sorozatokkal (kédolas), akkor elég

~ nH(P) hosszlsagl sorozatokat hasznalni = ,,a véletlen sorozat
egyes tagjainak megnevezéséhet H(§) bit sziikséges.
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Pontosabban

X val. valtozé véges X' halmazon, Prob(X = x) = p(x).

C: X leképezése A ={0,1,2,...,d — 1} ABC véges hosszlsagi
sorozataira: forraskodolas

C(x): kédszé, hossza: £(x), (x € X)

L(C) =S p(x)i(x)
Egyértelmiien dekédolhaté kédokra:
H(p(x)) < L(C) < H(p(x)) + 1.

ahol H(p(x)) = — X, p(x) log p(x).
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Ha nem ismerjiik X v.v. pontos p eloszlasat, és helyette g
eloszlassal dolgozunk X-en:

H(p) + D(pllq) < L(C) < H(p) + D(pllq) + 1,

ahol

D(p||q) = Z p(x)(log p(x) —log q(x)), relativ entropia



A kvantumrendszer modellje

Kvantumrendszer matematikai modellje

Rendszer «— A = B(H) = M4(C), (dimH = d)

Allapot: ¢ : A — C pozitiv linearis funkcional, (/) = 1

— o(X) =TrpX, (X € A) egyértelmien, ahol p >0, Trp = 1.
Rendszer allapotai «++ p siirliségi operatorok

Allapottér #H Hilbert-téren:

SH)={peB(H):p=0,Trp=1}

e S(H) konvex

e S(H) extremalis pontjai=tiszta allapotok
(p? = p, 1-rangl projekcick: p = |W)(¥|, valamely
|V) € H-ra)
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Neumann-entrépia, Rényi-entrépia

Neumann-entrépia
S(p) = —Trplogp, peS(H)

Ha p sajatértékei A1,... Ay, akkor S(p) = — 27:1 Ailog A
kvantum Rényi-entrépia

Sa = InTrp®, o cRT\ {1}

l—-«o

lim S = 5(p) = =Trplnp

Egyiittes neviik: a-entropiak.
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Tulajdonsagok

1. Sa(p) > 0, egyenl6ség pontosan akkor, ha p tiszta.
2. Konkavitas

Sultp + (1— 1)) > t5(p) + (1 - 1)Sa(0),

t € [0, 1], akkor és csak akkor, ha « € [0, 1].
3. Unitér ekvivalencia

Sa(UpU*) = S4(p), minden U unitérre.
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Példa: az entrépia, mint a 'kevertség' mértéke

Cél: rendezést bevezetni az allapottéren
o bazisfliggetlen legyen = csak p sajatértékeits| fligghet
e a tiszta allapotok legyenek a ,legrendezettebbek”

Rendezziik p sajatértékeit csokkend sorrendbe:

A=), M=X>, > A=1

n

p(n) = Z)\; =supTry,p

i=1 Hn

Azt mondjuk, hogy p kevertebb o-nal, ha
p(n) < o(n), Vn.

Jel: p = o.
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Példa:
1/n Al 1
1/n Ao 0
. = = )
1/n An 0

n

dai=1 A=0

i=1

e > parcialis rendezés

e = kompatibilis a konvexitassal:

pr-p, prv =praop+(l—-ay, 0<a<l
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Tétel (Wehrl)
Ha f : Rt — R* konvex és f(0) = 0, akkor

f(p)
- .
7= Tk (p)
Példa (Gibbs-allapot)
e PH 1
pﬁ Tre—ﬂH’ (67W7H20)

Mivel

konvex és f(0) = 0, ezért

pPB = Pps

vagyis a magasabb hémérséklethez tartozé Gibbs-allapot kevertebb.
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= hasznos karakterizacioi:

1. A € B(H) obszervabilis varianciaja p allapotban
(A,A)? = TrpA? — (Tr pA)2.
Ekkor
pro = ANA>NA VAeB(H).

2. p = o pontosan akkor, ha Trf(p) > Trf (o) minden f konkav
fliggvényre.
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Elvarasok egy S kevertségi mértéktél:

e Tiszta allapotokra 0 legyen.
epzo = S(p)=5(0)
o fiiggetlen rendszerekre additiv legyen:

S(p®a)=5(p)+ S(o)

Belathato, hogy ezen elvarasoknak megfelelnek az a-entrépiak:
kvantum Rényi-entrépia

InTrp® «a€RT\ {1}

1
Sa =
1

—

Neumann-entrépia

lim S, = S(p) = —Trplnp
a—1
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Osszetett rendszer

Legyen '12" Osszetett rendszer, azaz adott
1. Hio = H1 ® Ho Hilbert tér
2. p12 € B(Hi12) = B(H1) ® B(H2) stirliségi matrix
Ekkor a p1 ill. po redukalt allapotok Hi-n ill. Ha-n, ha:
Tr(piX) = Tr(p2( X ® 1)) VX € B(H1),
Tr(p2Y) = Tr(p2(l ® Y)) VY € B(Ha).
Belathato, hogy

p1 = Tra,p12,  p2 = Try,pr2
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Megjegyzések

1. Egy Osszetett rendszer részrendszerei akkor és csak akkor
figgetlenek, ha az allapot a marginalisainak szorzata, azaz

P12 = p1 & p2.

2. Ha p1 és p koziil legalabb az egyik tiszta = p12 = p1 ® p2

3. Allapottisztitas:
Barmely p; € S(#H1) allapothoz létezik Ho Hilbert-tér és
V € Hi ® Ha, hogy

Tra W) (V] = p1.

4. Ha pjp tiszta, akkor p; és po spektruma multiplicitasokkal
egylitt megegyezik, kivéve esetleg a 0 sajatértéket.
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B(Hi12) = B(H1) ® B(H2)-n két természetes pozitiv kap van:
1. B(’le)Jr = {X S B(le) X > 0}
2. P= {EI-X,' QY X € B(H1)+, Y; € B(H2)+}

Természetesen:

P C B(H12)+.

e S(Hi12) NP szeparabilis allapotok
(szorzatallapotok konvex kombinacidja)

e A tdbbi allapot: dsszefonddott allapot

Tiszta allapot pontosan akkor szeparabilis, ha szorzatallapot.



Osszetett rendszerek entrépiaja
Tétel (Araki, Lieb)
S, akkor és csak akkor szubadditiv, ha o« = 1. Ekkor

1S(p1) — S(p2)| < S(p12) < S(p1) + S(p2),

és a jobboldali egyenl6tlenségben pontosan akkor van egyenléség,
ha p12 = p1 @ p2.
Megjegyzések
1. Ha p1o tiszta, akkor S, (p1) = Sa(p2)-
2. Mivel S,(p) nem szubadditiv, ezért nem feltétleniil igaz, hogy
P1 ® p2 = p12.
3. Szeparabilis allapotok esetén

Sa(p12) = Salp1);  Salp12) > Sa(p2)-

Sét tiszta szeparabilis allapotokra elégséges is a feltétel.

4. Ha S,(p12) < Sa(p1), akkor létezik olyan € > 0, hogy minden
o allapot, melyre |0 — p12|| < & Gsszefonddott.
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Tétel (Lieb, Ruskai)
A Neumann-entrépa erésen szubadditiv, azaz

5(p123) + S(p2) < S(p12) + S(p23)-

Egyenl6éség akkor és csak akkor, ha p123 un. kvantum
Markov-allapot.
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Allapottranszformaciok (Kvantumcsatornak)

A, Ay C*-algebrak (Kvantumrendszerek)
& A1 — Ay linearis leképezés:

e pozitiv, ha ®(A*A) >0, (A € A;)

e n-pozitiv, ha  ® id : A1 ® M,(C) — A; @ M,(C) pozitiv
Barmely fizikai folyamat a kvantumrendszeren: kvantumcsatorna

Matematikailag: kvantumcsatorna = teljesen pozitiv, nyomtarté
linearis leképezés (CPTP)
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Tétel
Ai = B(Hi) = Mg4.(C), (i=1,2). : A; — A linearis leképezés
esetén az alabbiak ekvivalensek:

1. & teljesen pozitiv

2. Choi-reprezentacié
Z,J 1 Eij ® ®(Ej;) > 0, (Ejj: matrixegységek)

3. Kraus-reprezentacié
AV Hi — Ha (I =1,...,r) linearis operatorok, hogy
O(A) =) VIAV

4. Stinespring-representation
3K véges dimenziés Hilbert-tér, 7 : B(H1) — B(K)
*_homomorfizmus, V : H, — K izometria, hogy

O(A) = V*r(A)V, (A€ Ar).
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Peldak kvantumcsatornakra
1. Unitér fejlédes: UpU™.
2. Altalanositott mérés (POVM):

M;pM:

MiM; =1, Sy ey
Z ' PP T (Miph)

pi = Tr (MipM}) valésziniiséggel.
3. Projektiv mérés:
A obszervabilis spektralis felbontasa: A= A* =) . \P; =
2iPi=1
4. Csatolas
pr=pRo.

5. parcialis nyomképzés
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Néhany divergencia

Relativ entrépia (Umegaki)

Trp(lnp —Ino), ha suppp C suppo,
+00, kiilénben.

S(pllo) = {

1. S5(p|lo) > 0, egyenléség pontosan akkor, ha p = o.

2. Unitér invariancia
S(UpU*||UcU*) = S(p|lc) minden U unitérre
3. Egyiittesen konvex: minden t € [0, 1] esetén

S(tp1+(1-t)pa2l[tor+(1-t)o2) < tS(p1lo1)+(1-t)S(p2|lo2).
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Rényi-féle a-relativ entrépia

«

ﬁ log Tr p®o' =%, ha suppp C suppo, vagy 0 < a < 1,

S o) =
a(pH ) 00, ha suppp g suppo, vagy a > L,



»Az allapotok megkiilénboztethetésége nem néhet fizikai folyamat
kovetkeztében.”

Tétel (Lindblad,UhImann;Petz)

p, o allapotok Aj-en, ® : A; — Ay kvantumcsatorna. Ekkor

5(®pl|®a) < S(pllo),

illetve
Sa(®pl|®a) < Sa(pl|o).
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Példa
p,0 € S(H), Fx € B(H) pozitivak, 3 F, = .
Meérés kovetkeztében:

p(X) = TrpFx, CI(X) =TroF,

Ekkor:
S(plle) = D(p(x)|[a(x)).
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Példa: Hogyan magyarazzuk ki a Il. fétételt?

e vizsgalt rendszer —  H Hilbert-tér, p allapot
o kornyezet —  H, Hilbert-tér, o allapot

Ha H. elég nagy, akkor o = |W) (V| veheté (allapottisztitas).
— Az Osszetett rendszer (zart) szorzatallapota: p ® [W)(WV|.
< Zart rendszer unitér médon fejlédik: Us(p @ W) (V) Uf.

= Tra (Ur(p @ (V)W) U) = ZA,pA

alkalmas A;-kre.



Az egész processzust ®-vel jeldlve, tetszéleges o referenciaallapotra:
5(®pl|Pa) < S(pllo).

Szoritkozzunk dim H = n-re (megy altalanosan is) és legyen
o = 1/. Ekkor ®(c) = 0.

S(®p||Po) = S(pe||l/n) = Trpe(In pe — In(1/n))
< S(plll/n) = Trp(Inp —In(//n),

azaz
Trpelnps < Trplnp,

vagyis

5(pt) = S(p)-



Példa: 6sszefonddas relativ entrépiaja

Jeldljiik S*P(H12)-vel a szeparabilis allapotok terét Hiz-n.
Ere(p12) == inf{S(p12||0) : 0 € S*P(H12)}

megadja a p1o szeparabilis allapotoktdl valé ,tavolsagat”.
Belathatd, hogy az infimum felvétetik és egyértelmi — p1o
legjobb szeparabilis approximacidja.

Tétel (Vedral et al.)

Ere(p12) = max{S(p1) — S(p12), S(p2) — S(p12)}-
Ha p1o tiszta, akkor ERE(plZ) = 5(,01)
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Példa: kvantum hipotézisvizsgalat

Milyen hibakat kdvethetiink el egy itélet meghozatalakor?

IGAZSAG
nem biinds | biinds
o biinds . faja hiba | OK
DONTES nem biinds || OK [. faja hiba
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Hogyan tudunk megkiilonboztetni két allapotot?

e po null hipotézis

e p1 alternativ hipotézis

e 0 < T </ teszt operator, {T,l — T} két értékii mérés
T —  po elfogadasa

I — T — pp elfogadasa
Ha 0-t mériink, po-t fogadjuk el, kiilonben pi-et.
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Milyen hibakat kovethetiink el?

e elséfaju hiba: null hipotézis igaz, de az alternativat valasztjuk.
Valésziniisége:
a[T] = Trpo(l = T).

e masodfaju hiba: alternativ hipotézis igaz, de a null hipotézist
valasztjuk. Valésziniisége:

BIT]=TrpT.



Vegyiik az allapotok fiiggetlen képiait H® -en

pg”):p0®po®...®p0’ pgn):p1®P1®®Pla

tekintsiik ezeken a T, € A®" = B(H®") tesztet, vagyis a

(Tni ! — T») {0,1} mérest a (p{", p\™) hipotézis paron. A
hibaval6sziniiségek:

a[T] =Trp( = T,), BTl =Trp{" T,



Cél: minimalizalni a hibavalésziniiséget, és az aszimptotikardl
mondani valamit n fliggvényében.
1. Stein-tipus
Adott ¢ € (0, 1) esetén minimalizalni B[ T,]-t, a[T,] < e
feltétel mellett:

B3 = min{B[T,]: o[Ta] <&, T € A®"0< T, < I}

2. Csernov-tipus
Adott (p, 1 — p) valdsziniiségeloszlas esetén

/Brsp = min{p’a[Tn]+(1_p)'6[Tn] : Tn € A®n70 < Tn < /}

3. Hoeffding-tipus
Adott r > 0 esetén minimalizalni 3[T,]-t, azzal a feltétellel,
hogy o[ T,] e~ rendben csokkenjen:

Br, =min{B[T,]: [Ty < e ™, T, e A% 0< T, <1}
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Tétel

1. (kvantum Stein-lemma; Hiai, Petz.)

lim — Inﬂ,,8 = —S(pol|p1),

n—oo N

2. (kvantum Csernov-korlat; Audenaert, Nussbaum, Szkota.)

lim flnﬂnp —C(pollp1),

n—oo N

ahol

C(A||B) = sup {(1 —a)Sa(A||B)} Csernov-tavolsag
0<ax1

3. (kvantum Hoeffding-korlat; Hayashi, Nagaoka. )

1
lim =In g} = —H(pollp1),

n—oo N

ahol

HA(A|1B) =

«(A||B)} Hoeffding-tavolsag
0<ax1
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T aléltiik, bar igénybe vett."

(Cseh T.-Bereményi G.: Levél névéremnek)

Koszonom a figyelmet!
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