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Hatas-sz6g dualitasrdl altaldban

Legyenek (M,w, H) és (M, &, H) Liouville integralhaté rendszerek, rendre g, p és G, p
kanonikus koordinatakkal. Hatas-szég dualitasrél akkor beszéliink, ha létezik egy olyan
R: M — M globalis szimplektomorfizmus, amelyre (¢,P) o R hatas-szog valtozok
H-ra és (q,p) o R™! hatas-szog véltozék H-ra nézve.

Dualitasi relacidk a Calogero-Ruijsenaars rendszerek kozott

’ Hiperbolikus Ruijsenaars-Schneider ‘L)’ Hiperbolikus Ruijsenaars—Schneider‘

80| a0
’ Hiperbolikus Cangero-Moser‘ (L ’ Racionalis Ruijsenaars—Schneider‘
o — Ol lﬁ —0

’ Racionalis Calogero-Moser ‘ (L ’ Racionalis Calogero-Moser ‘




Calogero-Ruijsenaars rendszerek hamiltoni redukciébdl

Kiindulasként egy csoportelméleti eredetii fazisteret valasztunk. Példaul egy X matrix
Lie-csoport vagy Lie-algebra P = T* X koérintdnyaldbjat. Ezen kijelolink Poisson-
kommutalé fiiggvényeket: H;, H, € C(P), {H;, Hr} =0, {H,,Hs} = 0.

A 'nagy’ fazistér (alkalmasan elvégzett) hamiltoni redukci6ja sorén egy 'kisebb'/redukalt
fazistér két természetes modelljét nyerjiik (S és S).

A {HM;}, {H,} figgvénycsalddok {H,}, {H.} redukciéiban a Calogero-Ruijsenaars
rendszerek Hamilton-fliggvényeire ismeriink ra és Poisson-zaréjeliik tovabbra is nulla.

Az S és S szelések kdzdtt természetesen meglévd szimplektomorfizmus szolgaltatja az R
hatas-szog dualitasi leképezést.

.




Tekintsiik az n x n-es dnadjungélt matrix-parok alkotta (2n>-dimenziés) sokasigot:
M ={(X,P)| X,P €gl(n,C), X" =X, P' = P}.

Ezen Q = tr(dX A dP) egy szimplektikus forma és H(X, P) = tr(P?)/2 a szabad
részecske Hamilton-fiiggvényének megfeleléje. A mozgasegyenletek megoldasa:

X(t) = tP + Xo, P(t) = Po.

A H;(X, P) = tr(P?)/j fiiggvények fiiggetlen mozgasallanddk, sét {H,;, Hx} = 0.

Az n X n-es unitér matrixok U(n) csoportja konjugaldssal hat az (M, ) fazistéren:
(X,P)— (UXU', UPU"), UecU(®n).

Erre Q és H,; is invariansak. A csoporthatidsnak megfelel6 momentum leképezés a
matrix kommutator:
(X,P) —~ [X,P] = XP — PX.

Ennek értékét rogzitve kapjuk a momentum kényszerfeliiletet:

[X,P]=ig(VV' —1,) = pu, V=@0...)"eR", geR.

Jeldlje G, C U(n) a p métrixot fixen hagyé métrixok csoportjat (izotrépia részcsoport).
.



A kényszerfeliilet barmely (X, P) pontjadhoz van olyan U € G,,, amely diagonalis alakra
hozza az X matrixot:
Q=UXU" = diag(q, ..., qn).

Tovabbé az [X, P] = u momentum-egyenlet lerdgziti az L = UPUT matrix alakjat is:

1— 6
kG k=1,...,n,

Ljr = (UPU")j, = p;dju + ig

q; — 4k

ahol ¢; # qr (j # k) és pj € R tetsz8leges. Ezzel megkaptuk G, palydinak egy sima
globalis szelését (a redukalt fazistér egyik modellje):

S ={(Q(¢,p), L(¢,p)) |a €C, pe R"}.
A H(X, P) = tr(P?)/2 Hamilton-fiiggvény H(q,p) = tr(L(g,p)*)/2 redukciéja
I~ o o 1
H(q,p) = = 2 4 S S
S DI ALY Dl e
J=1 i<k
amely a racionélis Calogero-Moser rendszer Hamilton-fliiggvénye. Az L Lax-matrix

hatvanyainak nyoma n fiiggetlen Poisson-kommutalé mozgasallandét general.
A hamiltoni folyamok teljessége is a redukcié azonnali kdvetkezménye.

A racionalis Calogero-Moser modell egy Liouville értelemben integralhaté rendszer!)

Az X, P szerepét felcserélve minden hasonléan alakul. A rendszer ondualis!



1. A racionalis Calogero-Moser rendszer spektralis koordinatai




Az imént latott L Lax-matrix A1,..., \, sajatértékei involdcidban allnak: {\;, A\x} = 0.

Feladat. Adjuk explicit formulat a sajatértékekhez kanonikusan konjugalt 61,...,0,
valtozdkral
{0,061 =0, {05, A} = djk.

Sejtés. (Sklyanin, 2009)

A 0; = C(\;)/A'()\;) jok lesznek, ha
A(z) = det(z1, — L),  C(z) = tr(Qadj(z1, — L)VVT).

Megoldas. (Falqui-Mencattini, 2015) A ¢; = D()\;)/A'();), j = 1,...,n konjugélt
koordinatak, ahol
D(z) = tr(Qadj(z1, — L)).

Raadasul ¢; = 0; + F;(A1,..., \n) lgy, hogy 55 = 5% = Skiyanin-formula v’

A Sklyanin-formula redukcids bizonyitasa. (G, 2016)

A ¢; mennyiségek a racionalis Calogero-Moser rendszer szég koordinatai és
_ ig ,n
C(z) = D(2) + 24" (2),

amibdl F;(X) = ig Zk#()\j — Ag) ™! és a Sklyanin-formula is kévetkezik.




1. A racionalis Calogero-Moser rendszer spektralis koordinatai

— Eredmények (G, 2016)

A raciondlis Calogero-Moser rendszer redukcids levezetését alkalmazva:
@ azonositottuk a Falqui és Mencattini altal felirt kanonikus koordinatakat
@ bizonyitottuk a Falqui és Mencattini altal megsejtett dsszefiiggést

© igazoltuk Sklyanin formulajat, amely spektralis kanonikus koordinatakat
szolgaltat a racionalis Calogero-Moser rendszerhez



2. A trigonometrikus BC,, Sutherland rendszer hatas-szog

dualisa




Trigonometrikus BC,, Suhterland modell — fizikai interpretacié

2n + 1 szamd részecske 1/2 sugard kérén mozog a fix Qo pontra nézve szimmetrikusan.
A parkdlcsdnhatas forditottan ardnyos a hiartavolsag négyzetével.

A konfiguraciés tér egy Weyl alkév
A={qgeR" |7/2>q > > qn >0}

A fazistér ennek koérintdnyaldbja

AxR" ={(¢,p) | g€ A, p e R"}, =
ellatva a kanonikus szimplektikus formaval %
n @
w:quj Adpj. Qo r
j=1 .

A rendszer Hamilton-fliggvénye Q3
—J
w1y Y il ~_m Zﬂ 2
HSth:—E 2+ E - +— +E - + RGPS
TR L Sint(g — i) sinf(q; +au) 4 sin(g;) | £ sin®(2g;)
j= <j<k<n j= -

ahol ~, 1,2 valds csatolasi allandék, melyekre az alabbi feltételeket irjuk eld:

¥>0, 72>0, 4vi+7v2>0.



Az U(2n) csoporton mozgd 'szabad részecske’ megfeleld redukciéjaként szarmaztattuk
a trigonometrikus BC,, Sutherland modellt és hatds-szog duélisat. A dudlis rendszer
Hamilton-fiiggvénye (lokalis koordinatakban)

T O e

i=1 k=1
! (k7)
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+ 2T -4 -=
el [ @il A
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ahol p, v, k valés csatolasi allandok: 1 > 0, v > |k| > 0. w//
A G, ...,qn koordindtdk tere egy vastag falid Weyl kamra LS
- n| @G — Gi+1 > 24, -
Co = e R"|," and G, > max{v, |k ,
{q G=1,....,n—-1) a4 (vl |}} 2
(s
(2 +v,v)

A racionalis BC,, Ruijsenaars-Schneider-van Diejen rendszer egy valés formaja. )




2. A trigonometrikus BC,, Sutherland rendszer hatas-szog

dudlisa — Eredmények (Fehér-G, 2014-15 + G, 2014)

Hamiltoni redukcié moédszerével:

@ megkonstrualtuk a racionalis BC,, Ruijsenaars-Schneider modell egy Lax-matrixat
harom fiiggetlen csatolasi allandéval (u, v, k)

@ hatas-szog dualitast igazoltunk a trigonometrikus BC,, Sutherland és egy
raciondlis BC,, Ruijsenaars-Schneider kbzott

© bizonyitottuk, hogy a dudlis modell lokalis leirdsdban szerepld (g, p) koordinatik
kanonikus koordinata-rendszert alkotnak

O megadtuk a fazisterek és Lax-matrixok globalis alakjat

A hatas-szég dualitast alkalmazva:
@ jellemeztiik a trigonometrikus BC,, Sutherland rendszer egyensiilyi konfiguracioit
@ igazoltuk, hogy a dudlis modell maximalisan szuperintegralhaté

@ bizonyitottuk a Lax matrix altal generalt Poisson-kommutalé mozgaséllandék és
van Diejen involiiciéban 4ll6 els6 integraljai koézotti ekvivalenciat (linearis
kapcsolat meglétét).



3. A trigonometrikus BC,, Sutherland rendszer Poisson-Lie

deformacidja




Az SU(2n) Poisson Lie csoport SL(2n C) Heisenberg dupléjénak -a T*SU(Qn)

Hamilton-fiiggvénye:

1
= sinh?(x) 2 etb et O
H= E cos ; | | 1-— - E Pi,
qj p] ) |: sinh2 (ﬁ] — ﬁk) 2 e

k] j=1

ahol w(pj;a) =1 — (14 e2**)e™?Pi 4 e2*¢~*Pi egy Morse-potenciél és a, b, x valés
csatolasi allandék: a > 0, b # 0, x # 0. A § vektor az n-téruszt paraméterezi e'?
alakban és p egy vastag fali Weyl-kamraban valtozik:

Co={peR" [0>p1, Ppr —Prs1 > |z] (k=1,...,n—1)}.

Az exp(p;) = sin(g;), §; = p; tan(g;) kanonikus transzformaciéval a

H(p,§;z,a,b) = H(q,p; x,a,b) Hamilton-figgvényhez jutunk. Egy 8 > 0 paramétert
vezetlink be az alabbi helyettesitésekkel: a — Ba, b — b, © — Bz, p — Bp.

A 'nemrelativisztikus' hataresetben visszakapjuk a trigonometrikus BC,,
Sutherland-modellt

H(q, Bp; Ba, Bb, Bx) — n

. Suth
lim iz = Hgc, (¢,0;7:71,72),

B—0

ahol az alabbi azonositasokat tessziik

v =z, 71:(62—a2)/2, 2 = 24>,



A trigonometrikus BC,, Ruijsenaars-Schneider-van Diejen rendszer Hamilton-fliggvénye

Hyp (), 0) Z cosh )\)I/QV F(A )1/2 [Vi(\) + ,j()\)]/Q),

alakd, ahol V4; (j =1,...,n) az alabbi fliggvény
Vi, (A) = w(E),) H X — Ae)V(EN + Ap),
;

és v, w trigonometrikus potencialok:

sin(po + 2) cos(u1 + 2) sin(uy + 2) cos(p] + 2)
sin(z) cos(z) sin(z) cos(z)

sin(p + z)
sin(z)

Itt u, o, p1, 1o, 47 tetszdleges csatolasok. Ezeket specidlisan megvalasztva

v(z) =

and w(z) =

=iz, MOZi(a+R)7 .ué) = —iR, M1 :lb+7r/27 ,u/l :71—/27
az altalunk levezetett Hamilton-fliggvény megkaphatd H,p hatareseteként:

lim Hyp (i(p+ R),14)) = H(p, 4 x,a,b) + konst.
R— o0



3. A trigonometrikus BC,, Sutherland rendszer Poisson-Lie

deformaciéja — Eredmények (Fehér-G, 2015-16)

@ Marshall korabbi, hiperbolikus esettel foglalkozé munkajat altalanositva levezettiik
a trigonometrikus BC,, Sutherland rendszer egy 1-paraméteres integralhaté
Poisson-Lie csoport Heisenberg duplajanak altalanositott Marsden-Weinstein
redukciéjabal.

@ Megoldottuk a momentum kényszer-egyenletet, visszavezetve azt egy Fehér és
Klim¢ik altal kordbban méar részletesen vizsgalt egyenletre.

Globdlisan jellemeztiik a redukalt rendszert. Igazoltuk, hogy a levezetett rendszer
Liouville integralhaté.

O Tovabba megmutattuk, hogy a modell miként kaphaté meg van Diejen 6t csatolasi
allandét tartalmazé modelljébdl. Ezaltal a levezetett modellt sikeriilt beilleszteni a
Calogero-Ruijsenaars tipusu integralhaté rendszerek kozé.

@ Végiil teljessé tettiik a hiperbolikus verzié Marshall ltal adott szarmaztatasat.



Kozvetlen vizsgalatok eredmeényei
a Ruijsenaars-Schneider rendszerekben



4. A hiperbolikus BC,, Ruijsenaars-Schneider-van Diejen

rendszer Lax reprezentacidja




VAN DIEJEN ('94-es PhD) munk3jabdl tudjuk, hogy az 6t csatolasi allandét tartalmazé
hiperbolikus Ruijsenaars-Schneider rendszerek integralhaték. Lax-métrix? (Lax-par?) J

Tekintsiik az alabbi 2n x 2n-es matrixot
0, 1,
ésazeC", F e é Ac R?™ vektorokat, melyek komponensei

_sinh(iv + 2)q) H sinh(ip + Aa — Ap) sinh(ip + Ao + Ap)
sinh(2),) sinh(Aq — Ap) sinh(Aq + Xp)

Fo = +/€e% |z, Frota =Zo/\/€%|za|, a=1,...,n,

A=A, A, =1, 00, =)
Itt 0 € R™, A1 > --- > X, > 0 és i, v valds csatolasi allandok. A keresett Lax-matrix:
isin(u)F; Fy 4 isin(p — v)Cy
sinh(ip + A; — Ag)

Za =

és

Lji =

L 6nadjungélt és U(n,n) eleme, azaz kielégiti az LC'L = C egyenletet. S8t L > 0 és

Spec(L) = {e™,...,e"™, e ", ...;e” "}




L eleget tesz az alabbi Ruijsenaars-féle felcserélési relaciénak
etetIn ], — e e A L = 2isin(u) FF' + 2isin(u — v)C.

Ennek segitségével igazolhatd, hogy sin(u — v/) # 0 esetén L sajatértékei kiilonbdzéek.

.
Megadtuk a 2-paraméteres van Diejen rendszer egy Lax reprezentacidjat:
L = [L, B],
ahol L a mér latott Lax-matrix és B az alabbi anti-hermitikus matrix
Bao=B =1 Loc —Lyp =1
a,a — n+a,n+a — Fa m QSinh(Aa—Ak) k 5 a IR (2
k#a
B = Ll ik=1,....2n (j £ k)
ik — 2tanh(Aa—Ak)’ 7 =1,...,4n (7 0
.

Az (L, B) pér segitségével felirtuk a (A(t),0(t)) megoldasok aszimptotik3jat:
Aa(t) ~ tsinh(6) + A5, 0.(t) ~ 65,

Ezt haszndlva beldttuk, hogy az L altal generdlt {K;} mozgéaséllandék és van Diejen
Poisson-kommutélé {H}} fliggvényei ekvivalensek. = L sajatértékei involiciéban allnak.




Fliggetlen Poisson-
kommutalé fliggvények



4. A hiperbolikus BC,, Ruijsenaars-Schneider-van Diejen

rendszer Lax reprezentacidja — Eredmények (Pusztai-G, 2016)

@ lgazoltuk, hogy a Lax matrix eleme az (n,n)-szignatiraju ‘belsé szorzassal’
definilt pszeudounitér matrixok Lie-csoportjanak.

@ Pusztai korabbi eredményét felhasznalva bizonyitottuk, hogy a Lax matrix pozitiv
definit.

© Megmutattuk a Pusztai altal levezetett széraselméleti eredmények segitségével,
hogy a Lax matrixbdl szarmazé spektralis invariansok és van Diejen 6t paramétert
tartalmazd Poisson kommutalé fliggvénycsaladjanak megfelel6 specializaciéja
ekvivalensek.

O Ennek segitségével bebizonyitottuk, hogy a Lax matrix fiiggetlen sajatértékei
Poisson kommutalé mozgasallandék teljes rendszerét alkotjak.



5. Trigonometrikus és elliptikus Ruijsenaars-Schneider

modellek a komplex projektiv téren




A kompaktifikalt trigonometrikus Ruijsenaars-Schneider modellt 8 — i3 helyettesitéssel
kapjuk a hagyomanyos trigonometrikus modellbol:

H(q,P):ZCOS p;) H[ ﬁ]

Jj=1 k#j
n=4
o O —————— O == —--- o 0
0 [ 1 2 3 1
4 3 2 3 4
n=>5
o—m8 —0—0---0—0—0——0—0---0—0—————0
0 11 1 2 1 3 2 3 4 1
5 4 3 5 2 5 3 4 5
n==~06
oO————00-0---0--0--=--0-=--=-0---0~---0 - -0—O0—————0
0 111 12 1 3 2 345 1
6 5 4 3 5 2 5 3 4 56
n="7
o——00 -0- - 0—0—0 - - -0—O0—-0-0 - - 0—0—0 - O- 0-O———0
0 111 121 238 1 43 2538 456 1
765 47 3 57 2 75 3 74 567

g/ értékei n = 4,5,6,7 esetén. A jelzett szdmok 'tiltott értékek. A megengedett g
csatolasok kétféle intervallumot alkot. Ezeket 1-es (folytonos) és 2-es (szaggatott)
tipustinak nevezziik.



Az l-es tipusi g értékek esetén, a konfiguraciés tér (lokalisan) egy (n — 1)-dimenziés
szimplex az E = {z € R" | &1 + - - - + 2 = 0} tomegkozépponti hipersikban:

Sg={r€E |z —24—g>0 j=1,..n},

ahol az indexeket periodikusan kiterjesztettiik: x,+r = xr — m minden k-ra. A fazistér
tehat lokalisan

P;OC =234 X Tnil, w'oe = Zdl’J A dp;.
j=1
ahol T"™! az E-beli (n — 1)-térusz.
Egy £: P)°° — C", (z,e™) > u leképezéssel (ij (komplex) valtozdkat vezetiink be:

|Uj|:v1'j—l']'+p— ’ jzl,...,’l’b,
n—1

a'rg(uj) :Zijk(pkfl _pk)7 .] = 1,...,71—1, arg(u") :07

k=1

ahol po =0és Q;, (j,k=1,...,n — 1) olyan egészek, melyekre
o (i Z du; A de> = wloc'
j=1

Az & leképezés révén a P;OC lokalis fazistér beagyazhaté a CP" ! projektiv térbe.




A modell Lax-matrixa (lokalis koordinatakban felirva):

loc iy _ sin(g) : 1/2 \11/2 ipg
Lg (x’e )]k sm(xj—xk—i—g)[vj(x’g)] [Vk(m7 g)] € )

ahol Vj(z,+g) az aldbbi pozitiv sima fiiggvények

Vi(w, £g) = sgn(sin(ng)) [ |

k#j

sin(z; — zx £ g)
sin(z; — zx)

Megmutathaté, hogy V;(z, g) = |u;|>W;(x, g) és Vi(z, —g) = |uk—p|*Wi(z, —g), ahol
az W;(z(u), g), Wi(z(u), —g) fiiggvényeknek létezik sima kiterjesztése CP™ '-re.

Az ng"c lokalis Lax-matrix létezik egy olyan sima L, kiterjesztése CP"'-re, amelyre
Lo((m 0 &) (z,e™)) = Al(p) 'L (x, €P)A(p), ¥(z,e®) € P,

ahol A(p) = diag(A4,...,A,) az aldbbi diagonélis elemekkel

n—1

Aj = exp (iZQj,k(pkfl —pk)), j=1....n—1, A,=1
k=1

Médszeriink az elliptikus szinten is mikodik = l]j kompakt elliptikus rendszerek!




5. Trigonometrikus és elliptikus Ruijsenaars-Schneider modellek

a komplex projektiv téren — Eredmények (Fehér-G, 2016)

@ Megvizsgaltuk a Fehér és Kluck altal korabban felfedezett Gin. egyes tipusii
csatolasi allandéval jellemzett kompaktifikalt Ruijsenaars-Schneider modelleket, és
kozvetlen, elemi Gton megmutattuk, hogy a trigonometrikus esetben ezen
rendszerek miként dgyazhatdk be a megfelelé komplex projektiv térbe.

@ A trigonometrikus esetben alkalmazott eljarast altalanositottuk az elliptikus
potencialok esetére is, ezaltal 4j elliptikus Ruijsenaars-Schneider modelleket
konstrualtunk a komplex projektiv téren. Ezzel kiterjesztettiik Ruijsenaars korabbi
eredményeit.
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