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I. A kvantumtérelmélet axiomatikus megkézelitése
A Haag—Kastler-axiomak [nLab: Haag-Kastler axioms]

Minkowski-téridé kettés kapja —

— A(O)

T O-ban megfigyelhetd
mennyiségek C*-algebraja

o létezik A := UA(O) «— induktiv C*-algebrai limesz
O

e izoténia: 01 C Oy = A(O;1) C A(O2)
e lokalitas: 07 X 0y = A(O;) C A(O,)"<— kommutans A-ban

Poincaré-csoport iT térszerlien szeparalt

e kovariancia: P 3 g — ag € Aut(A); ag(A(O)) = A(g(0))

+ algebrai Haag-dualitas: VO, A(O) = (OUOA(Ol))/ = A(O"Y



Lokalisan keltett abrazolasok [nLab: DHR superselection theory]

o vakuum abrazolas: A hi irreducibilis abrazolasa vm H Hilbert-téren
J. kommutans B(#)-ban

mo Haag-duélis ha mo(A(O")) = mo(A(O))

7 abrazolas lokélisan keltett (mo-bdl) ha vm O-ra 7| A(O') = 19| A(O)
fizikailag: O-ban lokalizalt toltés van jelen

Doplicher—-Haag—Roberts: Ha mg Haag-dualis, akkor minden mp-bdl lokali-
san keltett abrazolas mg o ¢ alakl ahol g az A endomorfizmusa mely
e lokalizalt: vm O-ra 9| A(Q') =id
e transzportalhaté: a Minkowski-tér minden x pontjahoz létezik egy
x + O-ban lokalizalt o, endomorfizmus, amivel 7 0 ¢ = 7g © 0.



1. A DHR—kategéria DHR(.A) [nLab: DHR category]

objektumok: A lokalizalt transzportalhaté endomorfizmusai
01 — 02 morfizmusok: U € A amire Upi(—) = 02(—)U

kompozicié: A szorzasabol

mo Haag-dualis
01 = 02 = o © 01 = 7o © 02 l



gazdag tovabbi struktira ~ fizikai jelentéssel

& az abrazolasok direkt dsszegébdl

monoidalis struktira (szorzas féle) ~ toltések Gsszeadasa
U, U, U202(U1) ,

(o1—>01, 00—>0y) > 2o ——> 0500}

duélis objektum ~ ellentett toltés

0 — 0 amire p o g-ban direkt 6sszeadandé id

egyértelmii o — d, € C statisztikus dimenzié amire
020 = dy=dy dy=d; dpsy =dp+dy doog =dody

fonas ~ részecske statisztika
térszeriien szeparalt tartomanyokban lokalizaltak

01002 = 020 01 ha 01 X 0o = 01 és 0o transzportalhatokra

Uros(U2) . 41x82 » . Uste2(Ur?)
5(91792) = 0100201902 = 02001 —> 020901

i €(01,02) allandé ha §; és d, lokalizacisja folytonosan valtozik !



I1l. Szimmetria rekonstrukcidé

keresett egy G csoport — vagy alkalmas altalanositasa — amire
Rep(G) = DHR(A)

mint kategéridk a fenti tovabbi struktarakkal.



IV. Legalabb 241 dimenzié:
csoportok és a Doplicher—Roberts-tétel

[nLab: Doplicher-Roberts reconstruction theorem]

adott O-tdl térszeriien szeparalt tartomany Osszefiiggd



Doplicher—Roberts:
e DHR(A) fonasa szimmetria: £(p1,02) ™! = £(02, 01)
e minden d, egész

e izomorfia erejéig egyértelmd kompakt G csoport amire Rep(G) =
DHR(A)

Rep(G)-ben
@ vektorterek Vi & V5 direkt 6sszegébdl:
(D1 @ D2)(g)(|v) + [w)) := Di(g)|v) + Da2(g)w)
& vektorterek Vi ® V5 tenzor szorzatabdl:

(D1 @ D2)(g)|v @ w) := Di(g)|v) ® Da2(g)|w)
egysége Do(g) -k =k Vk e C

(—) kontragradiens abrazolas a dualis téren: (v|D(g) := (D(g™?!) - v|
d statisztikus dimenzié: d(p,y) = dim(V)

¢ fonas: vektorterek flip: VoW — WV, v@w — w® v szimmet-
riajabol



V. Eltér6 sajatossagok alacsony dimenziéban

adott O-t6l térszerlien szeparalt tartomany nem &sszefiiggd



emiatt
e igenis el6fordul nem szimmetrikus fonas

e vannak nem egész statisztikus dimenziék

csoport szimmetria kizart:
dim(V) megoldana a statisztikus dimenziéra vonatkozé6 egyenleteket
a fonas a vektorterek szimmetriaja lenne

Lakkor mi ?
G csoport abrazolasa egy vektortéren CG csoportalgebra abrazolasa is
barmely A algebrara Rep(A) kategéria ®-gel —

a tovabbi strukturakhoz tobb kell. . .



VI. Nem feltétleniil szimmetrikus fonas: Hopf-algebra
[nLab: Hopf algebra]

A algebrara Rep(A)-ban legyen

& vektorterek Vi ® V5 tenzor szorzatabdl:
(D1 ® Dy)(a)lv e w) := Di(7)|v) @ Da(?)|w)  kell egy
A—A®A a— > a; ® ap algebra homomorfizmus (koszorzas),
amivel (D1 ® Dy)(a)|lv @ w) := > Di(a1)|v) @ Da(az)|w)
egysége C, kell egy Dy : A — C algebra homomorfizmus (koegység)

(—) a dualis vektortéren: (v|D(a) := (D(?)-v| kell egy

A=A a—a algebra anti-homomorfizmus (antip6d),
amivel (v|D(a) := (D(a) - v|

d statisztikus dimenzié: d(p,y) = dim(V)

hogy monoidalis kategéria legyen dualis objektumokkal:
Hopf-algebra axiomak

i monoidalis és dualist 6rz6 felejts funktor a vektorterek kategériajaba !



fonashoz R € A@ Aamire R(D_ a1 ®ax) = (D ax®a;)RVac A

hogy flipo (D; ® Dy)(R) : Vi ® Vo — Vo ® V; fonas legyen:
kvazitriangularis Hopf-algebra axiémak

altalaban nem szimmetrikus fonas

Példa G csoport CG csoportalgebraja

koszorzas CG—-CGRCG g—grg
koegység CG—~C g—1
antipéd CG —> CG g—g ! geG

R=1®1eCGRCG



VII. Nem feltétleniil egész statisztikus dimenzidk:
gyenge Hopf-algebra [nLab: weak bialgebra]

ha D; ® Dy nem Vi ® Vs-n él =
dp, = dim(V;) nem oldja meg a dp,xp, = dp, dp, egyenletet

ha a > Y a3 ® ap multiplikativ de nem 1 6rz6 = (3. 1:®1,)?=>_1,®1,

(D1 ® Dr)(a)|lve w) = ZDl a1)|v) ® Da(a2)|w)

nem abrazolas Vi ® Vo-n csak {>° Di(11)|v) @ Da(1,)|w)} altéren
hogy monoidalis kategériara vezessen duélis objektumokkal:
gyenge Hopf-algebra axiémak [Bohm—Szlachanyi]
egyértelmii statisztikus dimenzi6 ha
véges dimenzios C folott
fonashoz kvazitriangularitas

monoidalis egység nem C hanem A szeparabilis Frobenius B részalgebraja

i monoidalis és dualist 6rz6 felejts funktor B bimodulus kategériajaba !



Példak
e véges [0 objektum halmaza I grupoid altal kifeszitett CI algebra

gog' ha értelmezett

» szorzas: gg’' = { 0 egyébkent } linearis kiterjesztése

» CI — CI ® CT koszorzas: ' 5 g — g ® g linearis kiterjesztése

I 1= ero L Yo 1o @ LAY cro L) @(Xero 1) =101 |

egység abrazolas CI0 szeparabilis Frobenius-részalgebran
e A Lee—Yang-modell rekonstrualt szimmetridja My @ M3 algebran
e Az Ising-modell rekonstrualt szimmetridja Mz & M3 & My algebran
1

komplex elemi matrxok algebraja



VIIl. A lejtén nincs megallas. . .

tovabbi kézenfekvd kérdések — kozvetlen fizikai motivacié nélkil

i milyen struktara kell egy monoidalis és dualist 6rz6 felejts funktorhoz
Rep(A)-bdl egy tetszéleges B algebra bimodulus kategériajaba 7

Hopf-algebroid [Takeuchi / Schauenburg / Bohm — Szlachanyi]
[nLab: Hopf algebroid]
e C — A egység helyett B ® B°? — A homomorfizmus
(= négy kommutalé B-hatas A-n) 1 B-bimodulus centruma
e A— A®c A homomorfizmus helyett A — (A@pg A)B
i a B-bimodulus A®g A nem algebra — megszoritas a centrumara !
Példak
e gyenge Hopf-algebrak
e minimalis: A= B ® B°P
» id: BR B - B B®P
» BRB® - (B B®P)® (BRB®), bab — (b1)®s (13 b)



i milyen struktaraval rendelkezik egy végtelen sok objektumd I' grupoid
altal kifeszitett algebra 7

szorz6 gyenge Hopf-algebra
[Van Daele — Wang / Béhm — Gémez-Torrecillas — Lépez-Centella]

% nem véges = nincs 1, egység elem

x€lo
csak Cll-en haté szorzé operator értelemben



Ko6szonom a figyelmet!



