Kétallapotu spin idobeli valtozdsa magneses mezoben
1. Oszcillaci6 energiasajatallapotok kozott

Egy mégnestii, vagy egy kis kordram mégneses nyomatékkal (momentummal) rendelkezik,
ez az m mennyiség jellemzi azt, hogy milyen erds a magnes. Amint az az
elektromagnességtanbdl ismeretes, ha egy A feliiletet koriilzard sikbeli vezetd hurokban /
erdsségli dram folyik, akkor a magneses momentuma m =/A nagysigu, irdnya pedig a hurok
sikjara merdleges, az dram irdnydval jobbcsavart alkoté irdny. A magneses momentummal
rendelkezd testre a B migneses mezd forgatonyomatékot gyakorol, ez utébbinak a mérése
egyébként az egyik modja a B erdsségének jellemzésére. Magneses momentummal rendelkezik
szamos alapvetd atomfizikai részecske is pl. az elektron a proton és a neutron. Magneses
momentum dltaldban mozgd toltéshez (dramhoz) kapcsolddva 1ép f6l, mint a kdrvezetd esetén is
és ardnyos a mechanikai perdiilettel, azaz impulzusnyomatékkal. Az atomi részecskék a
tapasztalat szerint nyugalmi rendszeriikben is rendelkeznek ilyen impulzusnyomatékkal,
ugynevezett spinnel, amit nagyon durvén gy lehet elképzelni mintha ezek a részecskék
pordgnének egy tengelyiik koriil. Mai tuddsunk szerint a proton €s a neutron spinje és magneses
nyomatéka belsd szerkezetiikkel kapcsolatos. Elektron esetén, amelynek az ismert részecskék
koziil a legnagyobb a magneses nyomatéka, (a Bohr magnetonnak nevezett mennyiség:
-9.3.107>* Am?) a mélyebb (relativisztikus) kvantumelmélet alapjan a mechanikai nyomaték,
azaz a spin, és a hozz4 csatol6do, vele ardnyos magneses nyomaték belsd szerkezet foltevése
nélkiil is els6 elvekbdl szarmaztathat6. Kiilsé magneses mezdben egy magneses nyomatékkal
biré daramhuroknak, tekercsnek vagy részecskének £ = —iB = —mB cos 3 skaldris szorzattal
adott potencidlis energidja van. Ez az elektrodinamikdban leveztett 6sszefliggés egyszeriien
érthetd: a mignestiinek minimdlis az energidja ha a magneses momentuma a B irdnyba mutat,
oda spontdn médon befordul, illetve ahhoz, hogy atforditsuk 2mB munkat kell végezni.

Klasszikusan az E energia ezek szerint az i és B altal bezart szog értékétol fiiggden —mB és
mB kozott a 9 értékétdl fiiggden akarmekkora lehet, de egy atomi részecske esetén ez nem igy
van, err6l taniskodik eziistatomok esetén a Stern Gerlach kisérlet, ahol csak kétféle energia
lehetséges. Ugyanez a helyzet elektronok vagy protonok esetén is, az energia csak kétféle lehet
&, = mB, e = —mB. Ennek oka, hogy ezek a részecskék csak kétfajta
sajat-impulzusnyomatékkal, spinnel rendelkezhetnek, és a migneses nyomaték a
kvantummechanikdban is ardnyos az impulzusnyomatékkal. Megjegyezziik még, hogy az
impulzusnyomaték diszkrét volta a kvantummechanikdban dltaldnos elvekbdl levezethetd. Itt
azonban csak arra a fontiekbdl levonhat6 kovetkeztetésre lesz sziikségiink, hogy hogy az elektron
vagy a proton spindllapota és igy migneses édllapota is egy kétdimenzids (komplex) Hilbert tér
vektoraként tekinthetd. Erre utal a Stern-Gerlach kisérlet, é€s szamos egyéb azéta elvégzett mérés.

Tekintsiik tehat a részecskét egy kiils6 homogén mégneses térben, ahol mégneses nyomatéka
két irdnyban "4llhat be", azaz a magneses nyomaték mérésekor két sajtirany lehetséges, a
mezdvel parhuzamos vagy azzal ellentétes irdny, jeloljiik ezeket |+) illetve |-) jellel. Ezek
kiilonbozd energidjiak: €. = mBy illetve - = —mB), ezek a spinhez csatol6d6 H
energia-operator, a Hamilton-operdtor megfeleld saiajatértékei:

H()|+> = 6+|+>, H()|—> = 87|—>.

A két sajatvektor vagy sajatirdny az allapottér belso szorzata szempontjdbol egymadsra
ortogonalis: (+I-) = 0, és normaltnak tekintjiik 6ket, azaz (+l+) = (—|-) = 1. A spin altalanos
allapota azonban ezen két allapot tetszéleges szuperpozicidja is lehet, és ez a szuperpozicié



altalaban fiigg az id6tdl. A kvantummechanika 4ltaldnos torvénye szerint az dllapotvektor az
alabbi dinamikai egyenlet, azaz a Schrodinger egyenlet szerint valtozik

L dY)
17‘17 = HQl“P>
ahol az itt vizsgdlt esetben |'V) egy vektor a kétdimenzids térben, a H operatort pedig a fonti két

sajatvektordn adott hatdsa egyértelmiien meghatarozza. Keressiik a megoldést a
W()) = ci()H+) + c-(t)I-)
alaku linedris kombindci6 alakjdban, ahol a c¢..(7) és c_(r) idotol fiiggd komplex értékii
fiiggvények.
Megoldas:
Y1) = c(0)e " 4) + c_(0)e ")

ahol ¢, (0) és c_(0) a [¥(0)) kezdédllapotot adjak meg a 1 = 0 idépontban. Irjuk el6, hogy a
kezddallapot legyen normalt: (¥ (0)I¥(0)) = 1, ebbdl kdetkezden lc..(0)I? + lc_(0)I* = 1, illetve
ldthat6éan minden 7 idépillanatban lc, (7)I?> + lc_ ()| = 1. azaz az id6fejlédés sordn a norma
megmarad. Vizsgdljuk meg mi annak az amplitidéja, hogy a rendszer a 7 idOpillanatban a
kezddallapotban van, azaz szamitsuk ki a (‘V'(0)'\V' (7)) belso szorzatot:

(PO)I(D)) = lc (0)1Pe ™ 1+ 1c_(0)IPe7,
A megfelel6 valoszinisség ennek az abszoliit érték négyzete, azaz annak a valdszinlisége, hogy a
spin 7 1d6 malva is a kezd6 allapotban van:

Po(®) = KON = llc, (0)2e=#/ + |c_(0)[2e~ie-1]* =
= le. (0)1* + le_(0)1* + 2Ic, (0)Plc_(0)I> Re e+ =

=l (O)1* + le_(0)1* + 2lc, (0)12le_(0)12 cos %z

Az eredmény szerint dltaldnos esetben a valdsziniiség
£+ — &=

h

o =

korfrekvencidaval harmonikusan oszcillal.

13.1 Feladat: Mely idopillanatokban lesz a Po(t) valosziniiség maximdlis illetve
minimdlis és mennyi ekkor az értéke. Lehet-e a Po(t) valdsziniiség nulla?

Lathato, hogy ha a spin 4llapota kezdetben éppen H valamelyik sajitillapota, mondjuk a
I-), akkor ¢_(0) = 1 (faziskonvencio) és a normélds miatt ¢, (0) = 0. Ilyenkor a valészinliség
Po(r) = 1 tetszdleges idOpillanatban, s ugyanez a helyzet, ha a kezdeti allapot a ¢, (0) = 1
kezd6foltételnek megfelelden a 1+) dllapot. Az is egyszeriien lathatd, hogy ha ¢, # ¢_, akkor a
Po(t) = 1, tetszbleges r-re eredmény csak ezekre a kezddallapotokra all fonn. Emiatt a |-) és a
I+) allapotokat, amelyeket az tiintet ki, hogy ezek a H( operator sajatillapotai: staciondrius
allapotoknak nevezziik. Ha a rendszer ezek valamelyikébdl indul, akkor 1ényegében ebben a
kezdeti dllapotban is marad, mert ezek id6fejlédése trividlis: e*+/"|+), illetve e™*/"|-). Ez a
kvantummechanika 4ltaldnos torvényszeriisége, a kétdimenzids térnél bonyolultabb allapotterii
rendszerekre is érvényes. Rdismeriink, hogy ezek a staciondrius 4llapotok éppen a Bohr altal
(joval a Schrodinger egyenlet bevezetése eldtt) posztulélt, de mélyebben nem értelmezett
staciondrius allapotok.

A ref: Bohr 6sszefiiggés kapcsolatos a Bohr féle masodik posztulatummal. Ezt a kapcsolatot
amelynek korrekt kifejtésére ezen a szinten nincs mod, nagyjabdl a kdvetkezoképpen lehet
értelmezni. Az 6t koriilvevo elektromdgneses mez0 hatdsdra a kétallapotu rendszer a |-) és a |+)



allapotok szuperpozicidjaba keriil és a két staciondrius dllapot kdzott wo korfrekvencidval
oszcilldl. Ekozben egy tigynevezett dtmeneti atomi elektromos vagy magneses dipdlusmomentum
keletkezik, amely ugyanilyen kofrekvencidval rezeg, s ennek révén /1w energidju
elektromagneses kvantumot , azaz fotont képes elnyelni vagy kibocsétani.

2. Idofejlodés az energiasajatallapotoktdl kiillonbozo bazisban.

Tegytik f61 most, hogy a By médgneses mezd mellett van még egy erre merdleges B mez0 is,
ugy hogy a teljes mdgneses mez0 irdnya most mar nem a By irdnyu z tengely, hanem egy azzal
valamilyen szoget bezdré irdny. A lehetséges energiasajatértékek ilyenkor £, = m /Bj + BZ + B}
illetve ¢ = —m m ¢és a most H-val jelolendd energiaoperator megfeleld
sajatdllapotai legyenek |1) és [2).

HI1) = &), HI2) = &,12)

Ezek nyilvdn nem azonosak ez el6z06 I+) és |-) dllapotokkal, de el6fordulhat, hogy valamilyen
okbol most is abban a bazisban akarunk spint, azaz magneses nyomatékot mérni, amelyek a H
sajatdllapotai. Szeretnénk tehat megallapitani a rendszer allapotét a |+) és |-) bazisban, amely
most mar nem sajitallapota a H-nak. Az el6zdek alapjan ezt igy tehetjilk meg, hogy
megkeressiik a H sajatdllapotait a Hy sajatillapotainak bazisan kifejtve. Azaz megkeresssiik az

) = ai+) +a-l-)
|2> = a2+l+> + a2_|—>
kifejtésben a kifejtési egyiitthatokat, és igy az el6z6 pont mintdjara az

di)
dt

dinamikai egyenlet 4ltaldnos id6beli megolddsa most mar a
(6)) = c1(0)e ™ "M1) + c2(0)e ™12y =
c1(0)e " (a +) + ar_1-)) + c2(0)e ™ (ar +) + ar |-)) =
= (a1+c1(0)e™"" + ay,.c2(0)e M)+ + (ar-c1(0)e " + ay_c,(0)e M) |1-)

alakba frhatd, amibdl a |+) és |-) allapotok amplitiddja leolvashato.

Sziikségiink van tehat a ref: Kifejtes egyiittthatéira, ahol tudjuk, hogy HIl) = £,11), és
H12) = &,12).

A feladat megolddsat ugy kapjuk, hogy keressiik 4ltaldban a

Hlp) = ¢lp)

sajatértékprobléma megolddsat a |+) és |-) vektorok dltal alkotott bazisban, azaz keressiik a
lp) = a.l+) + a_I-) kifejtési alakban, ahol, mint l4tni fogjuk, az egyiitthatokra két megoldast
kapunk ezek lesznek a font keresett sajatvektorok.

H(a,+) +a-1-)) = e(as+) +a-l-))

ih — HV)

Szorozzuk ezt az egyenletet meg skaldrisan a I+) illetve a |-) vektorokkal, és hasznéljuk a (I+),
HI-)) = (+IHI-) = H._ stb. jelolést. A bels6 szorzat linearitasabdl, illetve a jobboldalon (I+),
I-)) = (+I-) = 0 ortogonalitasi relaciébdl kapjuk, hogy

H.a.+H,a_ =c¢a.

H.a +H a =c¢a-

Itt a H 6nadjungéltsagabol kovetkezéen H.. és H__ sziikségképpen valés, mig H_. = HT . A



mdtrixot a A operator mdtrixdnak nevezziik a |+),|-) vektorok bazisdn. A kvantummechanikdban
azt a tényt hogy itt azt a bazist hasznaljuk amelyek a H( operdtor sajatvektorai alkotnak Ggy
szokds mondani, hogy H reprezentaciot hasznalunk.

13.2. Feladat: Adjuk meg a Hy madtrixdt a |+),|-) vektorok bdzisdn. Ezt
sajdtreprezentdcionak nevezziik.

A fonti egyenlet valdjaban tehdt a H matrixdnak a sajdtértékegyenlete, amelyet a
(Hy—-¢)a,+H a =0
Hia - +(H_--¢g)a-=0

alakba frva lathat6an egy homogén linedris egyenletrendszert nyeriink. Mint a linedris algebrabodl
ismert ennek csak akkor van nemtrividlis — nem csupa nulla, azaz fizikai tartalmat hordoz6 —
megoldésa, ha a megfeleld determindns eltiinik. A determinéns nulla volta ¢-ra itt egy masodfokud
egyenletet eredményez, amelynek megoldésai a sajatértékek.

H.,+H_
2

g1-etilletve g,-t visszairva az egyneletrendszerbe megkaphatdk a megfeleld a ./ a ;- illetve
ardnyai, a»./a>- hanyadosok. Ha még a |p)-k norméltsagét is eldirjuk, akkor az egyiitthatokra
érvényes la;.|1> +la;_|> = 1 egyenletek i = 1,2 az a egyiitthatOkat egy kozos egységnyi abszoliit
értékli komplex konstans erejéig egyértelmlien meghatirozzak, mely ut6bbi fazis a fizikai
kovetkeztetéseket nem befolydsolja. Az egyiitthatok meghatarozéasasra vnatkozik a

£12 = L (He — H)? + 4IH

13.3. Feladat. Adjuk meg az a., a,_ illetve a»., a»- egyiitthatokat a H
mdtrixelemei segitségével.

Mivel a B hidnydban a H atmegy Hy-ba, ekkor ui. nincs H,_ stb, azaz a mdtrix diagonilis,
ekkor az £, —bdl vissza kell kapnunk ¢, -t. Ebbdl lathat6, hogy ekkor Hyy = €. és H__ = ¢_.
Ez altaldban is bizonyithatd, s az is latszik, hogy a nemdiagondlis H._ elem follépése a B,
koveztkezménye. Az e, = mByilletve s = —mBo miatt H,, + H_ = 0, igyalH, | = V?

jeloléssel
E1p = i% ‘[ (751()()0)2 + 4V2

A B azaz a V bekapcsoldsa tehat eltavolitja egymastdl a két nivot, s ez anndl er6sebben
érvényesiil minél kozelebb van az eredeti két nivé egymadstdl. Egy ilyen szitudcidban a V-t
gyakran perturbdcidnak (zavarnak) nevezik. A V és a B| nagysaga kozotti kapcsolat a fontiek
alapjan fizikai meggondoldsokbdl megéllapithaté. Abra:

Mivel mint lattuk, hogy £, = +m |Bj + B? + B} , ezt négyzetre emelve és Osszevetve az
eléz0 képlettel illetve azzal, hogy /iwo = 2mBy, kapjuk, hogy V> = m?(B? + B?). Irjuk els,
hogy H.- legyen linedris a B ,-ben és B,-ban ahogyan H,, is ilyen Bo-ban. Ez csak ugy lehetséges
ha H._-ra komplex szdmokat is megengediink, s egy lehetéség H.- = m(B, — iB,). Meg lehet
mutatni, hogy lényegében ez az egyetlen igazi lehet6ség a H._-ra, ha eldirjuk, hogy a H alakja a
koordinatarendszer vdlasztdsdnak megfelelden valtozzék. Ugyanis, ha az eredetihez képest egy
elforgatott koordindtarendszert haszndlunk, ott a B vektor komponensei egy eldirt médon
transzformalddnak, s a H matrixat a fonttinek megfeleléen valasztva az tetszéleges
koordinatarendszerben is ugyanilyen alakban lesz kiszamithat6 Ezt itt dltaldnossdgban nem



bizonyitjuk. (1d. Kvantummechanika 1.)
A kolcsonhatési energia dltaldban a

H = mBo =m(Bo, + Byo, + B.0;),

alakba frhat6, ahol ¢ egy olyan operdtor amelynek harom komponense van, mint egy vektornak,
és hatdsa a |+) és |-) bazisban a kovetkezd:

o) =1), od=)=1)
oy+) =il-), o) =-il+)
ol+y=H), ol-)=--)

Mutassuk meg, hogy a fonti operdtorok matrixai a +), |—) bazisban az un. Pauli féle

0 1 0 —i 1 0
[0 ] w17 0]

Itt most a matrixot [ | jelek kozé irtuk, ambar ez nem szokasos. Az el6z6 nem bizonyitott allitas

spinmatrixok:

éppen azt jelenti, hogy a ., 0,0 egy vektor komponenseinek tekintheték. A o vektor /1/2
szorosét nevezziik spinvektornak S :%0'.

Egy olyan mégneses mez0 esetén, amikor B = {Bsinfcos¢, Bsinfsing,Bcost} a 3. feladat
alapjan By = Bcos0),
asila,. = H, /(g3 — H.y) = mBsinfe /(1 —mBcos0) = cos(0/2)e*/sin(6/2), A normdldsnak
is eleget tevd megoldasok tehat

ar. = cos(0/2)e e a,_ = sin(0/2)e™”

ahol e’ tetsz8leges fazistényezd, gyakori valasztds a f = ¢, f = 0 vagy a B = ¢/2.
A B, bekapcsoldsakor tehat a megoldas a fonti ref: B alakd, s megallapithatok a (+'P(7)) és
(—=I¥(r)) amplitadok.
ANY)

13.4. Feladat Keressiik kozvetleniil az ih—+~ = HI'V) egyenlet megolddsdt
(1)) = a.()l+) + a_(1)-) alakban. Utmutato: irjuk ezt a kifejezést a megoldandé
egyenletbe, majd szorozzuk a kapott vektoregyenletet skaldrisan |+) -al és |-)-al, és
keressiik az a.(t) és a_(t) egyiitthatokat e’ alakban.

Larmor precesszio

Tegyiik fol, most hogy ¢ = 0-kor a spin egy a fonti 0, ¢ irdnyban 4116 berendezésbdl jon ki, és
ennek 1) jelll sajatdlapotdban van, azaz az energidja az €.

Engedjiik be ezt a részecskét egy z irdnyd B magneses mezdvel jellemzett térbe,
Stern-Gerlachba, hogyan fog ez ott mozogni? Mivel a kezdd dllapot most
cos(0/2)e71+) + sin(0/2)e™?|-), azaz a ref: Hnull-ban ¢, (0) és ¢_(0) éppen ezek az
egyiitthatok, leolvassuk az id6fiiggd megoldast:

(1)) = cos(0/2)e #2411 + sin(6/2)e' e - 1"h|-)

Az S operétor varhat6 értéke, az (S) = ((W(1)IS Y (7)), (Y (D)IS, ¥ (1)), (Y (ISP (1)))
komponensekkel adott klasszikus vektor ekkor (¢, — £_)// szogsebességgel forog a most z irdnyud
B koriil. Ezt nevezziik Larmor precesszionak

13.5 Feladat: Szdamitsuk ki az (S) vdrhato értéket és igazoljuk a Larmor

/////



