A kvantummechanika szabalyai

A Stern-Gerlach tipusu kisérletek atomnyaldbokra, a fotonok polarizdcidjara vonatkozo
kisérletekbdl és szamos egyéb kisérleti tapasztalat alapjan meg lehet fogalmazni a
kvantummechanika olyan matematikai modelljét, amellyel jelenlegi tuddsunk szerint minden
kvantumos jelenséget le lehet irni.

1. Egy kvantumfizikai rendszer dllapotait egy linedris vektortér elemeivel jellemezziik.

Az elemeket — vagyis az dllapotokat — szokds vektornak is nevezni: az eredetileg P. Dirac
angol fizikus altal bevezetett és manapsag teljesen elterjedt jelolésiikk a| ) ketnek nevezett
szimbdlumban szerpld szdm vagy betd, pl. ly). A linedris vektortér tulajdonsdgai alapjan, ha van
két allapot, akkor dltaldban azok linedris kombindcidja is egy lehetséges édllapot:

|l//> = C||l//|> + Cz|l//2>.

(Ez 1ényegesen kiilonbozik a klasszikus mechanika allapotfogalmatél, ahol az 4llapot a
részecskéket jellemzd ( dltalanos) kordinatdk és a sebességek, vagy az impulzusok egyiittese
jellemzi az 4llapotot, €s ilyen szuperpozicids torvény nem érvényes) A vektortér linearisan
fiiggetlen elemek szdma a dimenzio. A kvantummechanikdban véges vagy megszdmlédlhat6an
végtelen dimenzids terek fordulnak eld. A tér eleme a z€r6 vektor is, de az nem jellemez fizikai
allapotot, ezért ezt egyszeriien 0-val jeldljiik. Egy adott kvantumfizikai probléméhoz egy
alkalmasan vélasztott linedris tér tartozik.

2. A fizikai dlapotok tere egy ugynevezett belso szorzat tér, azaz értelmezve van tetszoleges
két vektor belsd vagy skaldris szorzata, amely egy komplex szdm. Ezt két ekvivalens médon is

fogjuk irni: (ly),le)) illetve (wlp) vagyis
(Iy).1p)) = (ylp) = c € C. #

Ennek a ¢ komplex szdmnak a neve valdsziniiségi amplitido, amely egy sajatosan kvantumfizikai
jellegli mennyiség. A fonti ¢ abszoldt értékének a négyzete [{ply)l*> = Icl> > 0 adja annak a
valosziniiségét , hogy egy eredetileg |y ) dllapotban 1év6 rendszer mennyire van ugyanakkor egy
masik lp) dllapotban. Természetes elvards, hogy annak a valészinlisége, hogy a |y ) dllapotban
1év6 rendszer ugyanebben a |y ) dllapotban van legyen 1, ami a biztos esemény valdsziniisége a
matematikdban. Ezért el6irjuk a I(yly)I?> = 1 tulajdonségot, illetve egy célszerii konvencidval azt,
hogy legyen (yly) = 1. Ezt a tulajdonsagot, amirdl azt mondjuk, hogy |y ) egyre vagy egységre
normalt, tehat rendszerint megkivanjuk az elemektdl.

A valdszinliségi amplitidé a kozonséges belsd szorzathoz hasonl6 tulajdonsdgokkal
rendelkezik, azaz a masodik tényezOben linedris:

(y).lo) + 1)) = ylo) +{vly)  (vlap) = alylp), #
ahol a egy tetszdleges komplex szadm, de a tényezdk sorrendjének folcserélésekor az eredmény a
komplex konjugalt szdm:

(vlp) = (oly)", #
ahol * a komplex konjugélést jelenti. Az ilyen tipust komplex értékii belsd szorzatot
hermitikusnak szokds nevezni C. Hermite francia matematikus nyoman. Ebbdl kdvetkezden
(wly) valés, és posztuléljuk, hogy

(yly) =0, és (yly) = 0 akkor és csak akkor, ha ly) = 0 #

Abbdl, hogy eldirjuk, hogy a belsd szorzat legyen linedris a médsodik tényezdben és a
hermitikus tulajdonsdgbdl kdvetkezik, hogy a belsd szorzat konjugdlt linedris az elsé tényezdben:



(aly),lp)) = a*(ly),lp)) = a*(ylp), azaz az elsd tényez6bdl az azt szorz6 szam komplex
konjugéltja emelendd ki.
Meg lehet mutatni, hogy érvényes az un. Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenldtlenség:

Kylp)> < (wly Xolo) #
Alpi),lp2),....lp,) elemekrdl azt mondjuk, hogy ortogondlis és normdlt (réviden ortonormalt)
rendszert alkotnak az n dimenzids térben, ha egyikiik sem a nulla vektor, és
lhai =
(pilpj) = 65 = o # (ONB)
Ohai=+j
Az igy megadott vektorrendszer egy tgynevezett bazist alkot, azaz lineéris kombindcidjukkal
barmely vektor elddllithatd. Végtelen dimenzids terekben végtelen sok ilyen paronként
ortogondlis és normalt vektor 1étzeik. Végtelen dimenzids teret kell hasznélni, ha pl. egy
részecske helyérol akarunk informéciét megadni a kvantummechanikdban, amely rendszerint
végtelen sok lehetdséget jelent. Annak ellenére hogy egy részecske térbeli helyének kontinuum
sok lehetdsége van, érdekes moédon azt mégis meg lehet adni megszamlalhatdan végtelen szamu
val6szintiségi amplitdiddval.

Az éllapotokat megadd linedris belsd szorzat teret Hilbert térnek nevezziik D. Hilbert német
matematikusrol. (Végtelen dimenids esetben a Hilbert tér definicidjat még kissé finomitani kell.)
A Hilbert tér matematikai elméletének a kvantummchanikédban jatszott alapvetd szerepét
Neumann Janos ismerte fol és dolgozta ki "A kvantummechnika matematikai alapjai" c.
konyvében.

3. A kvantumos részecskék éllapotait rendszerint egy berendezéssel vizsgaljuk, ez a bejovo
allapotot egy maésik éllapotba transzformédlja. Ezért egy méréberendezést a
kvantummechanikdban egy A linedris transzformdacidval més néven operéatoral {runk le, amely
valamely éllapothoz egy masik dllapotot rendel:

ly) — 1) = Aly)

Bizonyos bemené allapotok nem valtoznak, a kimenet biztosan megjdésolhato, s 1ényegében
megegyezik a bemend allapottal. Ezeket a berendezés sajatallapotainak nevezziik. A lehetséges
kimenetek pedig a bemend részecske allapotatol fiiggetleniil mindig a berendezés
sajatdllapotainak valamelyike. Ezek ortogondlisak, (¢:lp;) = 0 hai # j illetve az el6z6 konvencid
szerint (¢;lp;) = 1,.azaz a kimenetek ortonormadlt bazist alkotnak a ref: ONB el6irdsnak
megfelelden.

A kimenetekhez azon kiviil, hogy azok tjabb allapotok, bizonyos valés szdmokat rendeliink,
ezek a mérési eredmények. Pl. a spin értéke bizonyos iranyban, lehet 72/2 vagy —//2, vagy a mért
koordinita értéke lehet valamilyen vonatkoztatasi ponttdl orgd, valamilyen irdnyban pl. x tengely
mentén mért eldjeles tavolsag, azaz x kordinita.

Ennek matematikai megfeleldje a kovetkezd: sajatillapotok, (sajatvektorok) azok, amelyekre

Alp) = alp)
a egy sajatérték, lo) pedig a hozza tartozo sajatvektor. A fizikai mennyiségek mért eredményei az
azokat reprezentdlo operdtorok sajdtértékei, a mérés utan kimenetként jelentkezo dllapotok pedig
a megfeleld sajdtvektorok.
A kvantummechanikdban a méréberendezésekhez rendelt fizikai mennyiségeket tigynevezett
onadjungdlt operétorok irjdk le. amelyeknek a kovetkezd tulajdonsdga van:



(), Alp)) = (Aly),lp)) = (vlAlp) = (plAly)”

Feladat: Mutassuk meg, hogy 6nadjungdlt operdtorok sajatértékei valésak

Mutassuk meg, hogy kiilonbozd sajatértékekhez tartozo sajatvektorok ortogondlisak.

Alapvetd fontossdgu a kvantummechanikdban az un. spektraltétel (1asd linedris operatorok
elmélete): Egy A 6nadjungdlt operétor sajatvektoraival egy teljes ortonormalt bazis adhaté meg a
Hilbet téren, azaz A sajatvektorai segitségével barmely vektor kifejthetd. Masképpen, véges, n
dimenzids térben 1étezik olyan n db paronként ortogondlis és normadlt lu;) k = 1,2 ... n vektor
(allapot), amelyekre Aluy) = ailui) és érvényes az (u;lux) = 0 ortogonalitdsi és normdltsag. A
tétel a fogalmak megfeleld finomitdsdval.végtelen dimenzids térben is érvényes.

Azt, hogy hogyan kell egy konkrét fizikai mennyiséghez tartoz6 operatort konkrétan
megadni, késébb vizsgaljuk.

4. Ha nem végziink mérést, az dllapotok akkor is véltoznak idében. Vagyis mialatt az id6
mulik, az dllapot valtozik: a véltozast a valds 7 paraméterhez hozzarendelt 1 — |'\V(r)) fiiggvény
adja, ahol a fliggvény lehetséges értékei az dllapottér vektorai. Az idébeli valtozast egy
differencidlegyenlet, a Schrodinger egyenlet, masnéven dinamikai egyenlet irja le, melynek
alakja:

ih%&m — HY(1)),

ahol H egy kitlintetett szerepet jatszo specidlis operdtor. H éppen az energia mérésének megfeleld
berendezéshez tartoz6 operator, melynek neve torténeti okok miatt Hamilton-operator. A
kvantummechnikdban a Newton egyenlet helyére a Schrodinger egyenlet 1ép. A Schrodinger
egyenlet fontos tulajdonsiga, hogy linedris, azaz két lehetséges megoldds linedris kombinicidja
is megoldds. Miért van tobb lehetséges megoldas? Azért, mert az egyenlet, mint minden
differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa un. integracids dllanddkat tartalmaz, annyit ahany
dimenzids a 'Y (7) )-t tartalmazo Hilbert tér. Ezeket az integracids dllandokat a kezdeti foltatelek
hatarozzdk meg, azaz a |V (¢ = 0)) vektor, illetve ennek komponensei valamely bazisban. Két
kiilonbdzd megoldas tehat kiilonb6zo kezdeti foltételeket jelent, s ezek linedris kombinécidja
ismét mas kezdeti foltételhez tartozik.



