Bevezetés

A mechanika torténetében harom nagy periddus kiilonithetd el. Az elsd, atfogd kvalitativ
vizsgalatokat jelentd hossza periddus Kepler €s Galilei munkéssagaval zarul. A masodik un.
kvantitativ periédus Newton Principia Mathematica Phylosophiae Naturalis (1687) cimii miivének
megjelenésétol 1889-ig tartott, amikor Poincare ramutatott arra, hogy a Laplace-féle hatvanysoros
modszer divergal, jollehet 1887-ben Bruns megmutatta, hogy a hatvanysoros modszeren kiviil nincs
olyan kvantitativ modszer, amellyel az n-test probléma (7>3) megoldhat6. Ugyanekkor
kezd6dott a harmadik, un. neokvalitativ periodus, mégpedig Poincare globalis geometriai
modszerével. Ennek alapja a rendszer fazisterének geometriai-topologiai jellemzése. Ezzel a
modszerrel Poincare, Birkhoff, Kolmogorov, Arnold...kimutattdk, hogy a harom-test problémaban
vannak periodikus megoldasok (nincs analitikus megoldas a szamitdgépes palyak pedig nem

bizonyitanak). Ebben a kurzusban a masodik periédussal ismerkediink meg.



1. NEWTONI POSZTULATUMOK ES ERTELMEZESUK

1.1. Mértékegységek

Méter: annak az Gtnak a hossza, melyet a fény vakuumban

meg.

1

500 797 453 'masodperc alatt tesz

Masodperc: a 133-as tomegszam, alapallapoti céziumatom két hiperfinom energiaszintje kozti
atmenetnek megfeleld sugarzas 9 192 631 770 periddusanak iddtartama.

Kilogramm: a Sévres-ben 6rz6tt platina-iridium henger tomege.
Tervbe van véve a kilogramm alabbi meghatarozasa: a kilogramm a tomeg egysége, amellyel a

Planck-allando pontosan 6,626 069 3 x 10734 joule méasodperc.

1.2. Posztulatumok

Newton — Principia Mathematica Phylosophiae Naturalis (1687):

1.

Minden test megtartja nyugalmi allapotat, vagy egyenes vonalu egyenletes mozgast végez,
mig valamilyen kiilsd hatds ennek megvaltoztatasara nem kényszeriti.

A mozgasmennyiség valtozasa aranyos az erd hatasaval és az erd hatdsanak irdnyaban
torténik

A hatés egyenl6 az ellenhatassal, vagyis két test hatasa egymasra egyenld €s irdnya
ellentétes

1.3. A posztuldtumok értelmezése

1.

Az els6 posztulatumhoz értelmezni kell a mozgast. A mozgéas a helyzet véltozasa az
idében. A helyzetmegadéashoz a teret és az id6t kell értelmezni (és mérni). A klasszikus
nemrelativisztikus mechanikaban a tér haromdimenzios euklideszi tér, az id6 a tértol
fiiggetleniil mért skalar. A haromdimenzids euklideszi térben a vonatkoztatasi rendszer
legegyszeriibb megadasi modja a Descartes-féle derékszogii koordinata rendszer, amelyben
a helyzetet harom derékszogl koordinataval (x, y,z) adjuk meg. A koordinatarendszert
az origoval €s a bazisvektorokkal, a helyvektort pedig a kifejtésével adjuk meg:

O,e,e,, e, > 7=x-e,tye,tze,
A mozgast a helyvektor id6beli valtozasaval irjuk le: ¢ — 7=7(¢), amely nem mds, mint
a hely ismerete az id6 fiiggvényében (x(¢), y(¢), z(¢)).
A mozgasok fontos jellemzdje a sebesség, amely a helyvektor idéderivaltja. Ha A7 az
elmozdulas Az 1d6 alatt, akkor a sebességet a kovetkez6 hatarértékkel definidljuk:

A7 Ar:lim 25
At
v:nm—szhmM

At At
vV=r=x-e,+y-e,+ze,

v

-

Az 7=T7,+V,t mozgast egyenes vonalu egyenletes mozgasnak
nevezziik, ha 7, €s v dallandd. A magara hagyott test ilyen
mozgast végez, pontosabban van olyan vonatkoztatasi rendszer
(koordinata rendszer), amelyben a magtara hagyott test igy mozog. Az els6 posztulatum
jelentése éppen ez: van olyan vonatkoztatasi rendszer (koordinata rendszer), amelyben a




magara hagyott test ilyen (egyenes vonalu egyenletes) mozgést végez. (Nem megfeleld
vonatkoztatasi rendszerbdl nézve a magara hagyott test mozgasa nagyon bonyolultnak

latszodhat.) o

A sebesség idéderivaltjat gyorsulasnak nevezzikk: a=v=r=5x-e,+ y-e,+z e,

Tétel: az inerciarendszerben a magara hagyott test gyorsulasa nulla. A

Forditva: ha egy test gyorsuldsa nulla, akkor a test egyenes vonalu
egyenletes mozgast végez (vagy ha v,=0, akkor nyugalomban Ly
van). <7
A gyorsulés iddderivaltjara azaz a helyvektor masodiknal
magasabb rendli idéderivaltjaira nem lesz sziikségiink, mert a
masodik posztuldtum értelmezése szerint a gyorsulast a test
helyzete és sebessége egy adott ¢ iddben egyértelmiien
meghatdrozza. Ez a newtoni determinaltsag elve (1asd: lentebb).
Mar Galilei megfogalmazta, hogy az egymashoz képest egyenes
vonall egyenletes mozgast végzd vonatkoztatasi rendszerek a
mechanika szempontjabol egyenértékiiek.
Tegyiik fel, hogy K' allandd 7 sebességgel mozog 0

K -hoz képest:

(t=0-ban O=0")

- S5

R=V-1 R=V; V=0
F=F'+R

F=F 4V

F=F a=a’

Ha K inerciarendszer, akkor K ' isinerciarendszer = ha van inerciarendszer, akkor
végtelen sok inerciarendszer van.

A masodik posztulatum értelmezése:

Mozgasmennyiség: p=m-v (impulzus, lendiilet)

Ertelmezés: AP oc erShatds: Ap=F At
Matematikai: newtoni determindltsig elve: a test helyzete és sebessége minden idében
meghatarozza a test gyorsulasat.

t; 7; ‘_; - a:a(;:: V,t), _a’:iﬁ(;:";’t)
(— m ——
6adat ero

m-v=F(F,7,t)
p=F(7,v,1)
=L EF 5.0
m
L1 o
f=—F (x,y,z,%,,2,1)
m
F=F(x,p, 2,5, 5,2 ,1)
m
1
..:_‘F b b ’.) ) ,',t
z=- Ax,y,z,x,¥,z,t)

Hatodrendli kozonséges differencidlegyenlet-rendszer (ODE)



3. A harmadik posztulatum értelmezése:
F 122—1_5 ,; (hatas-ellenhatas, akcid-reakcio) kdvetkezménye (jelentése)
Zart rendszer impulzusa allando6 (az impulzusmegmaradas torvénye):
m,-V,+m,V,=allando
P+ p,=allando

p=mv
Mozgésegyenlet: (a posztuldtumok kdvetkezménye) m tdmegpont mozgasa (7(¢))

: : 31 2o . . ,
kielégiti az | 7= p. -F (7,9 ,t) | hatodrendii differencialegyenletet rendszert ({n.

mozgasegyenletet)
1.4. Példak

1. Magara hagyott test: F=0 = a=7=0
x=0 = x=a = x=a't+b
y=0 = y=a' = x=a'-t+b’ 6 dbkonstans

=0 = z=a'"" = x=a''"t+b"’

Az integracios konstansok jelentése: ¢=0-ban a hely (3 adat) és a sebesség (3 adat):
x,=b; Yo=b'; zy=b"'
X=Vve=a;, Yy=v=a’; z=ve=alls

A 6 db integracids konstans értékét a kezdeti helyzet és a kezdOsebesség rogziti.
A magara hagyott test (F=0) egyenes vonala egyenletes mozgast végez:
Vektori alakban: 7=V, t+7,

2. Mozgas homogén nehézségi erétérben:
Homogén nehézségi erbtér: g =dllando nehézségi gyorsulas
?: a=g amozgasegyenlet
F=v=g-t+V,

S S T .= . o=
F= +Vot+7, — t=0-ban F=F,; V=9,

A mozgas palydja: sikgorbe; parabola. (Hazi feladat!)
(7o %) —  (7,9)
— ——
kezdeti dallapot t idébeli allapot
t=0

7,=(0,0,h) A
v,=(0,0,0) z
§:<090;_g) V=0
A kezdeti feltételekhez tartozé megoldas:

x= O ¢L§=(U 0, -g)
y:() h
z=h _L -1

2 & ~

O X7



4. Esés nagy magassagbol:

—g._mM_
grav (R +h)2
A mozgésegyenlet: Z =G m
zZ

A kezdeti feltételek: 1=0: z=h; z=0
A kezdeti feltételeknek megfeleld megoldas: z(z)=?

5. Mozgas surlodo kozegben:
T/‘0

a) Stokes-féle: —k-v — ?(t)z‘r'ﬁﬁ-(l—e_“"
Mozgasegyenlet: m-7=—k-v=—k-7
Kezdeti feltételek: t=0: 7=7, & V=Y,
mv=—kv| (V=F)
. k
m-v.=—kv_ E:—Z«K
d v,
—(Inv )=—=-2-«
dt( J vy
Inv,==2-k-t+Inv,,
Inv,—Inv, ,=—2-k-t
V.X
In—=-2-k-¢
Vo
Ve 2wt . 2t Ve 2kt
=e = X=V,. =V, = X=—"¢ +
Vo —2-K
t=0-ra: x,=—24+x = &=x,— Y0
- 0 —2«k
va =2kt VXO VxO —2-k-t
xX=—7—=——:=e +Xx,— =x,t+ 11—e
—2-K 0 2. 70 2'K( )

6. Kvazielasztikus erdtér: (harmonikus ero)
Van er6centrum; az erd aranyos ¢€s ellentétes a kitéréssel (az origd legyen az erécentrumban)
F=-D7
7

SEES!

7

i=—w*x = x=a-cos(wt+x);

t=0-ban: | x,=a-cos(x)|(1)€s x=|v ,=—a w-sin(x)| (2)

y=—w"-y
t=—w?z

2 2 “‘ 2
Xo Vo I 2, Vxo
—| +—] =1 = a:\“xo—l- .
a a-w w
—— -
cos® (ax) sin’(«)




Csillapitott rezgés: .
mr=—D-F—k-v=—D-7—kF

Gerjesztett (kényszer)rezgés:
m-x=—D-x—k-x+ Fy-cos(y-t) (y gerjesztd frekvencia)

Kepler probléma; kéttestprobléma:
Fow=G—=—, ahol razm és M tavolsaga.
r
Feltéve, hogy M az origdban nyugszik: m-7=—G——
r

~ [

m tomegli és ¢ toltésti részecske (E, B) elektromagneses
mezoben; Lorentz-ero:

E(7,t); B(7,1)

m-r7=q-E+q-VXB
Relativisztikusan: - ‘ my_\_ q-E+qVxB

dt| | v2

(o

Ezekre a problémakra még visszatériink, illetve a gyakorlaton tovabbi feladatokat is
targyalunk.



1.5. Dinamikai rendszerek

Harom dimenzids euklideszi tér: helyzet 7elR’

Inerciarendszerben a newtoni determinaltsag elve: 7, v, ¢+ — & =1 F (7,9,1)
m erétorvény
Mozgas: 7=7(t)
Mozgasegyenlet:
5 1 T > y 14 : 1A 11
r= E.F (7,7.t) (3 db masodrendii differencidlegyenlet = 6-odrendii)
A koordinatak atjelolésével elsdrendl differencidlegyenlet rendszert allitunk elo.
. Xy
X, =Xx; X, =—
1 1 m
. _Xs
Xo= y ; Xo=—"
m
. _ X
X3=2z; Xy=—
m

A newtoni mozgasegyenletek megfeleld jelolések bevezetésével atirhatok 6 db elsérendii
differencidlegyenletbdl all6 (=6-odrendil) rendszerré: un. dinamikai rendszer.

X, X5 X4
x,=m-x; x,=F |x, x,x;—,—,—,
4
X B > 5 m m
x=m-j/')'c=Fxxxx—4x—5x—6
5 s s B R N T N
L Xy X5 Xg
Xe=mz; X=F_|x x,x;—,—,—,

¥=F(x,t)| xeR® FeR® (amozgisegyenleteknek megfeleld dinamikai rendszer)

A hely (x,,x,,X;)- és impulzus (x,, x5, xs)- koordinatak Osszessége, azaz az x-ek
Osszessége adja az allapotteret (fazisteret): x€P
A fazistérbeli mozgas: t—x=x(t), fazisgdrbe

Példaul: linearis harmonikus oszcillator (a fazistér 2-dimenzios):
. > D
m-X=—D-x, wW=—
m

2 2

X
+—] =1

/
x,=x=a-cos(w-t)
X,=m-x=—a-m-w-sin(w-?) /__\a -

X1

a m-a-w

A lineéris harmonikus oszcillator fazisgorbéje: ellipszis



A linearis harmonikus oszcillator, mint dinamikai rendszer:
. Xy
(x,=x, x,=m-x) = Xx=—, x,=—D-x,
m

Xy 1
x= Xy , F= Z :A~x} A= 0 m
xz _l).x1 _D 0

(a dinamikai rendszer)

X <t ):e’“.xo a fazisgorbe, amely = 0-ban X,-on halad at.

Tétel: (Egzisztencia és unicitas tétel)
Ha F(x,t) folytonos és x szerint folytonosan ¢ :
differencialhat6, akkor pontosan egy olyan x= x(¢) :
gbrbe van, amely kielégiti a(z) '
a) x(¢)=F(x(z),t) differencialegyenletet !
b) x(t,)=x" kezdeti feltételt 1 /
c)és x(t) t,t,ésx’ szerint folytonosan /:/

7 kezdGhelyzet

differencialhat6
Az x(t) fazisgdrbék soha nem metszik egymast!

fazisgorbek

1.6. Munka, munkatétel ’

Munka: erd- elmozdulds cos(k(')'zbezdrt 520g)
|F‘|Ar| -cos ( FAr ahol AF=7-At

f Fdi=w!, ):fF(?(t),?(t),t)-?(t)dt
My t

F-v ateljesitmény
Egy F erd munkajan az erének az adott gorbe menti
integraljat értjiik.

Példak:
. ., . .. -  GmMTF
1. A newtoni gravitacios erd munkéja: £ T T
r
GmM:=4
()—=(2") W= f——dr_ 4 _4_4
P P
(27)=(2) W= 0
Fgrav _ A A
Wygup(z)_(_r_l _(_72)
2. A harmonikus eré munk3ja:
T~ _ - . ru, _ 1 -2 1 -2
F——D'}”, Wy(gl)—’(z)_i D I" 5 D'}”z
3. F=F 0 homogén erétér munkéja:

WF”])—>(2):(_FO'?1>_(_FO';2)

y(

végpont

(2)




Tétel: (munkatetel)
m-7=F; y:7(t) mozgas, akkor igaz:
m- mV;=T,—-T,=AT

eredd

1
Wy<1>~(z>:5

N | —

. S G
Mozgési energia: 5-m~v2=T

A tdmegponton végzett 0sszes munka (az eredd eré munkéja, vagy gravitacidos munka)
egyenld a tdmeg mozgasi energiajanak megvaltozasaval.
1. Bizonyitds: m-7=F [7 tegylk fel, hogy m=dllando

t2
mEi=F7 |
tl

1(1.,% )
dt\2

T
{T};Z:Wl—»z

1.7. Konzervativ erdterek, energiamegmaradas

Definicio: erétér
Egy olyan eréfiiggvény, ami csak a helytdl fiigg: F=F (7)
Az erdtereket erévonalakkal szokés jellemezni.
Definicio: konzervativ erdotér
er6tér, aminek a munk4ja nem fiigg a gorbétol,
csak a kezdd és a végponttol
w w

y1-2— Wy

Vannak-e konzervativ eréterek?
y=y'ty’"

Tegytik fel, hogy F konzervativ
=1
J«]=0=¢
Y Y Y

y zart gorbe: 1—-2—1

—y'"ay'’ gorbe ellentétes iranyitassal
Ha konzervativ az er6tér, a zart gorbére vett integral nulla, és forditva, vagyis egy F er6tér
akkor és csak akkor konzervativ, ha barmely zart gorbére vett integralja nulla.

1



Tétel:
Ha F konzervativ, akkor létezik olyan U (7) skaldrmezd (skalartér), az Gn. potencial —
def T,
mégpedig U (7)= —f Fd7 —amelynek negativ gradiense megadja az erdt:

¥y

> oU oUu oU oU
F:——:— dU: _ — -
o7 o1 ( ox' oy az)
(xp2) N
Bizonyitas: U(x,y,z)=— f Fd7
(0,0.0) .
—a—UZ—liml[U(x+h,y,z)—U(x,y,z)]Z 1\\
O0x ) n-o h 1/(}{.}'.2)
1 (x+h,y,z) . (x,y,2) .
=1lim - Fdi— [ Fd7|= N \
=0 1| (000 (0,0,0) N P i
(x+h,y,z) . \\ ,/
=llmz f Fd7|=F.x,y,z) g
h—0 (x,7,2) <

Kovetkezmény: konzervativ erétér rotacioja nulla:
rot F =rot(—grad U )=0

Tétel (megforditas):
Ha egy egyszeresen 0sszefliggd tartomanyon rot F =0, akkor F konzervativ.
Fontos példa, amikor rot =0, de a tartomdny nem egyszeresen 0sszefliggo:

Y = 0|, $ Fd7#0,de rot F=0

X+y x+y

3 ] 7 Y
0

-

F=

[ ~
[~

rot F=| 0x oy 0z|=

—y X
2 2,2 0 /\\
X

Xty +y \j <
7|0 X o |_~Y
ox x2+y oy x2+y2

Mert a tartomany nem egyszeresen 0sszefiiggd ( F és rot
az origdban nincs értelmezve).
Megjegyzés: A potencial fiigg az 7, (in. nullpotenciala hely) megvalasztasatol. Az 7,
megvaltoztatasa egy konstans hozzaadasat jelenti a potencidlhoz:
'=U+C (C=konstans)
oU_ oU'’

Az er6 nem valtozik: F=———=——=
or or

Tétel: energia megmaradas
Konzervativ erd hatdsa alatt mozgo6 test energidja (a kinetikus €s a '
potencialis energia 6sszege) allando, vagyis ha m-7=F és F

konzervativ, akkor %m( 7 (t))2 +U|7(t)|=E=dllandé egy

mozgasra.

10



1. Bizonyitas: mi=F — WZOZ%HZZTZ—T1
py & Ronzervaiiv) f Fd7, amunkaa gdrbétdl fiiggetlen.

yl-2

-U(%)  UF)
Vagyis ha F konzervativés U a potencialja, akkor a munkajat U (kezd6 )—U (vég)
adja: | Fd7=—dU |
Masrészt a munkatétel szerint:
W, =T,-T,=U,-U,, atrendezve: &iUZ:&iTl

mozgds 1 -2

E, E
2. Bizonyitas:
de
W7 )= Lo P U (F)=E ()
T 1
(M:—GT) SR, F ()
or
%E(t)Z%-m 2-7’-7+%—g-?:7’ m-?+%—g):o = E(t)=dllands

1.8. Példak

1. Bizonyitsuk be, hogy az F =m-g =dllando konzervativ er6tér! (Utmutatd: rot F=0, és

a tartomany egyszeresen 0sszefiiggo)
U(F)J=—mg7=—m(g x+g, y+tg.  z)=m gz haaztengelyt fiiggdlegesen felfelé

iranyitjuk.
a X gx > *t0 gy a 7; g

Az energiat a kezddfeltételek meghatarozzak:

%-m-(vi+vi+vi)+m-g-z:E
Az ekvipotencialis feliiletek(: Az eré merdleges az ekvipotencidlis feliiletekre és a potencial
leggyorsabb csokkenésének iranydba mutat)
Pl: U(x,y,z)=m-g-z=C,
Az ekvipotencidlis feliiletei a z-tengelyre merdleges, azaz vizszintes sikok.

2. Newton-féle gravitacios erétér, az erdcentrum (M) az origdban van:

- -M 7
F=-G- 1%L G-m-M:=4
1

r
Ulx,y, z)=—%=—A-(x2+y2+zz) ?

1
r=(x*+y’+z°)?
Az ekvipotencialis feliiletek origoé kézéppontii gdmbfeliiletek.

gradr=£, gradf(r):f'-£

11



3. Matematikai inga (modell):
m-l-@=—m-g-sin(O)

@Z—%-sin(@)

%-m-(l-@)2+m-g-(l—l-cos(@)) £
L ottg1(1-cos(0)=-L
2 m-

l-cos(®)

1Y

M

m-g

1
f(@,@)=@2+2'7g-(1—cos(@)) & 0 h

e? 2

2

(kis szogli lengésekre) ©=0, O=r
—

g
o
I
|
|

f

O+ % @’=¢ (a fazisgorbe ellipszis)

Specialisan, ha E=2-m-g-/

@2+2'Tg.(1_cos(@)):4'm—'l%'l:4.% 214
m-

(az un. szeparéatrix egyenlete)

-
®=0

1.9. Centralis eréterek, impulzusmomentum megmaradas

Ha az er6knek van centruma (é&ltalaban ezt valasztjuk origonak), akkor centralis erétérrol
beszélink |F=F(7)] = F|7
Altalanosan: ha nem a centrumban van az origd, akkor F||7—7,

Tétel: ha m-7=F és F centralis, akkor I=FXm-F= allando , vagyis
centralis erd hatasa alatt mozgo test impulzusnyomatéka allando
1. Bizonyitds: m-F=F [|7X

d ..
. FH” “ - >, =2 = -
m-FXF=FXE =0 ar\7<7) Cé)rﬂxr
(7)) =0
dt — = [=0; [=mozgdsdllands (akezdbfeltétel meghatarozza)

idében allando

Definicio: impulzusnyomaték a centrumra vonatkoztatva:
[=m-(FXT7)=FXm-F=7Xp

Definicié: F nyomateka = forgatonyomaték az origora vonatkoztatva

M=7XF

2. Blzonyltas mi} F és F centralis
I=FXm7
[=FXmF+FXmF=0

m
— —
0 F

» vagyis [ =dllandé

12



Szigortian centralis erdterek:

Definici6: szigoruan centralis erétér
olyan centralis erdtér, amelyben az erd nagysaga csak a centrumtdl mért tavolsagtol fiigg:

m-M

-

. = ddaul: 7 =|—g- T B __piei—p L
F(?):f(r)L p grav. ( }"2 r’ harm r ( 7") r
r fr)
f(r)
Tétel:
A szigoruan centralis erdtér mindig konzervativ
def.
U(r)=—] f(x)dx
Bizonyités: —a—l_{z—d—U'gde:f(”)l
o7 r r
Példaul: a gravitacios potencial: U (l’)——f, a harmonikus er6 (rugd) potencialja:
1 2
U(r)==-D-
(r)=5Dr.
Tétel:
Szigoruan centralis erd hatasa alatt mozgo6 tomegpont energidja és impulzusnyomatéka
allando.

Az impulzusnyomaték (palyamomentum) szemléletes jelentése:

=7 XF=dlland6=7 X,

3 |~

117, %y, 7 9
7o és V, kifeszitenek egy sikot, ami meréleges | -re.
Ismert, hogy a paralelogramma teriilete:

Gxbl=T

b

A mozgas ebbdl a sikbdl nem 1€p ki, mert 7 és Vv késobb szintén kifeszit egy sikot, amely
merbleges /[-re .

, | TR
Igy az 7 helyvektor altal strolt teriilet (feliilet): A f ~§-|r X7-At|

Af ~ l.M (a feliileti sebesség)
At 2 m

Definicio: feliilet vektor (7)
A felszin szorzata egy normalis egységvektorral, vagyis

- 1 - - r . p Ji
Af=—7X7-At. Igyazun. feliileti sebesség: ar__L
2 dt  2m

Ha [=dllandé , (pl. centralis erétérben) akkor a feliileti sebesség (vektor) alland6: a mozgas
sikban zajlik, €s a radiusz vektor egyenld idok alatt egyenld teriileteket surol.
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1.10. Feladatok

1.10.1. Két egyenes Ut a C pontban derékszogben metszddik. Ezek mentén két gép halad a C pont
fel¢ allando v, ill. v, sebességgel, #=0 iddben az egyik gép tavolsaga C-t6l x,, a masiké Y.
Mennyi id6 mulva lesz a két gép kozotti tavolsag a legkisebb, és mekkora ez a legkisebb érték?

1.10.2. Mekkora utat tesz meg az ¥=— f(¢)(<0) gyorsuldssal mozgé test r=0-t6] megallasig,
ha a palya egyenes és T 1d0 alatt all meg?

1.10.3. Mozogjon az anyagi pont az X tengely mentén F=F k_z’ erd hatasara. Bizonyitsuk be,
hogy ha x csak x=v-t8l (azaz csak a sebességtol) fligg, akkor

r m-dv r mv-dv
t—tO:fF—(v), x—x,=] 1)

X

1.10.4. Milyen magasra emelkedik a v, kezddsebességgel fliggdlegesen feldobott test? Mennyi ideig
emelkedik? (A levegd ellenallasat hanyagoljuk el, a vonzoerd csokkenését vegyiik figyelembe!)

1.10.5. G sulyu testet v, kezddsebességgel fliggdlegesen felhajitunk. Mekkora sebességgel ér
vissza a Foldre a test, ha a Iégellenallas a test

a) sebességével

b) sebességének négyzetével

aranyos, az aranyossagi tényez6 k-m ?

1.10.6. Bizonyitsuk be, hogy centralis erd hatdsa alatt mozgo6 anyagi pont palyaja strlodo kozeg
esetén is sik gorbe!

1.10.7. m tomegli anyagi pont v, kezddsebességgel indul, és F =k-/v ellenallasu kozegben
mozog egy egyenes mentén. Hol és mikor all meg a pont?

1.10.8. Az er6 komponensei az xyz koordinatarendszerben:
F . =a,, x+a,y+ta;,:z
F =a, x+ay y+ayz (a; allando)
F.=a,x+a,,y+ayz

Milyen feltételek mellett 1étezik potencial? Ekkor mi a potencial?

2

1.10.9. Vezessiik le a centralis er6 nagysagara vonatkoz6 F = altalanos

2 dr\h
Osszefliggést, ahol /=|7x7|, hpedig a palyahoz hiizott érintének az erécentrumtdl mért

tavolsadga. Utmutatd: hasznaljuk az energia- és a feliileti-tételt!

m-l2i(1

1.10.10. Az el6zd feladat 6sszefiiggését felhasznalva igazoljuk, hogy
a) Ha az anyagi pont kdrpalyan mozog, és az er6centrum maga is a kdron van, akkor az er6 a
tavolsag 6todik hatvanyaval forditottan aranyos.
b) Ha a pont olyan logaritmikus spiralist ir le, amelynek pdlusa az erdcentrom, akkor az erd a
tavolsag kobével forditottan aranyos (logaritmikus spirdlis: r=r,-¢'? , r, @ asikbeli
polarkoordinatak).
c¢) Ha a pont r sugaru kérpalyan mozog, és az erécentrum a kor kozéppontja, akkor az erd nagysaga

m-v’

a
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