2. REZGESEK

2.1. Harmonikus rezgések:

Harmonikus eré: F=—D-x (D>0)

(ezt a mechanikai rendszert :

I
linearis harmonikus oszcillatornak nevezik) \l: 0 helvzat x
117 . “ye oy S S J
w, (Oszcillator korfrekvenciaja) (cgyensulyt helyzet)

A4
/N

%+wg-x =0 | Méasodrendii konstansegyiitthatés homogén linearis kozonséges

differencialegyenlet. Az altalanos megoldas: x=a-cos(wyt+ ).
Az g és « konstansokat a kezdeti feltételek hatarozzak meg: (1=0:x=x,,x=v,)
Modszer az altalanos megoldas keresésére: keressiik a megoldast x=¢""* alakban!

x=e"" A=i-w
i=A-e |l (M+wh)e =02 (A +wl)=0, Y
. 2 At Az:_l‘wo
xX=A"e
e e " (fliggetlen, alap-megoldasok) =x=c;-e " +c,e " ,ahol ¢, és ¢,

tetszéleges komplex egyiitthatok.
x legyen valés! =c,=c,

£ a i« a eyt
Irjuk fel c,-et  ¢,=--e " alakban. = x=7- orted 4 e

—i-(wo-t+o<))

(e =a-cos(w, t+x)

Emlékeztetd:
i .o
e =Cosx+i-sIn

i-

e "“=cosx—i-sin

) ) i-o(+e—i-o<
e+e ""=2-cosax = cosx= 5

) ) ei'zx_efiv(

e—e "“=2-sinx = sina:T
0

A linearis harmonikus oszcillator energidja allando, a fazisportrét az energia nivogorbéi rajzoljak ki:
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Ez a linearis harmonikus oszcillator fazisportréja.
Egy fazisgorbe (ellipszis) altal hatarolt teriilet az energiaval | £ ZE'D'a aranyos:
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mab=ma w,=

m'wo

2.2. Cisillapitott rezgések



—D-x —B-x (D>0;B8>0) (Stokes-1surlodas (nincs négyzetes tag))
sﬁ%g;si erd

m-x=—D-x—B-x

. D . . D

x:——'x—B—~xzx+2~K-x+wﬁ~x:O wéE/— 5 KEL
m m \¢ m 2-m
w; 2~'K

A megoldéas megkeresésének modszere: keressiik a megoldast

At
x=e

x=A-e""| Karakterisztikus egyenlet: (A’+2-k-A+wg)e' =0

X‘:Az-e)\.t /
| 2 2
2k (2k) 4w, o

A= 5 ——Ki\/—(wo—xz)

1. eset (valddi csillapitott rezgések): (w,>k): x=a-e ““cos(w-t+a«) ,ahol aésx a
kezdofeltételek altal meghatarozott konstansok.
| . .y
W= wg —k” asurlodas elhangolja a frekvenciat.

e)\,-t_e—x~t+i~w~t " a .
- Ay Ay r _ — I
NI it XTC€ "+, ezvalds, ha ¢,=c,.Legyen ¢=3e
a — Kkttt a —xit—iwt—i- a - i-(cwo-t+ —i(w-t+ K-
=5 Kt +i-w-t za+_e Kt —i-w-t lu:_.e K['(el(wt 0()+e i(w-t tx)):a.e Kt'COS((U't“‘O()

¢ 2 2

2. eset (talcsillapitott (surl6ddsos) rezgés): «>w,

2 2 A Ay ’ ’ y
A12:_KiV/K —w, = x=a,e 1t+a2-e ' az éltalanos megoldas.

3. eset (aperiodikus hatareset): w,=k
Ha a karakterisztikus egyenlet gyokei egybeesnek:

—K't

—K't

A]:AZZ—K eiK't,t.e x:(al+a2.t).e

Probaljuk felvazolni a fazisgdrbéket! Minden esetben az origoban fog végzddni a mozgas.



2.3. Kényszerrezgések

—D-x—B-x+ Fy-cos(y-t) ,ahol
y a gerjesztési frekvencia és
F, a(szinuszos) gerjeszté erd amplitadoja.

m m m Y X+2'k% +w(2)- x=f,cosy-t| inhomogén differencialegyenlet.
P S
A homogén egyenlet altalanos megoldasa: x,=a-e " cos(w-t+x) (wy>k).

Az inhomogén egyenlet altalanos megoldéasa egyenlé a homogén differencidlegyenlet altalanos
megoldasanak és az inhomogén differencialegyenlet egy tetszéleges (partikularis) megoldasanak
Osszegével: x,+x,.

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak eldallitasa a komplexesités modszerével:

¥+2-k-x+wix= fycos(y-t) x+i-y=z
+P+2k ytwyy=fysin(y-t) [+ x+i-y=z

F42-kz+wpz=foe" AL y=z

Keressiik a megoldast z=RB-¢'”"’ alakban!

z=B-e""
Z:i-y-B-e"‘
:=(i-y)’-B-e”"'=—y*B-&""

yt

1

B|=(B-B")* (B"akomplex konjugalt)

Z:B_ei.y.;:|B|_eﬂ*é.e[.y.[ (B:|B|.ei~arg8)’

[—y’+2:ki-y+w;|B-e”'=f, e

B= fo :fo'(wé_}’z_i'z"")/) Im
Wy 2wy (w—y V+(2wy)
| ( 5 }Imz
*\ 75 ’ f() [
b=|B=(B-B")* =y It ,
‘V (wé_yz)z"i'(z"('y)z Rez ke
3 —2-k- 2-K- et —
tg(p:ﬁﬂ_zﬂ 1g(—o)= 2 32/’ 0 =arctg —; yz’ z=|Bl-e el
z wo—Yy W=y

Egy partikuldris megoldés tehat:
x=NRz=b-cos(y-t—9)

A kényszerrezgés altalanos megoldasa: x=a-e “"cos(w-t+o)+b-cos(y-t—5)

Az éltalanos megoldéas mutatja a tranziens jelenségek 1¢tét, €s hogy bedll egy allandosult rezgésre,
amely késik a gerjesztéstol. Az allandosult rezgés frekvencidja megegyezik a gerjesztés
frekvencidjaval (y), amplitidoja (b) és faziskésése (&) fiigg a sajatfrekvencian kiviil a

crer



2k
b= \/( > 2?:(2 : ; O0=arctg sz ;/2 5 (n. rezonanciagorbek)
W=y Ky 0

|72 2 . . . s 1r T
y, =V w,—2-k~ Un. rezonancia frekvencia esetén az amplitidé maximalis.

A rezonanciagorbék tanulmanyozasat segitik a www.walter-fendt.de/ph14e/resonance.htm ¢€s a
www.physics.usyd.edu.au/Ag/sc/waves/agwaves03.htm honlapok.
A surlodas nélkiili rezonancia (Un. rezonancia katasztrofa) esetét kiilon kell targyalni.

Ekkor X+w;x=f,cosy-t és w,=y.

fo

Egy partikuléris megoldas: x= 7 ‘t-sinw,t (Az amplitadd linearisan nd, katasztrofa.)

0


http://www.walter-fendt.de/ph14e/resonance.htm
http://www.physics.usyd.edu.au/Ag/sc/waves/agwaves03.htm
http://www.walter-fendt.de/ph14e/resonance.htm

2.4. Matematikai inga

Egy 1 hosszusadgli merev rudon m tomegili tdmegpont homogén nehézségi erdtér hatasa alatt

fliggbleges sikban

vizszintes tengely kortil forog.

@: arud fliggblegessel bezart szoge

s=l-@p; §=l-¢; §=1-P .
m-s=—m-g-sin(¢p)
g . kis kitérésekre
Mozgasegyenlet: (b=—7-sm(<p) = 50
$=—wgsin(p) B /

et AT - 2 g 2.1t / [

Kis kitérésre: p=—wy @, lengésidd: T,= :2.7T.V_ mg
W, g | \

Altalanos esetben: az energiamegmaradas tételét hasznaljuk
labilis egyensilyi
helyzet

h=1—1-cos(p)=I1—cos(p))
v=I[-p

E:%'m'v2+m-g'h:%'m‘12'¢2+m~g’l'(1—COS(<P))

stabilis egyensulyi

helyzet

1. Lengések:

E<E,=2-m-gl

sz¢lso helyzet ((p=0: forduldpont, maximalis kitérés): ¢,
E:m-g-l~( 1 —cos((po))

2

l.m.lz.(pzzm-g-l-[ 1—cos(p,)—(1—cos(p))]

[ —

2~sin2(&) 2-sinz( 2)
2 2

2| szétvalaszthatd valtozoju differencidlegyenlet

Lengésido:

t
=+2-w, [ dt'=2-w,t elséfaji elliptikus integral: tablazatbol
0

Po




2-k-cos(V)d¥
{1—k*sin’ (V) 24V

kAl 1—sin’(¥) 0 \1—k>sin’(¥)

T hel yettesztes

2w04 =

© Sy [
Sy [

Helyettesités:

sin (po)_k

k-cos(¥)d ¥ =cos g)chp
_2-kcos(¥Y)dY¥Y 2-k-cos(¥)d¥
dop= } _\/ 2 . 2
, L@ 1—Fk"-sin (‘F)
V 1—sin >

Elséfaju teljes elliptikus integral:

def 2

J‘ a komplex szamsikon van definidlva
\/l—z -sin’
T=7,2 K|sin| 22|| =7, Py 1L Pt
™ 2 2 3072
) 1 72 3.4
Fejtsiik sorba: (1—z2.sin’(¥)) "=1++sin’ (¥)-5 +sin’(¥)- <
Binomialis tétel: (1+x)'=). Vi
i=0\1
Tagonként integraljuk K (z)
2
2:n T 1 3 1 n:l 2
Y dY:_ —_—— _— .= 2 b
!Sln() 2-n!"2"2) 2
3
dY/ TT Z2 ™ 1 3 4 TT 3 1
K(z)= =—+Z o2t
{h_z sn’(¥) 2 222 8° 422
3
z=sin Dol Lo | Lo -i—k
- 2 2 2] 31

+...



Tablazat:

o % 0 ﬁ- @
10° 0,002 3.10°°
20° 0,0076 1-107*
45° 0,039 1,4-107°

2. Forgasok: E>E,

3. Szeparatrix: (hatarvonal, amely elvalasztja a lengéseket a forgasoktol) E=E,

A matematikai inga fazisportréja:

-

1. Kis lengések:

E=l-m-lz-(p2+m-g-l-

2
) 2
= (pE + 2(”
2 >
m-l m-g-l

A szeparatrix egyenlete:

(pz
——+...
2

E  egy ellipszis egyenlete

E=E,= 2-m-g-l=%-m-lz-q)2+m-g-l-(1—cos((p))

o:%.m.l?(p%m'g-l'[ ~[1+cos()||

1+
et et
[ —
COSZ 2)
2
P==*2-w,|cos %)

Mozgas a szeparatrixon:
thty

-

forgasok
| PXON \\/
e

szep aratrix

P

=2. i
@ =2-w,{cos 2)’
a;,—;p—Z (0, COS %)
T—¢ d tytt,

| =2-w, [ dt=2-wyt,
= cos| £ "

2

¢



X, =t ¢ Nz
& g 2 E
— 4
x5+\f1+x§ £ T, A
———|=I| | = L= ‘In| —| |—= o
X+ 1+x;, = 2-m €
A

f dx =wyt,=In

A labilis egyensulyi helyzet eléréséhez a szeparatrixon végtelen hosszl 1d9 sziikséges.



2.5. Csatolt rezgések

(1) mozgasegyenlete: m-%,=—D-x,—k-(x,—
(2) mozgasegyenlete: m-x,=—D-x,+k-(x,—x,)

hatas-ellenhatas

D_wp; g
m m
D k
xlz__'xl__'<x1_x2)
m m
. D k
x2=——-x2+—-(x1—x2)
m m

Keressiik a megoldast ... alakban, és helyettesitsiik be a mozgasegyenletekbe:
x,=u,-cos(wt+a) x=—u wsin(wit+x) ¥ =—u, w>cos(w t+c)

X,=uycos(Wt+ax) Xo=—u,w-sin(w-i+ax) Xo=—u,-w -cos(wt+x)
—w’u,=—wi u,— B-(u,—u,)

2 2
—w '“2:_‘”0’”2"‘3’(”1_”2)

Homogén lineéris egyenletrendszer nemtrivialis megoldésat keressiik:
(ws+B—w?) u,— B-u,=0

—Bu,+Hwi+ B—w)u,=0

Akkor és csak akkor van nemtrivialis megoldas, ha a determinans eltlinik:
2 2
_|wyt+B—w —-B
-8B wytp-w’

2

0 =(wy+B—w’) B

wi+p—w'==+p

2 2 —_
wl,z—w0+[3+[3

2 2
w; =wy

w§=w§+2-ﬁ

A csatolas felhasitja a degeneraciot (elfajulast)
|

e — | 2.
w2=\/ w§+2-B=wO-V’ l—kw—waO—Fw£
0 0



Degeneracid: két azonos frekvencidju rezgés = egybeesnek a frekvenciak
(1) wi=ws

B-u—Bu,=0 = B-(u,—u,)=0

u,=u,=A4

A tdmegek azonos amplitidoval, azonos fazisban rezegnek.
(2) wi=wi+2:p

—Bu,—Bu,=0 = wu=—u,=B

A tdomegek azonos amplitidoval, de ellentétes fazisban rezegnek.

x,=A-cos(w, t+ &)+ B-cos(w,t+,)

Altalanos megoldas: x,=A-cos(w,t+x;)— B-cos(w, t+,)

Két un. normalrezgés van, amelyeket a kezddfeltételek alkalmas megvalasztasaval allithatunk eld:
a) t=0: x,=x,=a; x=x,=0

x,=a-cos(w,t)

x,=a-cos(w,t)

b) t=0: x,=a; x,=—a; x,=x,=0

x,=a-cos(w,t)
x,=—a-cos(w,t)
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2.6. Feladatok

2.6.1. Hatarozzuk meg az m tomegii k rugoallanddju lineéris oszcillator mozgasat, ha r=0-nal a
kitérés x=0 ¢ésasebesség x=0 ¢&s az oszcillatorra hatd gerjesztd erd

a) F(t)=F,=adllando
b) F(t)=at

c) F(t)=Fye ™

d) F(t)=Fcos(y-t)

2.6.2. Hatarozzuk meg az

a) Ul(x)=V-cos(x-x)—F-x

b) U(x)=V-(o -x"—sin’(x-x))

potencialtérben mozg6 tomegpont kis rezgéseit harmonikus kozelitésben!

2.6.3. Két azonos magassagban levo pontot fiiggdleges sikt drotpalyaval kotiink 0ssze, melyen egy
gyongy surlddas nélkiill mozoghat. A két pont tavolsaga 2 méter. Mennyi id6 alatt cstszik at a
gyongy az egyik pontbdl a mésikba, ha a drétpalya alakja

a) felkor

b) ciklois?

Utmutaté: irjuk fel az energiatételt!

2.64.Az O, és O, centrumok a kozottik 1évé m tomegii anyagi pontot a tavolsaggal aranyos

er6vel vonzzak. Az aranyossagi tényezé D. Hatarozzuk meg az O, O, iranyl egyenes vonala
rezgések rezgésidejét!
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