3. M0zGAS GRAVITACIOS EROTERBEN, KEPLER-TORVENYEK

3.1. Eléprobléma

M nyugszik az origdban és m ennek graviticios eréterében mozog.
Milyenek a mozgasok?
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2. torvény: Az 7 egyenld idok alatt egyenld teriileteket surol (allando feliileti sebesség).

-

(x,'J’) Siks 7-re 1 > l<090)lz)

Sikbeli polarkoordinatak (x a polartengely):
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Szétvalaszthato valtozoju differencialegyenlet:
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r=r(t) elliptikus integralokkal fejezhetd ki.

A polarszog id6figgese is megadhatd: p=—>
m-r-(t)
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Ha a mozgas id6beli lezajlasatol eltekintiink, és csak a palyagorbe alakja, azaz az r=r ()

fiiggvény érdekel, akkor a kovetkezoket csinaljuk:
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A félnagytengely:
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A félnagytengely csak az energiatdl fligg, illetve az energidt meghatarozza a félnagytengely:

c . L
€=— (lapultsag, excentricitas)

A palyagorbe alakja tehat:

e @ =0 -nal anevezd maximalis, €¢s » minimalis (Un. pericentrum).
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Tegyiik fel, hogy: e<1 < E<O0 (ellipszis, kotott mozgas): | — +—);) —=1

Ha a polartengelyt a pericentrum felé iranyitjuk, akkor @,=0 .
e=1 - parabola (kitiku/kozmikus sebességek)
£>1 - hiperbola
e=0 - korpalya

Kepler III. térvényének levezetéséhez felhasznaljuk az egyszeriien belathatd b=y p-a

Osszefiiggést:
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Harmadik térvény.: % minden bolygoéra ugyanaz az allando
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Valoban m-t6l fiiggetlen, minden ,,bolygéra” azonos allando.
A bolygdémozgas problémaja (az un. kéttestprobléma) visszavezethetd az ,,eloproblémara”, igy
eljutunk Kepler torvényeihez.



3.2. Kéttestprobléma (Kepler torvények)

A kéttestproblémat visszavezetjlik egytest problémara (az eléproblémara):
m,, m, egymads hatasa alatt mozog: (pl. m, abolygd és m, a Nap)
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A kéttestproblémat visszavezettiik egytest problémara azaltal, hogy a toémeg helyett redukalt
tomeget hasznaltunk.
[ =p-7X7 relativ impulzusmomentum

Helyezziik az origdt a tomegkozéppontba:
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7 az m,-bdl (a Napbol) az m,-be (a bolygoéhoz) huzott sugar: Kepler 1. és I1. torvénye: a Napbol
abolygohoz (7,) huzott vezérsugar (7) egyenld idok alatt egyenld teriileteket stirol, a palya
ellipszis, a Nap (7,) maga is ellipszis palyan mozog.
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A Naprendszer bolygoira % jo kozelitéssel allando, a korrekcio legfeljebb néhany ezrelék.

a A :G-ml-mz-(ml-l-mz) G-(m1+m2)_G.(m+M)_G'M~(1 m)

A pontos harmadik torvény a kettds csillagok tomegének meghatarozasahoz fontos.
Hasznos honlap: http://www.cuug.ab.ca/~kmcclary/ORRERY/index.html

3.3. Feladatok

3.3.1. Az anyagi pontot az O, centrum vonzza, az O, taszitja a tavolsaggal aranyos erével. Az
aranyossagi tényez0 mindkét centrumra azonos. Igazoljuk, hogy tetszdleges kezdeti feltételek
mellett a palya parabola!

3.3.2. Az O, és O, centrumok a kozottiik 1évé m tomegii anyagi pontot a tavolsaggal aranyos erdvel
vonzzak. Az aranyossagi tényezd ¢. Hatarozzuk meg az O, O, iranyl egyenes vonala rezgések T
rezgésidejét!

3.3.3. Egy bolygd ¢ excentricitast ellipszis palyan mozog. Sebessége napkozelben Vv ,.
Mekkora a sebessége (v,) naptavolban?

3.3.4. Hatarozza meg a Foldre illetve a Napra vonatkoz6 kozmikus sebességeket!

a) Azt a sebességet, amellyel egy mithold alacsony korpalyan tud keringeni. (Un. elsé kozmikus
sebesség)

b) Azt a sebességet, amellyel egy test el tudja hagyni a Fold vonzaskorét! (Parabolikus, szokési,
vagy masodik kozmikus sebesség)

¢) Azt a sebességet, amellyel egy test el tudja hagyni a Naprendszert! (Un. harmadik kozmikus
sebesség)

3.3.5. Igazoljuk, hogy a Kepler-problémaban

2) v2=G-M-(%—l !
r a

b) a sebesség az ellipszis kistengelyének végpontjaiban v =, G-M !
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¢) a palya barmelyik atmérdjének két végpontjahoz tartozé6 v, ¢és Vv, sebességek mértani kozepe

allando: v, -v,=y G-2L1
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3.3.6. A Fold feliiletétdl 300 km magasan egy mitholdat kdrpalyara akarnak allitani. Mennyire
valtozik meg a perigeum, ha

a) a sebesség iranya a kor érint6jétdl 1°-kal eltér a Fold felé?

b) a sebesség 1 m/s-al kisebb a tervezettnél?
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