5. SZABAD PONTRENDSZEREK MECHANIKAI ALAPELVEI, N-TESTPROBLEMA, (GALILEI-
FELE RELATIVITASI ELV
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5.1. Dinamika

Mozgasegyenletek: ml-?I:FIJrZ 1_51.1 , ahol 1_51 jeldli a kiils§ erdk ereddjét és £ az m,
i=1
i#1
részérél az m,—re kifejtett erét (belso erdk).
Egy pontszerti test nem gyakorol er6t sajat magara, ezért i#1.

mr =F+ ; Fy| (k=1,...,n) 6én-rendli kozénséges differencialegyenlet-rendszer
i#k

5.2. A belsé erdk tulajdonsagai (posztulatumok)

1. abelsd erOknek megvan a hatés-ellenhatés tulajdonsaguk:

def.
l"”: I"l-—V/
ry= ’”U‘:Vﬂ
Fji”r

i
3. akolesonhatés szigoraan centralis:

nagysaga csak a
tavolsaguktol figg
—

- 7;1-
Fji: fy(”,]) : r_
— ij
Szigoruan [

centralis
S i(x)=f;(x) szimmetrikus

Ez a posztulatum magéban foglalja az el6z0 kettot is.



5.3. Kovetkezmények

r er - dir m1'71+"'+mn.7n_zmi'7i o , r
Definicio: 7, = e Tm Z a tomegekkel sulyozott atlaghelyzet;
1 cee n mi

tomegkdzéppont

a tomegkozéppont sebessége

a tomegkozéppont gyorsulasa

5.3.1. Tomegkdzéppont tétel

n . n
z mery = Z F, +
k=1 k=1

A —

(Z mi).;'»l — Fw(isszes kiilsé'+

Ha a belsé erdket egy pontba toljuk, akkor ott az dsszegiik nulla, mert F ntF,=0

Tétel: a tomegkozéppont tigy mozog, mintha az 6sszes kiilsd erd erre a pontra hatna és a
rendszer teljes tomege ebben a pontban lenne egyesitve. (Ez az elsé posztulatumbol
kovetkezik.)

5.3.2. Impulzustétel

Vezessiik be a p,=m, 7, mennyiséget, amia k-adik részecske impulzusa, ¢és

a P= Z D, mennyiséget, ami a mechanikai rendszer 6sszimpulzusa.

= _ S 3 __ [Osszeskiilsé
Tétel: P_Z Pk—z m 7, =F
k k

A mechanikai rendszer 6sszimpulzusénak idéderivaltja egyenld a rendszerre hatd dsszes kiilsé
ervel.



5.3.3. Impulzusnyomaték-tétel

Definicio: a k-adik tdomegpont origora vonatkoztatott impulzusnyomatéka: 7,X p,= Ji i
—_—

W
[l &
=

[, amechanikai rendszer impulzusnyomatéka (impulzusmomentuma)
k=1

5 def L -
Tétel: | L = ) 7 XF
k=1

Az impulzusnyomaték idéderivaltja egyenld a kiilsé erdk forgatonyomatékainak dsszegével.

Bizonyitas:

Zi(r Xm,: rk) z rk><m rk+rk>< m,: rk :Z ﬁk+z 7k><277k
= T — T

d — k i
0 - .
P F, i~k
i=1

i#k

w[

Be kell latni, hogy a belsé erdk forgatonyomatékainak dsszege nulla:

2:zz?z'Xﬁ'kz
i k
i#k
2A:ZZ(?kXF1k+?zXﬁki):ZZ(rk_rz)Xsz_O = ZZO
ik — ik —
i#k —Fy ik T

def.
L 7, U, (x)=—[ f,(x)dx
Fl/_fl/(rl/)'r_ ! pot:ncidlis
v energia

Emlékeztetd: negativ gradiens:

P =
_ﬁ Uji(rij)_Fji
|
~2 U [ (o= P =y P+ (=2
[ (7;1”)'(
fgj(r,'j)'%\/ ('xi_xj)2+(yi_yj)2+(Zi_Zj)2:f[j(rij)' rj
i ij
1 2-(x;—x;) w
2 (5=, H =y P H(z—2)



A belso energiakbdl szarmazo potencialis energia:

def. 1 n
U7, 7o )= 20 20 U ulry) =—ZZU (7,)

i=1 j=i+1 i=1 j=1
J#l

N . N ov, -

A belso erok osszege (az i-edik részecskére hatd erdk sszege): | ——== ZZ .

ari =t J

G

E=T+U, ,ahol T arendszer kinetikus energiaja
T= z Lo
= 2™

Tegyiik fel, hogy ismert a rendszer mozgasa: 7,(¢),....7, (1), 7,(¢),.... 7, (1)

du, an#+8U,,;+ LU s s niﬁ*
r -7 e TV, —— s o=
o o7, ' o7, ? or, " o S
J#i
dE n _.’ = n n - s
——T+Ub—Zmi-rl r— ZFJI T
dt i=1 i=1 j=1
j#i
dE " - LN "o . " -
=Y NF A F =D F | F=D FiF,
dt = =1 = =1 ——
i i teljesitmény

Munkatétel: (energiatétel, energiamérleg-tétel)
A mozgasi és a belsd potencidlis energia 0sszegének idoderivaltja egyenld a kiilsé erdk dsszes

teljesitményével.

2 2
ij t=AE=AT+AU,=[ Y F 7 di=wi";
1 1

i=1

Energiatétel:

AT+AU,=W"

A mozgasi és a belsO potencialis energia 6sszegének megvaltozasa egyenld a kiilsé erdk
Osszes munkéjaval.



5.4. n-testprobléma

my,my,..., m, egymas hatdsa alatt mozog (nincsenek kiilsé erdk)
A kolcsonhatasok szigoruan centralisak és szimmetrikusak.

mk'7kzz Fy (k=1,...,n) 6n-rendli kozonséges differencialegyenlet-rendszer

i#k

Tétel:
(1) a tomegkdzéppont egyenes vonalu egyenletes mozgast végez

(2) a rendszer impulzusa a mozgas folyaman allando
(3) a teljes impulzusnyomaték a mozgas folyaman allando

4) E=T+U, allando

A mozgasegyenlete 10 elsé integralja: ' .
Matematikai probléma: keressiink olyan f (7,,...,7,,7,,..., 7, t) flggvényeket,

1
amelyek a mozgas folyaman allandok: 1 (7, (¢ (), 7,(2),...,7 (1), t)=dllandé
(mozgésallandok, elsé integralok), ahol 7 (¢), t) kielégiti a
mozgasegyenleteket.

Tétel: n-testprobléma esetén a mozgasegyenleteknek van 10 elsd integralja, nevezetesen:
(1) Y. m-F, harom elsd integrél
i=1
(2) Z m.«(7.,—7t) harom els6 integrél

3) Z m; 7 X7} harom elsé integral

1 X -
(4) Z E'mi'ri-i_Ub(rl ----- 7,) egy elsd integral



5.5. Galilei-féle relativitasi elv, Galilei-csoport

Galilei-féle relativitasi elv:
A mechanika torvényei azonosak az egymashoz képest egyenes vonalu egyenletes mozgast
végzd vonatkoztatasi rendszerekben.
Jelentése: a mozgasegyenlet invarians az 7 —
transzformacioval szemben.
Ennek az a kovetkezménye (ez amiatt igaz), hogy az er6torvény csak a ,,relativ helyzett6l” és
a relativ sebességtdl (a kornyezethez viszonyitott sebesség) fligg.

-

7'=7+V-t ugynevezett Galilei-

A klasszikus, nem relativisztikus mechanika téridé szimmetriai:
10 paraméteres csoport: G, — Galilei-csoport

1) 7 — 7'=7+a: akezddpont térbeli eltolasa (3 adat) d
a tér homogén
2) 7 — F'=F+V-t: 4ttérés az egyenletesen haladé K'-re (3 adat) 4
Galilei-transzformacio
3) 7 — 7'=R-7: attérés az elforgatott K'-re (3 adat) n, e
hossz és szogtartd transzformacio
x' X
y' :( Rij)3x3' Y
z' z
ri':Rij.rj (RikRil:(skl) R'RT:RT'R:E,' detR:+1, SO(3)
SO(3)={R|R"-R=R-R"=E, detR=+1} specialis ortogonalis csoport
forgatas: tengely (72) 2 adat; forgatas szoge () 1 adat
ReSO(3) megadhaté 7, p-vel
a fizika torvényei forgasinvariansak, a tér izotrop
4) t — t'=t+s: idoeltolas (1 adat) s

a fizikai torvények idéeltolas invariansak, az id6 homogén
Csoport: van egy csoportmiivelet: (in. szorzas)
RI’ Rz (Rl'Rz)'7:R|'(R2'7), matrix-szorzas

(R\*Ry)"(R;*Ry)=(R;"R})-(R,"R,)=R;-R|-R,"R,=E
E

det (R, - R,)=det R,-det R,=1

1 1

R,-R,€S0(3)

R létezik, mert det R#0
SO(3) csoport



Forgatas térben:
3

Z Ry Ry=d; = 6 egyenlet, 9 komponens = 3 fiiggetlen komponens lehet

Aktiv transzformécio: a fizikai rendszert transzformaljuk
Passziv transzformacio: a koordinatarendszert transzformaljuk

Kombinalt miiveletek: térid6 transzformacié: ge€G',

Vt+a
)

~ N

g —_
- r'=R-
- t'=At

4+

ReSO(3), detR=+1, A=+1
g(R, V., a, s) 10 adat
Ertelmezzik £,-g,-t

8:=8,& Ry R, Ry V (+V,, Rya +sV,+ad,, s,+s,
—_

—_—

R, v

3

A szorzas asszociativ.
Vanegység: 7 — 7'=7 (R=E, V=0,ad=0, s=0)

Vaninverzz ¢ (R, —R"-V, s-R"-V—R"-a, —s) (Bizonyitas Hf.)
A Galilei-csoport egy 10 paraméteres csoport.
Bizonyitsuk a szorzast:

F'=R, TF+V 1+7,
'=t+s,

7= Ry (R F+V  t+d,)+V ,(t+5,)+a,

8281
t":(t+S1)+Sz
7":R2‘R1‘?+R_'2'V1_’t+R2 Zil+ 2£+V2‘S1+a2
:RZ'R1'7+(R2'V1+V2) t—i_Rz'al—i_VZ'Sl—i_Zl’2
R, Vz @

"=t+(s,+s,)

gg =g g=(E,0,0,0)=g,

Galilei-féle relativitasi elv: a mechanikai torvények invariansak a Galilei-csoporttal szemben.



5.6. Feladatok

5.6.1. Azt talaljuk, hogy egy kettdscsillagban a két égitest egymastol mért tavolsaga allando.
a) Milyen palyan mozog a két csillag?
b) Mekkora a keringés periodusideje?

5.6.2. Egy nyugvdé M tomegi test felé u sebességli m tomegl test kozeledik, majd
rugalmasan litkdznek. Hatarozzuk meg az {itk6z¢és utani sebességeket, feltételezve, hogy az iitk6zés
centralis! Vizsgaljukaz m<<M, az M <m ésaz M=m esteket!

5.6.3. Egy részecske rugalmasan iitkdzik egy masik, nyugvo részecskével. Az iitkdzEs utan palyaja

&, szoget zar be a becsapodasi irannyal; az eredetileg nyugvo részecske palyaja pedig 9,
szoget (az ellenkez6 iranyban). Mutassuk meg, hogy e két konnyen mérhetd adat ismerete elegendd
az tdmeg- ¢és sebességaranyok meghatarozasahoz. Adjuk is meg ezeket az aranyokat!

5.6.4. Mekkora lehet az el6z6 feladatban a becsapodod részecske maximalis eltériilési szoge, ha a
nyugvo részecske tomege kisebb a becsapodoénal?



