7. \/ ARIACIOSZAMITAS, A MECHANIKA VARIACIOS ELVEI

7.1. A brachistochron probléma (legrévidebb id6
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Azta y Qorbét keressik, amelyre T extrémalis (minimalis, mivel maximalis nem lehet).

Minimalis for gasfellilet problém3ja:
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Egy lanc két végét felfliggesztjik homogen nehézségi erdtérben. ¥
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A tomegk6zéppont a leheté legmélyebbre jut. =
y=ach(ox) TP
. . Vo
Y — Vxp legyen minimalis TIEP

Definicid: a ¢ funkciondl extrémalisanak nevezzik a y gorbét, ha
0¢p=0 ( tetss leges h-ra).



Tétel: a y gorbea y — cb:fL(x,x,t)dt funkciondlnak akkor és csak akkor extrémaélisa, ha

a y:x=ux(t) gorbekielégiti az IOEuIer-Lagrange egyenleteket:
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7.2. Funkciond, variacio, Euler-Lagrange egyenlet xl+ il
xl
2-dimenzi6s (sikbeli) gorbék: y: x=x(t); t,<t<t <ol h(t)

! 1 A h(tg)
y — ¢(y)eER (¢ funkcional)

y' = ¢y )=¢’ e

afunkciond névekménye: ¢ (y')—¢(y) — :
y': x=x(t)+h(t)

bly+h)=d(y)=F(y, h)+ O(K)
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linearis masodrendii
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A ¢ funkciondl variacigja (differenciélja):
Hale tudunk valasztani a ndvekménybdl egy /-ban linedristagot, akkor a ¢ funkciondl
differenciélhaté ésvariéciéja Sp=F(y,h)

------

Specidlis funkcionalok:

Brachistochron probléma: y: x=x(¢) — T(y f\/Hx dt—fL x(t), t)dt
W

L(a, b, ¢) aapflggvény

y: x=x( def}le ), tldt  t,<t<t,

Egy alapflggvényt a gorbe mentén integralva kapjuk afunkcional értékét. Az igy definialt
funkciond differencid hato:
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Fetsik sorba 2=0 Kkorul:
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Euler-Lagrange egyenletek:
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dx dt 0x
nevezzuk.

Lagrange-lemma:
J‘ m t)dt=0

Jtetszoleges” h(t)-re & m(t)=0 1 <t<t,

Bizonyités: indirekt médon
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[ m(t)-n*(t)dt>0 ellentmondas!

Definici6: a ¢ funkciondl extrémalisanak nevezzik a y gorbét,ha 6¢$=0 (,tetszéleges” h-
ra)

7.3. A brachistochron probléma megoldasa
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ﬂ—a sin ()
dTt
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Azt kaptuk, hogy a tdmegpont egy ciklois mentén ér le legrovidebb id9 alatt a felsé pontbol az also
pontba.

7.4. Variacibszamitéas (altal anosan n-dimenziban)

n+1-dimenzios gorbe: y:x,=x,(¢)

: t,<t<t,
x,=x,(t)
Advavan egy un. dapfuggvény: 2n+1 vdtozosaz (x,, ..., x,, X, ..., X,, t) vétozok terén.
L=L(x,, ..., x,, X, ..., X, 1)
Funkciond: y: — &(y fL (X, (2), oy X, (1), %,(2), oo, ,(2), t]

Tekintsilk azokat a gorbéket, melyeknek a végpontjai fixen vannak tartva:
y: tartsuk agérbe végpontjait fixen

X

y':y+h:x1:xl(t)+hl(t> ‘

x,=x,(t)+h, (1) i

A funkciond differencidlhat6 és variacioja:

oL d oL
ox, diox )hdt

5=/ 3

t, i=1

Lagrange-lemma =
Tétel: (afunciondlhoz tartozd Euler-Lagrange-féle differencia egyenl etek)

¢ milyen y mellett extrémdis? (szélsoértek)
Azilyen y-kat a ¢ extrémalisgorbéének, vagy extrémalisanak nevezzik: & ¢=0
y extrémdlis < §¢=0 < y mentén teljesiinek az Euler-Lagrange-egyenletek.
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7.5. A legkisebb hatés elve (Hamilton-€lv)

Tekintsiink egy mechanikai rendszert. Megadunk dtalanos koordinétékat (q,, ..., q,) és
dltaldnos sebességeket (¢, ..., ¢,) ésazidst (¢); tovabbamegadunk egy (megfelels) 2f+1
valtozds fliggvényt, az an. Lagrange-fliggvényt:

L(ql’ e gy 7P i]f’ t)

A q,, ..., q, f-dimenziosteret nevezzik el konfiguracios térnek. Vegylnk gorbeket az
f+1-dimenzios(q,, ..., q,. t) térben: y
Y:q,=q,(1)

: t,<t=<t, (fix végpontok)
q,=4,(1)

Definidjuk az Un. hatas-funkciondlt (réviden hatast):

s L
y: = S(y)=) Llg\(t), ..., q,(0), ¢, (1), ..., 4,(¢), t]at
lenergia: [L|=J; [S]|=J"s]

Elv: amechanikai rendszer a (¢, ¢°) és (¢, ¢') pontok kozétt a hatés extrémalisai mentén mozog
(variacios elv).

Tartama: mozgés. 6S=0 < y mentén teljesiinek az Euler-Lagrange-egyenletek:

oL _d L _,
oq, diog,

(v=1,..., f)

A mechanika variacios elvének segitségével szamos fontos tételt bizonyithatunk, illetve szamos 1
moddszer alkalmazasara nyilik lehetdség.

7.6. Feladatok

7.6.1. Hatarozza meg annak a gorbének az alakjat, amelyet egy tengely koriil megforgatva a kapott
feliilet felszine minimalis!

Utmutato: a gorbe legyen az  y= f(x) fiiggvény grafikonja, amelynek x,, X, kozotti szakaszat
az x tengely koriil megforgatjuk, mikézben az »,, y, értéket fixen tartjuk.

7.6.2. Milyen alakot vesz fel a homogén nehézségi erétérben két végén v
felfliggesztett lancnak (ezt az alakot nevezik lancgdrbének)?




