8. Kis REZGESEK STABIL EGYENSULYI HELYZET KORUL

8.1. A rezgések szétcsatolasa harmonikus kozelitésben. Normalrezgések

Egyensulyi helyzet: olyan helyzet, amelybe belehelyezve a rendszert (nulla kezd6sebességgel), a
rendszer mindvégig ott marad.

Stabil egyensulyi helyzet: ha a rendszer kezdetben ennek az egyensulyi helyzetnek a kozelében van
és nem tul nagy a sebessége, akkor sohasem tavolodik el messzire.

A kinetikai energia az altaldnos sebességek masodfoku fiiggvénye, altaldban homogén masodfokt
fliggvénye; és az er6knek van potencialja. Legyen az egyensilyi helyzet az orig6: ¢,=...=¢,=0
¢és legyen itt a potencial nulla.
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Feltessziik, hogy ¢, ..., g stabil egyensilyi helyzetésa ¢, ..., ¢ kezddsebességek nem tul
nagyok, akkor |g,(1)—g<e
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Sorba fejtve a kinetikai energiat és a potencialt az egyensulyi helyzet koriil, és a masodiknal
magasabb hatvanyokat elhanyagolva kapjuk a Lagrange-fiiggvény un. harmonikus kozelitését:
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Ittaz A matrix pozitiv definit, mert a kinetikai energia mindig pozitiv, ésa B matrix pozitiv
definit, mert az egyensulyi helyzet stabil, tovabba mindkét matrix szimmetrikus.
A mozgésegyenleteket az Euler-Lagrange egyenletek felirasaval kapjuk:
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\a,4,;+b,-q;]=0 (i=1,..., n) csatolt rezgések
j=1

Keressiink olyan megoldasokat, amikor minden koordinata azonos frekvenciaval és azonos fazisban
rezeg.

q:(t)=u;cos(w-t+«)
q:(t)=—w-u;sin(w-t+c)
§.(t)=—w"u;-cos(w-t+x)
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Zn: {—w2~aij-uj+ bl.j-ujycos(w'tJr(x):O
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( b, ; —w’a ; j) -u;=0 | homogen linearis egyenletrendszer, amely matrix-jeloléssel:

Jj=1
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(B—w?* A)-i=0 u=| 1| oszlopvektor
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Altalinositott sajatérték-probléma:
det(B—A-A)=k,(A)=0

sajatértékek: A, ..., A,>0

sajdtvektorok : 2V a™

Definicio: A(#, V)=, a, u-v,=u"-A-v
Biline&ris: A|a"V+7?, »|=4(a", »|+4(3?, v
AAT, V)=A-A(T, 7)

Mivel 4=A4" (szimmetrikus), ezért A(7, v)=A(V, i) szimmetrikus bilineéris fliggvény.
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Komplexre: Alii, @ Z(A(ﬁ, u ):Z auru; valos
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Ha 4>0 = A(u, u")>0 (u#0)
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u=a+i-b, u'=a—i-b sb.



Bu=A-4Au (u#0) = VV-re
B(u, v)=A-A(u, v)
u-Bv=Au"-A-v
vi-B-u=Av"-A-u

Bu=A-A-u

vieBu=Av"-A4-u

HaA ésB szimmetrikusés B-u=A-A-ués B-u'=A"-A-u',akkor ha A#A', akkor
A(u, u')=0 (az u és u' sgétvektorok A-ortogondlisak)

B, i’ >= A, )
~B(i )= A )
(A=A") A7 J = A(%, 1)=0

A kulonb0z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok A-ortogonalisak.
Allités: A vaés

Bizonyités: tegylk fel, hogy A komplex; A™#A
(B—=A-4)u=0 (u#0) vegyuk akomplex konjugaltjét
(B—A"-A4)u"=0

A(u, u*)=0 €élentmondds = A*=A = valbs

Haa A-k valésak = wu-k isvadésak
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u'l Bu=A-Au = A=M>O (u#0)
Au, u)

Ezek alapjan:

Sajatértékek: A=w’>0

Sajatfrekvencidk: w; ..., w, valdsak

Sajatvektorok: #", ..., 7"

A(ii(l) e ) 0, ha w,#w,, altaldban feltehetd (ortogonalizalassal és normalassal elérhetd),

hogy: A[u"”, #7]=0, ha i#;
Ala", @9)=1 (i=1, ..., n) (an. A-ortonormalt bazis)

Szamoljuk ki:
Bli", iV=w}5,,
@) B =wl 4 a"
Bla", i =w’ 47", i =w?-s
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Vezessiink be tj Q,,...,0, koordinatakat (koordinata transzformacio):

:Z Qj'”f‘j); Qizz Qj'uf'j)
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Lagrange-fiiggvény az uj koordinatakkal:

L=3 4 PPN L, |5 B Lo, X oot

A kinetikai energia €s a potencialis energia az j koordinatakban tiszta négyzetes tagokbol all (nincs
csatolds). Az 0j koordinatakban a rezgések egymastol fiiggetlenek.
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A mozgasegyenletek:

oL, . oL,
6—.]4: '] :Qj’. a—lJ: J :—win
00, 00, 00, 00,

Mozgasegyenlet: Qj-l-wf-Qj:O (j=1,..., n)

Az 1j koordinatdkat normalkoordinataknak nevezziik, amelyek id6fiiggése:
Q‘,:Q(}-cos(wj-tnwxj)
Q(j o; kezdofeltételekbdl hatarozhato meg

Az eredeti koordinatak idéfliggése a koordinata transzformacié szerint adodik:
_ Z (). _
=2 u;"Qcos(w; t+a)
Jj=1

Egy mechanikai rendszer tetszOleges rezgését a stabil egyensulyi helyzet koriil eldallithatjuk
normalrezgések linedris kombindcidjaként (szuperpozicidjaként). Megfeleld kezdofeltételekkel
elérhetjiik, hogy minden koordinata azonos frekvencidval (valamelyik normalfrekvenciaval) €s
azonos fazisban rezegjen. Az ilyen rezgést a rendszer normalrezgésének hivjuk.

Allitsuk el a koordinatatranszformacio inverzét!
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Bizonyitas:

n
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8.2. Szimmetrikus 3-atomos molekula linearis rezgései
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A sajatértékeket a karakterisztikus egyenlet gyokei adjak (trivialistdl eltéré megoldas
(sajatvektor) akkor és csak akkor 1étezik, ha az egyenletrendszer determindnsa nulla):

(k—wm)|(2-k—w* M)-(k—*m)— k| +k | —k-(k—wm)|=0
(k—w®m)| 26> =2-k-w>m—k-w* M +w*m-M—k*~ k% =0
w*(k—w*m)-(=2-k-m—k-M+w*m-M)=0

wz-(k—wz-m)-( wz-m-M—k-(2-m+M))=0

A gyokok (sajatfrekvenciak):

0=0; =% w3=/M=/ﬁ- 1L 2m
A sajatvektorok:
. w,=0
I. k'u]_k'u2+O'U3:O = u]:u2:O(
=(1) @
I1. —ku,+2-k-M-u,—k-u,=0 U =|x
o
I11. O-u—k-u,+k-u,=0 = U, TU; =X
Normalas 1-re:
A(ii(l), it'<l))=m-o<2+M-0(2+m-o<2:1
xX= ;
\2-m+M
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U =\ — transzlacio
2-m+M
[
2-m+M

Ez nem vibracid (rezgés), hanem transzlacid. A molekula mint egész egyenes vonalu
egyenletes mozgast végez.

Ez az eset kikliszobolheté az m-x,+M -x,+m-x;=0 egyenlettel (az origot a
tomegkodzéppontba helyezziik) = a valddi rezgésekre 2X2-es matrixot kapunk.

2. w,= L3
m
L. O-u,—k-u,+0-u,=0 = u,=0
I1. —k-u,+ 2-k—k.M ‘u,—ku,=0 = —u=u,
m

L. O0u,—ku,+0u,=0

A(iim, ﬁ<2))=m-a2+M~O+m-a2:1
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rotacidhoz tartozik, vagyis a valodi vibraciok szama 3n-6.

(Linearis molekulak esetében 3n-5.)

Altalaban n-atomos molekula esetében 3 koordinata a transzlaciohoz, 3 koordinata a



8.3. Feladatok

8.3.1. [ hosszsagl sulytalan rad alsé végét csukloval a talajhoz
rogzitjik, és a rudat mindkét oldalon £ direkcios erejl, egyforman
Osszenyomott, egyenes rugoval tdmasztjuk ki, melyek a csuklétol d
tavolsagra érintkeznek a raddal. A csukld csak a rud és a rugdk altal
meghatarozott sikban valdo mozgast enged meg. A rad masik végére

m tomegl testet helyeziink. Hatdrozzuk meg a stabil egyensulyi
helyzetet kiilonb6z6 terhelések esetén, valamint a kis rezgések
frekvenciajat!

8.3.2. Irjuk le két csatolt inga mozgasat!

Utmutaté: a két egyforma inga mindegyike egy sulytalan / hosszisagi ridbol

és a felfliggesztett m tomegbdl all, a rudakat /£ mélységben egy k&

allandoju gyenge rugoval kotjiik Ossze. A kicsinynek tekintett kitérési szogek
0O, és 0,.

a) Irjuk fel a Lagrange-fiiggvényt kis szogekre!

b) Oldjuk meg a mozgasegyenleteket: hatarozzuk meg a sajatrezgéseket

(normalrezgéseket)! m

¢) Elemezziik a megoldasokat! S

k .
8.3.3. Egy kor mentén harom m tomegi test mozoghat. A :
testeket egyforma rugok kotik egyméshoz a kor mentén.
Mekkorak a rendszer sajatfrekvenciai, és milyen mozgasok
tartoznak ezekhez? = =
m o om
8.3.4. Egy tomegpont az (x, y) fiiggdleges sikban az \k“" -
x=b-(p+sin(p)),
y=b-(1—cos(p)) (—T<p=<m) A
2b \l/o
gdorbe mentén mozoghat. \ /
a) Mutassa meg, hogy az orig6 koriili kis rezgések frekvenciaja = = =
1 -b b TT
£ |7
4-b
b) Mutassa meg, hogy nagy amplitadok esetén is ugyanekkora a frekvencia!
8.3.5. Az [ hosszusagu sulytalan rid vizszintes tengelyl csukloval kapcsolodik az A
2 szdgsebességgel forgo fliggdleges tengelyhez, masik végéremtomegu testet | §Q
erositettek.

a) Irja fel a Lagrange-fiiggvényt!

b) irja fel a mozgasegyenleteket!

¢) Hatarozza meg és abrazolja az egyensulyi &, helyzet kortili kis rezgések
(9—9,=a-cos(w-t)) frekvencidjanak fiiggését az Q-tol!



