9. HAMILTON-FELE MECHANIKA

9.1. Legendre-féle transzformacio
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A Legendre-transzformalt Legendre-transzformaltja az eredeti fiiggvény.

9.2. Hamilton-fliggvény

A Lagrange-fiiggvény sebességek szerinti Legendre-féle transzformaltja az in. Hamilton-

figgvény
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9.2.1. Példak

1. Szabad részecske:
koordinata: x
sebesség: X
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9.3. A Hamilton-fliggvény jelentése

A leggyakoribb esetekben a Hamilton-fliggvény a rendszer energiaja.

Tétel:
Legyen L=T-U, ahol T homogén masodfoku ¢-okban, és U nem fiigg a sebességtol.
Ekkor a Hamilton-fiiggvény az energia: H(q, p, t)=T+U

Bizonyitas: H:Z qv-pv—(T—U):Z c']v-g -T+U= qu S—T—TJrU T+U
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Tétel:

Ha L nem fligg explicit moédon (explicite) az 1d6tol Py

6_L: 0) , akkor:

&L oL
h(qy, s qrs Gys s 4p)= c'jv-—q—L mozgasallandé (n. energia).
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Masképp: ha a Lagrange-fliggvény iddeltolas invarians, akkor a mechanikai rendszer energiaja
alland6 a mozgas folyaman.

Ha a sebességeket az impulzusokkal kikiiszoboljiik, akkor #(q,, ..., q,, ¢,, ..., 4,) éppena
Hamilton-fiiggvény.
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9.4. Kanonikus egyenletek

Mechanikai rendszer: 41 ---> 497+ Pi» ---» Prs b 2f+1-dimenzids tér, kibovitett fazistér.
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Adott a Hamilton-fiiggvény: H (g, p, t)

Milyenek a mozgasok?
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A megjeldlt tagok az dltalanos impulzusok definicidja alapjan kiejtik egymast.
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Osszefoglalva:

A mozgasok kielégitik a
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" op,
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~dq,
2f db elsd rendii egyenletet; 2f rendli kozonséges differencialegyenlet rendszert (ODE).

Ezek az un. kanonikus, vagy Hamiltoni mozgésegyenletek, a mozgéasegyenletek a hamiltoni
mechanikaban.
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Mozgasegyenletek: _
Newtoni: m-7=F(7, 7, t)
e et .. d 0L OL_
Lagrange-féle masodfaju: EW—W—O (v=1,..., f)
Hamiltoni: ¢.=22 . p=—2H (v=1 )
amiltoni: v aqv’ v aqv V= 9 ey f

Variacios elv: 65=0

Példa: linearis harmonikus oszcillator:
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A kanonikus egyenletekbdl konnyen visszakaphatjuk a Newton-féle mozgésegyenletet:

g=L£
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m-X=—D-x visszakaptuk a Newton-féle mozgasegyenletet.



Fentebb lattuk, hogy ha a Lagrange-fliggvény nem fiigg explicit modon az 1d6tdl, akkor az energia
mozgasallando. Ennek megfeleldje a Hamiltoni mechanikaban az alabbi

Tétel:
Ha H(q, p) nem fiigg explicite az id6tél, akkor H (g, p) a mozgasegyenletek elsd integralja
(azaz mozgasallando).

Somviise, YH_OH . OH _0H OH 0H dH
izonyitas: g q 6pp oq 9p dp g

9.5. A Lagrange-fiiggvény mértéktranszformécidja

dM(q, 1)
dt

(M (q, t) tetszéleges, megfeleléen diffrencialhato fliggvény |

L' aLagrange-fliggvény mértéktranszformaltja.

Az L'=L(q,q, t)+ ,Lagrange-fiiggvény” ugyanaz a mechanikai rendszer, mint L

Tétel: a mozgasok mértékinvariansak.
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Bizonyitas: S(y):fL(q(t), g(t), t)dt;  mozgasok: 6S=0
tO

S'(y)=f L’dt=f Liq(t), q(t), t)dt+M (q', t,)-M (4" t,)

S'=S+M,—M,; 65'=55=0
allando

Vagyisaz L' rendszer mozgdsai azonosak az L rendszer mozgasaival: a mechanikai rendszer
azonos.

9.6. A t0ltott részecske Lagrange-fliggvényének mértéktranszformacioja

Fontos példa a mértékinvarianciara az elektromagneses Lorentz-erd hatdsa alatt mozgo toltott
tomegpont esete: (¢ toltésti, m tomegi részecske egy E (7, t), B(7,t) valtozo
elektromagneses mezdben)

Maxwell:
div B=0 = B=vrot 4
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6 mez0 helyett 4 mez0 segitségével felirhatd az elektromagneses mezd:
¢ askalarpotencial, A a vektorpotencial. Ezek azonban nem egyértelmiiek.



A'=4+ grad X ) '
4, ¢ — ox masodfaju mértéktranszformacio

d)’:d)_a_t

Vagyis az elektroméagneses mez0 (és igy a Lorentz-erd is) invaridns a masodfaju
mértéktranszformacioval szemben.

frjuk fel a Lagrange-fiiggvényt!
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A felirt Lagrange-fliggvény valdban a toltott részecske mozgasegyenletét allitja eld
nemrelativisztikus esetben.



Hajtsunk végre egy masodfaju mértéktranszformaciot:
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mozgasok sem valtoznak.
Irjuk fel a Hamilton-fiiggvényt!
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9.7. Feladatok

9.7.1. Irja fel az aldbbi rendszerek Hamilton-fiiggvényét és a kanonikus mozgéasegyenleteket
a) szabad tomegpont (hasznaljunk polarkoordinatakat)

b) nehézségi erdtérben mozgod tomegpont

¢) linearis harmonikus oszcillator

d) térbeli harmonikus oszcillator (izotrop €s anizotrop esetben is)

e) homogén erétérben mozgd anyagi pont

f) szigortian centralis erétérben mozg6 anyagi pont (hasznaljunk polarkoordinatakat)

g) egymas gravitacios erdterében mozgd két tdmegpont (vezessiink be sulyponti és relativ
koordinatakat)

h)az m-X+k-x=F(t) mozgasegyenletli kényszerrezgést végz6 anyagi pont

1) sikinga, gdmbi inga

Utmutato6: lasd a 6.7.3. feladatot.

9.7.2. Felhasznalva, hogy a csillapitott linedris harmonikus oszcillator Lagrange-fliggvénye
B 2
wil .2, B B k

felirhato L:%-e’” I3+ = xx+ 2
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alakban, irja fel az altalanos impulzust és a

Hamilton-fiiggvényt!

9.7.3. Legyen X(¢) egy tetszbleges partikularis megoldasa az m-x+c-x+k-x=F (t)
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mozgasegyenletnek. (Gerjesztett csillapitott harmonikus oszcillator.) Tegyiik fel, hogy 4c

L’t
(n. valodi csillapitott rezgés). Hajtsuk végre az ¥ =e”"-(x—X) koordinata transzforméaciot!
2
Mutassuk meg, hogy m-Y +k-Y=0 az ij mozgasegyenlet, ahol k=k— 4C I Irjuk fel az Gj
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Lagrange- ¢és Hamilton-fliggvényt! Mutassuk meg, hogy
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az eredeti mozgasegyenletnek, ahol z(0) egy tetszéleges komplex szdm és :\/
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