10. SZIMMETRIAK ES MEGMARADASI TETELEK
10.1. Koordinata transzformaciok
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Tétel:
Valahdnyszora y extrémalisa L — S-nek , mindannyiszor extrémalisa
L' — S'-nek is,vagyis az L-hez, ill. L'-hdéz tartoz6 mozgasok megegyeznek: a két
mechanikai rendszer ekvivalens.
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Vagyis ha az 6sszes B,=0, akkor és csak akkor az 6sszes b,=0.
Ezzel az allitast bizonyitottuk.



10.2. Szimmetridk és megmaradasi tételek (Noether-tétel)

Tekintsiik az s paramétertdl folytonosan differencialhaté modon fiiggd O.=0:(q,. ..., q f)
koordinata transzformaciokat (példéul: 7o 7f=?i+s'2i) , €stegylk fel, hogy s=0-hoz az
egység tartozik: ¢g=0°~°
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Tétel: ha L invaridnsa ¢ — Q° egyparaméteres diffeomorfizmusokkal szemben, akkor
I(g, ¢) mozgasallando.

Példaul ha L invaridns a tizparaméteres Galilei-csoport miiveleteivel szemben, akkor tiz
mozgasallando 1étezik (a mozgasegyenletek tiz elsé integralja).

10.2.1. Impulzus megmaradasi tétel

Ha a Lagrange-fiiggvény invarians az 7, — 7,'=7,+d térbeli eltolasokkal szemben ( @
tetszOleges vektor), akkor egy mozgas sordn a rendszer (0ssz)impulzusa allando.
(atér homogén = impulzus-megmaradas)

Bizonyitds: d=s-a (s tetszOlegesen kicsi)
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P-ad=dllandé (Azimpulzus @ irdnyh vetiilete allando.)
Ha a tér homogén, vagyis d tetszOleges, akkor P -nek 4allando6 vektornak kell lennie.

Példaul: mozgas homogén nehézségi erdtérben:
1 2, .2, .2 . . P S ,
L==-m{%"+ y+z ) —m-g-z invarians a vizszintes iranyu eltolasokkal szemben.
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Az impulzus vizszintes vetiilete allandé (p,=p,, €s p,=p,,).



10.2.2. Impulzusmomentum megmaradas

Ha L invaridns a térbeli forgatasokkal szemben (vagyis ha a tér izotrop), akkor a mechanikai

rendszer impulzusmomentuma mozgésallando.
(atérizotrop = impulzusmomentum megmaradas)
Bizonyitas: térbeli forgatasok: (7 tengely koriili s=6 ¢ szogii forgatas):
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Az impulzusnyomaték vetiilete a forgastengelyre mozgasallando.
Ha 7 tetszéleges, akkor L allando vektor.

10.2.3. Idoeltolas invariancia

;
Ha L invariansa ¢t — t+4¢ iddeltolassal szemben, akkora #h(q, ¢ :Za—L 7,— L

mennyiség (altalaban energia) mozgasallando.
(az id6 homogén = energia-megmaradas)
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A mozgas mentén:
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Ha az L invaridns egy ¢t — ¢+t transzformacidval szemben, akkor L nem fligghet explicite az

) L )
id6tol: a—=0, vagyis & mozgasallando.
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Egy masik bizonyitas:
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10.3. Feladatok

10.3.1. Mutassuk meg, hogy a foldi nehézségi erétérben mozgo tdmegpont impulzusanak barmely
vizszintes vetiilete mozgasallando!

10.3.2. Mutassuk meg, hogy egy magara hagyott stulyzo (két tomegpont stilytalan merev raddal
0sszekotve) impulzusnyomatékanak vetiilete a sulytalan rad iranyara mozgasallando!

10.3.3. Alljon a mechanikai rendszer két rugoval 6sszekotott tomegpontbol, amelyek egy siilytalan
rad mentén mozoghatnak. A rud szabadon mozoghat egy tirhajé belsejében. Mutassuk meg, hogy a
teljes impulzusnyomaték rud irdnyt vetiilete mozgasallando!

10.3.4. Mutassuk meg, hogy a V(I’)Z—% (x=y-m-M) potencialtérben mozgd m tdmegpont

~ S

I impulzusnyomatéka, tovabba un. Laplace-Runge-Lenz vektora A= pX L—

mozgasallandé (pa tomegpont impulzusa)!



